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Zusammenfassung

Diese Arbeit befaBt sich mit der Finiten Element Methode
fiir beliebig linear viskoelastisches Stoffverhalten bei
kleinen Verzerrungen. Durch Diskretisierung mit Finiten
Elementen in den Ortskoordinaten wird das viskoelastische
Anfangsrandwertproblem auf die Lésung eines Anfangswert-
problems zuriickgefiihrt. Das Vorgehen ist zur L&sung von
Schwingungs- und Kriechproblemen geeignet. Mehrere
Beispiele zeigen die unterschiedlichen Anwendungsmog-
lichkeiten.

Summary

This paper deals with the finite element method for any
linear viscoelastic material behaviour and small strains.
The initial-boundary value problem is reduced to an
initial value problem by discretisation with finite
elements. The method can be used for the solution of
vibritional and creeping problems. Several examples
demonstrate different possible applications.
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Notation

In der gesamten Arbeit wird fast ausschlieBlich die Ma-
trizenschreibweise verwandt. Matrizen werden durch grofle
unterstrichene und Vektoren durch kleine unterstrichene
Buchstaben dargestellt.

‘W Kreisfrequenz

tr Zeit

14 Volumen, Elementvolumen
o Oberfliche

& Spannung

Cex 1+ 85y, 6% Normalspannungen

| 6:‘)' ’ B')'?l ‘;FX

Sxx 1 Syy, Sae, 6 Deviatorspannungen

S, hydrostatische Spannung
€ Verzerrung

€xx, €yy, Eza Normalverzerrungen

6‘)’/ F)'i, E?x

€xx, €y, €40 G Deviatorverzerrungen
e Dilatation

U,y w,x Verschiebungen

& Federsteifigkeit

¢ Dampferkonstante

L1 Dichte

P Flichen- oder Volumenkraft
I3 Elastizitdtsmodul

G Gleitmodul

K Kompressionsmodul

v Querdehnung

s i F Kraft

P Druck

VergrdRerunmssfunktion

N
g
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nathematische Symbole

>

P Q, %, APL
Qp) Q”) Q?/ QZ

-1 -

Z3ahlvariable

Parameter von Differen-
tialoperatoren

Frequenzgang

Tmpuls, Imnuls pro Fliche
Radius ‘
Kartesischie Koordinaten
Kriechfunktion
Relaxationsfunkticn
innerc Arteit

auBere Arbeit

Koeffiziert

virtuell

i-te totale Ableitung

totale Abvleitung nach der
Zeit

partielle Ableitung nach x

Differentialoperatormatrix
und -vektor wmit Ortsdiffe-
rentialen

lineare Differentialopers-
toren mit Zeitdilferen-
tialen

unendlich

komplexe Zshl

imagindre Einheit

Zeitschritt



—8ymbolische Schreibweise der Matrizen und Vektoren
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14
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z
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Nullmatrix

Einheitsmatrix
Massenmatrix
Dimpfungsmatrix
Steifigkeitsmatrix

Matrix

Matrix der Ansatzfunktionen
Matrizen

Parametervektor
Elementverschiebungsvektor

Elementverzerrungsvektor

Deviatorverzerrungsvektor

Elementspannungsvektor
Daviatorspannungsvektor
Elementknotenkraftvektor

Knotenkraftvektor der Volu-
menkrafte

" Knotenkraftvektor der Ober-

flachenkrafte

Elementknotenverschiebungs-
vektor

Diagonalmatrizen

globaler Kraftvektor
Transformationsmatrix
Spannungstensor

Vektoren

Zustandsvektor
Ubertragungsmatrix

globaler Verschiebungsvektor
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1. Einleitung

Seit langem ist bekannt, daB bei gewissen Werkstoffen

- wie z.B. Kunststoff, Beton usw. - auch bei geringen,

' konstanten Belastungen zeitverinderliche Verschiebun-~
gen auftreten.Diese Vorgidnge werden als Kriechen oder
viskoses FlieBen bezeichnet. Da bei geringen Belastun-
gen Nichtlinearitdten oft vernachléssigbar sind, kdnnen
die entsprechenden Werkstoffgesetze in guter Uberein-
stimnung mit dem tatsachlichen Verhalten durch lineare,
gewohnliche Differentialgleichungen mit konstanten
Koeffizienten beschrieben werden.

Bis in die 50er Jahre wurden solche Probleme fast aus-
schlieBlich analytisch behandelt, wobei die gewGhnlichen
Differentialgleichungen sehr oft durch LAPLACE-Trans-
formationen geldst wurden / 22 /. Bei komplizierten
geometrischen Strukturen sind diese analytischen Ver-
fahren nicht mehr anwendbar, und die Aufgabe ist nur
noch numerisch losbar.

MMit der Entwicklung der Finiten Element Methode sind
in den 60er Jahren erste Rechnungen fir viskoses Stoff-
verhalten durchgefithrt worden. ZIENKIEWICZ und Mitar-

beiter / 33_/ berechnen Kriechvorginge fiir einen zeit-
konstanten Kompressionsmodul, also fiir ein spezielles

Stoffverhalten. Sie verwenden eine inkrementelle Formu-
lierung des Stoffgesetzes. CARPENTER / 5 7 1ést die
Differentialgleichungen des Stoffgesetzes durch ein
RUNGE-KUTTA-Verfahren und berechnet mit seiner FEM
einfache Kriechvorginge. SCHIFFNER / 27 7/ schlieBlich
ersetzt die Ableitungen nach der Zeit durch finite Diffe-
renzen und diskretisiert in den Ortskoordinaten durch
Finite Elemente. Er kann jeder Stoffgesetz, welches
durch Hintereinanderschaltung von KELVIN-Elementen dar-
stellbar ist, beriicksichtigen. Auch SCHIFFNER wendet sein
Verfahren nur auf Kriechvorginge an. Bei jedem Zeit-
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schritt muB er iterativ ein Gleichungssystem ldsen.
BAZANT /= 3_7 schligt eine Formulierung in gewdhn-
lichen Differentialgleichungen und numerische Inte-
gration der Systemgleichungen vor und wendet seinen
Losungsweg auf Kriech- und FlieBprobleme an.

Einen v6llig anderen Weg gehen BRILLA und Mitarbei-
ter /16 7 , die die gesamten kontinuumsmechanischen
Gleichungen LAPLACE-transformieren und im Bildbereich
durch eine FEM 10sen. Die Zeitldsung erhalten sie
durch eine numerische inverse LAPLACE-Transformation.
BRILLA beschiaftigt sich mit orthotropen viskoelastischen
Platten und untersucht praxisnahe Kriechprobleue.

Finite Element Berechnungen fiir viskoelastisches Stoff-
verhalten und fiir Schwingungsvorginge sind von YAMADA
und Mitarbeiter / 32_7 und von HOLZLOHNER / 15_7 durch~
gefiihrt worden. YAMADA behandelt harmonische Balken-
schwingungen. HOLZLOHNER geht von einem Stoffgesetz in
Differentialformuiierung aus und zeigt, daB die Element-
bewegungsgleichung eine Matrizendifferentialgleichung
ist. Er berechnet transiente Schwingungen elastischer
Kdrper. Die Differentialgleichungen behandelt er mit
der LAPLACE-Transformation.

Das hier behandelte viskoelastische Problem ist in den
Ortskoordinaten ein Randwert- und in der Zeitkoordinate
ein Anfangswertproblem. Fiir Anfangswertprobleme sind '
schrittweise arbeitende Algorithmen glinstig und der
Natur der Aufgabe angepaflt. Randwertprobleme hingegen
lassen sich numerisch wmit Differenzen-, Gitterrost-,
Variations- und Finiten Element Vefahren gut behandeln.

Ortskoordinaten Zeitkoordinate
Randwertproblem | Anfangswertprob.
FEM Ubertragungsvert.

Bild 1
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In dieser Arbeit ist die Diskretisierung in den Orts-
koordinaten durch Finite Elemente gewZhlt worden

(Bild 1). Fiir ein beliebiges, lineares, viskoses Stoff-
gesetz sind die Elementgleichungen mit dem WeggroBen-
verfahren formuliert worden. Viskoses Kompressions-
verhalten ist ohne zusdtzliche Schwierigkeiten zu be-
ricksichtigen. Das Werkstoffgesetz enthilt keine ein-
schrinkenden Vereinfachungen, sondern geht wvon den
vollsténdigen Differentialbeziehungen aus. Die dann er-
haltenen globalen Bewegungsgleichungen sind gewdhnliche,
lineare Matrizendifferentialgleichungen. Kriech-,
Schwingungs- und einfache Stromungsvorginge lassen sich
berechnen. In / 21_7/ hat der Autor eine spezielle Fassung
der Methode kurz dargestellt.
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2. Linear- viskoelastisches Werkstoffgesetz

2.1.  Definition

Konstitutive Gleichungen geben im isothermen Fall
einen mathematischen Zusammenhang zwischen Spannungs-
groBen ( G ) und VerzerrungsgrdBen ( € ) an. Erfolgt
diese Verkniipfung durch eine gewdhnliche, lineare
Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten der
Form (eindimensionaler Fall) :

C+ p6 tp bt = g6 +9 g e, (1

80 wird das dadurch charaskterisierte Werkstoffverhalten
linear,viskoelastisch genannt.

Dieses Verhalten kann auch durch ein diskretes Feder -~ Dampfer -
Modell beschrieben werden, wenn fiir die Verzerrung die Ver-
schiebung und fiir die Spannung die Kraft gesetzt wird (Bild 2).
Untersuchungen zum Verhalten dieser Modelle sind an vielen
Stellen wiedergegeben. Hier soll nur auf einige verwiesen wer-

den /70,26,30/.

2.2. Dreidimensionales Stoffgesetz

Das im vorigen Kapitel definierte Stoffgesetz galt fiir eine
Spannungsgrofe und eine zugeordnete VerzerrungsgroBe. In einem
dreidimensionalen Kontinuum treten aber mehrere Spannungen
und Verzerrungen auf, so daB noch eine allgemeinere Beziehung
aufgestellt werden muB. Einige Autoren, wie z.B. ZIENKIEWICZ
[33,23/ verwenden Formulierungen, welche sich an die iiblichen
elastischen Konstanten wie Elastizititsmodul und Querdehnungs-
zahl halten. Hier wird der Weg eingeschlagen, die dreidimen-
sionalen Zustinde in den De v iatorzustand (Ge s t al t-
itnderung)undden Kugel-bzwe hydrosta-
tischen Zustand (Volumenidnderung) aufzu-
spalten. Diese Darstellung ist z.B. in [107 gewshlt worden und
soll hier kurz aufgezeigt werden. Sie erfolgt in den karte -
sischen Koordinaten x, y und 2.
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Modell Name kgr:g::\::ve Kriechfunktion Jy _J_(1_)
i (o]
9 € =Jw* G,
AAAAA H?oke- 6=,€ 1 %
Korper %
o — ° Newton- G=q1é L oo
— Fliissigkeit %
Maxwell - Lo (p,+1) q
o AMN—F—o G+p,6G=q,E 1 ul
Fliissigkeit e q Py
J ot
" o (1-e~M)
elvin- .
G=q.E €
Krper W= A=l =
q
. N LI
+p,G=q€+q.E -q—1e-kt+a-(1-e At)
3-Parameter ° Gy
Korper A=do P
q1 > p1 qo Q4

G +p16 +p26+....=q0€*q1é*q2§* .....

Ps =Q¢

Bild 2 einige linear -visko-elastische

Stoffgesetze
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Die verschiedenen Normal- und Schubspannungen in einem Kon-
tinuum (Bild 3) lassen sich als symmetrischen Spanrungsten-
sor schreiben (BOLTZMANN-Axiom). Durch die folgende

Zerlegung in Deviator-und Kugeltensor werden die Normal- urd
Schubspannungen durch eine hydrostatische Spannung und fiinf
voneinander unabhingige Deviatorspannungen dargestellt.

r Ox, S [« Sxx 6xy E.g
Oy G|l = , S + Syy Sue , (2)
S)’hl 6“?' - 3 Y)vm J#p
I e?® I
Kugeltensor Deviatortensor
§= (Gue + 655+ 64,)/7
Ixx = (265, ~ 6y —~ 653)/3 )
)
57; = (‘93.1 'fZG",), -6‘,,)/}
5:} = (‘ﬁﬁx = 6.77 +26’;e)/3
A) G,
Xx VX Ex 2 O 6y o 0 o o 0 ¢ 6,
Syy al=m, 0 o|+|0 0 5, +|lo 5 o
Cym J‘;a 2 v 0 (4] é}? 0 txa 7 0O
n
fxx o 0 o 0 Iy} ( )
+ (0] 'Sxx 0 + o "I?? 0
0 g o (/] 0 Sa:

Die ersten drei Spannungstensoren auf der rechten Seite von
(%) stellen reine Schubspannungszustinde dar ; aber auch die
beiden letzten sind reine Schubspannungszustinde, und zwar
der 4. Tensor in einem um - 45°gedrehten Koordinatensysten
in der x-, - Ebene und der letzte in der um +4¢‘ gedrehten

»-2- Ebene.

Bild 3: Volumenelement mit Spannvngen
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Wendet man z.B. auf den 4. Tensor das Transformationsgesetz
fiir Tensoren (in Matrizenschreibweise) an

S=AZA (5)

mit der Transformationsmatrix

Cos « ~Sthea 0
A = $in = Cosx O (6)
"' 0 o 1
)
so folgt fir das neue Koordinatensystem:
Yy Ay
f o Ix x (o] / \SXX
= -450° (?7)
o 4] o

Der Verzerrungstensor fiir kleine Verzerrungen mit Normal- und -
Schubverzerrungen 1aBt sich aufgrund seiner Tensoreigenschaf-
ten ebenfalls wie der Spannungstensor zerlegen.

t
gxx €xy é-xl’ e o €xx C‘)’ (xe t
vy e | = e + €, Eye (8)
o
m. €ra - € Sy €zs
Kugeltensor Deviatortensor

e = (axt6, +6,,)/3

Cxx= (2{',“ 'Eyy = E}?)/} (9)
€, = (~€xx¥26yy &4 )/3
€r2= (- €ax - 6,5+26,)/3

Bei isotopem Stoffverhalten und kleinen Verzerrungen
verursacht ein hydrostatischer Spannungszustand nur
Volumendnderungen und keine Gestaltsinderungen. Ent-
sprechend andern Deviatorspannungen nur die Gestalt
und nicht das Volumen. Es 1ld48t sich deshalb ein
linear viskoses Stoffgesetz fiir den hydrostatischen
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Zustand und eins fiir den Deviatorzustand angeben:

i g . = ) (10
hydrostatischer St g, SH..= Gy € +g, O+ .. )

Zustand
Ps =Qe (11)

2

linearer Diffe- _ od... oA. ..
rentialoperator P” = T *pu ot VAT
Deviatorzustand ° _ o,
Cp Py, Opteo = Fpy o *50, 5 He (12)
heo =G (13)

Die in den konstitutiven Beziehungen (11) und (13) benutzten
linearen Differentialoperatoren reduzieren sich im rein
elastischen Fall auf die Konstanten:

PH = Pn = 4
Q, =26 (14)
Qo = 3K

Mit dem Gleitmodul G und dem Kompressionsmodul K . Diese sind

mit den gelidufigeren elastischen Konstanten E (Elastizitits-
wodul) und ¥ (Querdehnungszahl) folgendermafen verkniipft:

_ _ £
2:G = v

- £
K= T

e3P Rechenregeln fiir das Rechnen mit Operatoren

Ein linearer Ausdruck der Form ()
o X + y,)z +9&4\."+. .- PaX

kann auch durch die Operatorschreibweise
(Linearer Differentialoperator ist dick geschrieben!)

QX = (70"'715%:*7.Lj~f::+~ <. ?"—3{7”)/\'
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ersetzt werden. Formal kann die Operation@x wie eine Multi-
plikation ausgefiihrt werden. Durch Einsetzen lassen sich di-
rekt die nachfolgenden Regeln auf ihre Richtigkeit iberprii-
fen:

Linearitat: x @ x +ﬂpx =(=Q +/3P)x
Kommutativitét: Q(Px) :(QP))( =(PQ)x

Assoziativitdt: Q (PR)X = (Q P)R X
Distributivitat: @ (P+ R)x= @Px + QRx

Man kann also wmit den Operatoren wie gewohnt mit Zahlen rech-
nen; allerdings ist eine Division nicht definiert!

Ebenso sind diese Operatoren als Matrizenelemente
zuldssig. Fiir diese Operatormatrizen gelten dann die Re -
chenregeln der linearen Algebra bei denen keine Divisionen
auftreten, also Matrizenaddition,- subtraktion und -multi-
plikation.

2.4, Kriech- und Relo~vationsfunktionen

Anstelle der Differentialdarstellung des linear-viskosen
Stoffgesetzes (1) wird auch oft das Stoffverhalten durch
Kriech- bzw Relsaxationsfunktionen angegeben. Diese Funk-
tionen sind die Losungen der Gleichung (1) fiir gewisse Be-
dingungen. Die Kriechfunktion ‘7&) ist definiert als der
zeitliche Verlauf der Verzerrungen infolge eines Einheits-
sprunges der Spannung, und die Relaxationsfunktion Y¢)
gibt den zeitlichen Spannungsverlauf infolge eines Ein -
heitssprungs der Verzerrung an.

A Oo
ﬂ'
€= Ty o QV
: -t
4€o
-t

e = Yoy 6 i%\
—
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Mittels des DUHAMEL-Integrals kann nun fiir beliebigen vor-
gegebenen Spannungsverlauf 6y, mit der Kriechfunktion Jy
der Verzerrungsverlauf bestimmt werden.

¢ oA 6

€ter = oy Ty t f7((-r) " dr o v

Ebenso 1aBt sich fir eineﬁ gegebenen Verzerrungsverlauf &
mit der Relaxationsfunktion Y, der zugehdrige Spannungs-
verlauf berechnen.

o
Liegt ein allgemeineres Problem vor, bei dem nicht direkt
der Spannungs- bzw. Verzerrungsverlauf gegeben ist, so ist
der Gebrauch der vollstindigen Differentialbeziehung (1 )
vorzuziehen, weil in ihr Jja die volle Information iiber das
Stoffverhalten steckt. AuBerdem ist auch aus numerischer
Sicht ein Arbeiten mit Differentialbeziehungen gegeniiber
Integralbeziehungen vorteilhafter, da die meisten Losungs-
algorithmen fast immer von Differentialformulierungen aus-
gehen (z.B. RUNGE-KUTTA-Verfahren).

In Bild 2 sind fiir einige Werkstoffmodelle die Kriechfunk-
tionen :bﬁ angegeben. Sie lassen sich analytisch leicht
mit der LAPLACE-Transformation berechnen.

6y = .0 Y +ftY LE o
t) — Cco) 08 (¢-7) > -
[

3. Finite Elemente Methode (FEM)

Zur Berechnung eines Kontinuums nach der FEM wird dieses
in Teile endlicher GroBe - sogenannte finite Elemente -
zerlegt. In diesen Elementen werden die Differentialglei-
chungen des zu lésenden Problems niherungsweise durch An-
satzfunktionen geldst. AnschlieBend werden diese Element-
l6sungen unter Beachtung gewisser physikalischer Bedingun-
gen zu einem Systemglelchungssystem zusammengesetzt. Es
verbleibt dann noch die Losung dieser Systemgleichungen
-oder auch Bewegungsgleichungen genannt. Werden die Ansatz-
funktionen fiir VerschiebungsgroBen gewdhlt, so ist es mog-
lich, im Element die geometrische Kompatibilitaét zu er-
fiillen, das Gleichgewicht aber nur niherungsweise (kompa-
tibles Modell).
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Im umgekehrten Fall, bel Ansatzfunktionen fiir Spannungen,
kann das Gleichgewicht, aber nicht iiberall die geometrische
Kompatibilitdt erreicht werden (Gleichgewichtsmodell).

In dieser Arbeit wird nicht auf simtliche Details von Fi-
niten Element Methoden eingegangen, sondern es sei aus der
Vielzahl der einfiihrenden Literatur nur / 4,17,31/ genannt.
Hier wird das WeggroBenverfahren ( displacement - me-

thod) zur Formulierung benutzt. Die weiter unten stehende
Ableitung einer FEM fiir linear-viskoses Werkstoffverhalten
erfolgt zuerst fiir das dreidimensionale isotrope Kontinuum
fiir kleine Verzerrungen. Spdater folgen dann noch der ebene
Verzerrungs- und ebene Spannungszustand.

Un die Darstellung nicht unnotig zu komplizieren wird als
Beispiel ein einfaches Kontinuumselement, das CSTh (con-
stant strain tetrahedron) fiir die Ableitung gewdhlt. Es
approximiert die Verschiebungen linear im Element. Grund-
sdtzlich kann natiirlich auch Jedes andere Element genommen
werden. Das CSTh ist kompatibel, d.h. an der Grenzfldche
zwischen zwei Elementen ist ein stetiger Ubergang der Ver-
schiebungen gewzhrleistet.

2.1 Das dreidimensionale Kontinuum

2.,1.1. Allgemeiner Fall

Die drei Verschiebungen in Richtung der Koordinatenachsen
x,y, 2 s8ind als Vektor « aufgelistet. Fiir einen linearen
Verschiebungsansatz in allen drei Richtungen lassen sich
diese mit der Matrix_éu der Ansatzfunktionen und dem
Spaltenvektor 4 der noch zu bestimmenden Parameter berechnen.

q

u = .
= (a2t é“t’x.r,n L

-~

u,
7 7 X 8 0000 9000 . (“5)
v = |0 0 0 o 71(7? 00009 ’
w 0o 00 00007Xy?

-

uu




x y
Bild 4: Tetraederelement CSTh

Wird (15) nacheinander fiir die vier Eckpunkte des Elements
- die Enoten - angewandt, sc gelangt man zu einer Matrizen-
gleichung fiir den Bpaltenvektor v der Knotenpunktsverschie-
bungen:

e @ # i
Y ® ¥ "

'ui 7 XNy ¥ -l'g-'l I J#
7§ 7 F ' :
i X2 Mt Ie) | o

u’ ? .’* _Iq. FJ I' =0 i -
Uy A B B R .
Vs 7 Xy X Ir1l:’. {1E"}
I VT axy by o .
R 1) I (ORI (G T

by | T Xy 7 P,

-— ! i

W, .~ VI X g 6 a
™ | ' T Xy yy 8| | Uy

Aufgeldst nach £ und eingesetzt in (15):

—

-
Lewy, 3,6) = f“fx.r,!? g "y T furqxug “Yery  (17)

G=g"

Glejichung (17) gibt don Zusswmenhang zwischen den Knoten-
verschicbungon ¥ und den Verschiebungen im Elementinnern
fiir den gewihlten Angatz an. Lus den Verschiebungen kinnen
die Verserrungen durch die nachfolgende bekannte Be-
ziehunpg errechnet werden:

Ex}r . g {H*Hy 7 f;'!";--'.--"l.]I (18)
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Diese Gleichung lautet in Matrizenschreibweise:

£ =D

- (X,y, ?' f‘) —_ g (x'»}lt)
7 J 79
Exy 2oy 2w ©
£ o 22 19 (19)
e 29 272 2
7 2 23 U
Cex | _ 1,95? 9 Za|.|v
Exx x 90 o w
Sry 0 > 2
3 0 o X
F ¥ 22
Mit Riicksicht auf das Werkstoffgesetz von Kapitel 2.2.
wird auch noch ein zweiter Spaltenvektor der Verzerrun-
gen definiert (siehe (9) ):
é.x,y
39 &
E = || = | 72 (20)
_[XIYI*lf) e
xx
Eer
e e

Dieser Spaltenvektor enthalt die fiinf unabhingigen Devia-
torzustinde £ p und die Volumenénderung € . Zwischen
den beiden Verzerrungsvektoren £ und _2:' besteht der lineare
Zusammenhang:

3 0oog 0o o o
05000 0 ~ Ne
E —_ T loo3 o o "~5‘:Y€ (21)
- 3 00 02 -7 -7 = -
000-7 -7 2
o090 7 7 2
49 9290 0 o 0
~ 0?7 o 2 © o
€ = po1 o o o, f= (22)
- oo o 7 0 7 =
oovo-1 -7 7
o 0 o0 0 1 7
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Mit (17), (21) und (19) kdnnen die Verzerrungen £ im Ele-
ment durch die Enotenverschiebungen ¥ ausgedriickt werden:

Mit
ocofo0!o0foo 0000
2 3 Ooo%'ooog-olofo
= —|0 00 f'0vo00 02 o0
b’“(x,y,a)—g.?“u,y,n_ 0700.0000'0000 (24)
0 000,007010000
06000,000p'0007
folgt dann schlieBlich:
éfr,y, 3¢/ = l/ -t/“(x,y,i) Q Yee (25)
Auch hier sind die Verzerrungen - wie vorher schon die
Verschiebungen - im Element durch die Knotenverschiebun-
gen ausgedriickt.
Das linear viskose Werkstoffverhalten wird durch die
Differentialoperatorbeziehung (11) und (13) ausgedriickt.
Vorher muB aber noch der Spaltenvektor der Spannungen
definiert werden. Analog zu den Verzerrungsvektoren sind
die Spannungsvektoren definiert:
€y Gy
~ Cye -1 | % -1 | %
G‘:F;g:Y'G}x :Y' (26)
- Cxx - Sux i
Syry S >
Cer S
~
§ =71¢ (27

In diesem Fall (dreidimensionales Kontinuum) ist die line-
are Transformation zwischen den beiden Verzerrungsvekto-
ren € und € und den Spannungsvektoren & und & durch die-
selbe reguldre Matrix _Y gegeben.

¥ Obwohl die Koeffizienten von H, hier konstant sind, wird
weiter Hu“’y 2 geschrieben, weil filir andere Ansatzfunlic-
- *isman Aisae Matrix von den Ortskoordinaten abhingen kann:
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Die zugeordneten GréB8en in den Spannungs- und Verzerrungs-
vektoren sind in derselben Reihenfolge angeordnet. Die
kXonstitutiven Gesetze lauten nun:

e’ ety = Q €0 cx,x,8 ¢ (28)
P, s.. o = Qu e (29)
Oder in Matrlxdarstéliu?n{é. Cxx4,¢) |
s ! [ 1
;.-1-' Po : 0 gﬂ I ' 0 I3
..... o] |- = |-- - AR I (30)
9 ; P,, S o ! Q,, €

Nach einer Multiplikation der oberen Matrizenzeile mit dem
Operator P" und der unteren Zeile mit P, wird aus (30):

PBP Sayee) = Qs Q, b, Eyen T Qu Qulo tryee (3D

Q,= déag [71117170) ; Q.= diagloooo01] (32)
Mit (25) 1dBt sich dann auch im Element eine Beziehung
(hier lineare Matrizendifferentialgleichung) zwischen den
Knotenverschiebungen vV und den Spannungen & herleiten:

P P (x BAS {)" Q Y H u,ya)g QDP“ -th)+ erﬂu(,.»ug' QMPD!(H (33)
Von den drei Grundgleichungen der Kontinuumsmechanik,
nimlich ‘

der kinematischen Beziehungen zwischen
Verschiebungen und Verserruncen,
dem Zusammenhang zwischen den Spannungen und
Verzerrungen (konstitutives Gesetz)
und der dynamischen Vertriglichkeit (Gleichgewicht)
fehlt noch die letztere in den hergeleiteten Gleichungen.
Anstelle dieser Gleichgewichtsbedingungen wird hier ein
Prinzip , udzwardas Prinzip der
virtuellen Arbeiten, angewandt. Die
virtuellen Arbeiten kdnnen berechnet werden, indem den
Spannungszustand ein virtueller Verschiebungszustand iiber-
lagert wird. Berechnet man mit diesem Spannungszustand und
dem virtuellen Verschiebungszustand die duBere’ virtuelle
Arbeit der Knotenkréfte, der Volumenkréfte, der Oberfla-
chenkrafte und der DE'ALEMBERT'schen Tragheitskrafte
und die innere virtuelle Arbeit der inneren Spannungen;
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so ist die Forderung,dall diese beiden wvirtuellen Arbeiten
gleich sind, dquivalent mit dem Gleichgewicht des Elements.

Die zulassigen virtuellen Verschiebungen miissen den kine-
matischen Bedingungen im Inneren und an den Grenzen des
Elements geniigen. Die Ansatzfunktionen erfiillen diese
Forderungen und werden deshal an dieser Stelle gewzdhlt. Im
folgenden sind virtuelle GréBen durch einen Stern gekenn-
zeichnet. Die "HuBere" virtuelle Arbeit der Knotenkréfte,

der Volumenkrdfte, der Oberflachenkrédfte und der DE'ALEM-
BERT'SCHEN Triagheitskrifte betriagt dann: (34)

’
® » T * ©o

= +Jju . V+ - AV

W“‘ ) ¥ 3&) v =l .P ¥ Mm,ﬂd 0-_{9 Gy, a)f"' ®,%2¢) A7 Vf‘q‘w ?)-l‘-‘(v.n 2%, v, 2,¢)

Im Spaltenvektor 4 sind die Knotenkridfte in entsprechen-
der Reihenfolge wie die Knotenverschiebung'™ im Spaltenvel-
tor v aufgelistet. p, und p, sind Spaltenvektoren, in de-
nen die Volumenkrifte und die Oberflichenkrifte (der freien
Oberflichen) in x, y und &2 Richtung angegeben sind.

Die viri:uelle Arbeit der inneren Krdfte des Elementes be-
trégt’
= 3 X’ G v (35)
(*’ f “toyiy zx,w;‘[
mit der Diagonalmatrix

X = diag Tz 2 2 21 1] (36)

Durch Gleichsetzen der beiden virtuellen Arbeiten folgt
die Bewegungsgleichung des Elements.
SN ¥ el (3
W aw 14/”,) 7
Mit den Beziehungen fiir die

»

* O v (38)

virtuelle Ver- =
< ny el éa ry, 2) =

schiebung:

-

Beschleunigung: u ,{x,»g't) = _¢¢¢ (2,52 g _lf(“ (39)
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n, RN »
virtuelle Ver- ﬁu'”l,) = Harrrs G v (40)
zerrung:

~ _ -7
Spannung Efx,m,ﬁ— Z §},,,,,, ¢ t)

und (34) bis (37) folgt:
r r r r{ ,r
-y‘ '(‘-(a +—6V£-¢“mm)f”mm)°ly f-ao‘,[-;-z"‘(ﬂm‘) ._P" A0

(x%2)

- T T () (41)
-G I}fftnxe)g“ (xy,2) La ey d) OlVg Y(fl

-7
- _C_;"T}fﬁu'am”[f Sty 2 t) OIV) =T 0
Die virtuellen Verschiebungen im Vektor L’* sind beliebig,
so daB die Klammer der linken Seite von (#1) fiir sich den
Wert Null haben muB. Der virtuelle Verschiebungsvektor
kann also weggelassen werden. Mit den Bezeichnungen

r T
3vee) = G Vfgu xy, e)’_/’v,,,y','ﬁ dV (Volumenkraftvektor)

Seer= G B, 0 r "
20 (¢) 7 o[ 9««. oy, ) " Prey, 2 t) d (Oberflachenkraftvektor)
M =6 r[fu,y,e) O ey Pucnyry AV G (Massenmatrix)

u.nd_Anwendung des Differentialoperators Pn 8, auf die
Gleichung (41) ergibt sich:

(42)
Py _ r r -7
8 '?, (iw vt ‘M.Vm) - gvfé/“m?,drf fg’;o gfx.ga,u‘IV
Wird nun noch die konstitutive Gleichung (33) eingesetzt
und werden die Abkiirzungen:
§ 000 o o
Y 2 ¢ 60 0 ?: o
- - — o ]
E‘I -.{I Q‘IY - 3 2 ~7 =7 (43)
Sy'.. 2 "'1
2
o 0 0o 0 O o
-? 7 0 o 0 0 0
,=XY QY =~ 0 0 0 o (44)
- - 3
7 7 4
Sym 1 2
1
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verwandt, so 1ldBt sich (42) schreiben: |
K’”() = K«O.P,,!m + K. Qub v (43)

Elementbewegungsgleichung:

M Po Bt Z{) +K,Qs Pn Yt .Kz Q@ 8) Yer = Po 7 N (?(U*Z’r(u"é'«'m)

(46)
GT/[ @ (x,y, &) E Huu.yi)OlVG 7)
5 Qpl‘_a (ry,2) =2 ;’Ia (2} O(V-g (48)
Die Elementbewegungsgleichung (46) ist die allgemeine
Bewegungsgleichung fiir linear-viskoses Stoffverhalten bei
kleinen Verzerrungen. Im bekannten rein elastischen Fall
reduziert sich diese zu:
M l.;(u * K Yeor = deer t 3vee t decw (49)

K=K, Q +*K.Qu=K2G+K 3K  (50)

Die Elementbewegungsgleichung (46) ist eine lineare Ma-
trizendifferentialgleichung nit konstanten Koeffizienten-
matrizen.

Da die verwendeten Differentialoperatoren alle linear sind,
kann (46) auch wie folgt geschrieben werden:

< <) (<)
Z Ai Y Z ai (3 3vee)t300t)) (51)
€1=0
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Fir ein spezielles Werkstoffgesetz soll dieses hier vor-
gefihrt werden.

Werkstoff: Volumendehnung elastisch, also ein "HOOKE-Kgrper"
MW~ 1-5 = 3K-€

Schubverhalten nach einer "MAXWELL-Fliissigkeit"

MWW~ 75, +p6, = q,6,
Differentialoperatoren:

— - A...
PD—’/"'P?:%T 5 Qo= 9 TF
PbP”=4 (//"'P, ) 7+P1 :3{
Qh=19de = ade oD

Qy B, = 3K-(1+p, %)= 3K+3Kp,°‘

Mit diesen expliziten Differentialoperatoren wird aus (46)

M(4+P1:((£ )V(H"'K 71 Vlu K [K'f-?/fp,:(({ )V“)

= (4"‘}’7 }(510*'5&/({) _NU)

,D,ﬁf;(u + /‘_72;{) * (94 K, +3Kp, Kz,)l;w + 3K Ky v

— © (-] (-]
— 3w tSwtdest P (30 * Sviertsocn) (53)
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Mit  A,= 3KK, | ag= 7
A, =9, K, +3Kp, K, @9 = Py
A= M
As=p M

138t sich (53) dann in Gestalt der Matrizendifferential-
gleichung (51) darstellen.

Die Matrix Ao ist die Steifigkeitsmatrix, A, die viskose
Dimpfungsmatrix und A, die Massemmatrix. Fir A; ist dem
Verfasser keine spezielle Bezeichnung bekannt.

In diesem Kapitel wurde die allgemeine Bewegungsgleichung
eines Finiten Elements fiir ein isotropes, linear-viskoses
Stoffgesetz und kleine Verzerrungen hergeleitet. Bei die-
ser Herleitung wurde ein besonderes Gewicht auf eine iiber-
sichtliche und formalisierbare Darstellung der Gleichungen
gelegt. Mit der Bewegungsgleichung in der Formulierung als
Matrizendifferentialgleichung 148t sich - wie spater noch
gezeigt werden wird - durch leicht programmierbare Algo-
rithmen die Systemgleichung eines gesamten Tragwerks auf-
stellen. Auch diese Systemgleichungen sind lineare Matri-
zendifferentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten-
matrizen.

Ist der Werkstoff , inkompressibel, so wird dieses
hiufig bel Berechnungen dadurch ndherungsweise beriicksich-
tigt, daB der Kompressionsmodul sehr hoch angesetzt wird.
Also

Ry = Const >>Koeffizienten von Qp

Po=7
Dann 148t sich das Problem - natiirlich nur angenghert - mit
den zuvor angegebenen Beziehungen losen.

Im folgenden Kapitel wird ein Weg aufgezeigt, welcher die-
sen EinfluB exakt beriicksichtigt. Dieser Weg lehnt sich an
die Darstellung / 7/ an.



- 32 =

In dieser ist fiir ein viskoelastisches Stoffgesetz (De-
viatorzustand) und kompressibles Verhalten eine FEM-
Formulierung angegeben. Allerdings ist in der dorti-
gen Darstellung die konstitutive Beziehung mit der
Relaxationsfunktion und dem DUHAMEL-Integral ange--
setzt worden, und eine gendherte, inkrementelle For-
mulierung fiir einen kurzen Zeitschritt verwandt. Im
Gegensatz zu dieser Vorgehensweise wird hier das Stoff-
gesetz durch Differentialoperatoren angesetzt, also
keine Vereinfachungen beziiglich des Stoffgesetzes in
die Gleichungen eingefiihrt.

2.1.2. Inkompressibles Stoffverhalten

Anstelle des Stoffgesetzes (29) fiir den hydrostatischen
Zustand tritt bei inkoumpressiblem Stoffverhalten die so-
genannte Inkompressibilitédtsbedingung.

2
je = gﬁ'ﬁ

Oder in Matrizendifferentialdarstellung mit (19)
-1 2 J D) T
d =13 sl=e’D

0%
und (17)
d ﬂ(x,);E,H =0
Qr__a(x.y,n G v = 0
_;_'ucx,y,n G v = 0
x Pucxyey =10700 0070 00 07]
el =|looo 11 1]

(54)

(55)

(56)
(57

(58)

Mit (20), (21), (32) und (54) gilt fiir die Verzerrungsvek-

toren:

£

€ =
=(x,5 2,0

&

e —(X,)’l’,ll)

=&Y £

¥« sieche FuBnote auf Seite 25 .

(59)
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Und fiir den umgekehrten Zusammenhang:

3

(x,,\;é,f) -

- = g(xo;?,f)

Flir die Spannungsvektoren gelten die Beziehungen:

g(x,y,e,f) = Y g(x,);e'f)
und nit (32)
~ -7 -’ E'D - -1
=1 |--~7 G = & +
2oy, 88 I_ LA Y Y (Q1 +gz) © _Y_ 91 ~0gy,48) € S(“'M":‘H

Als Stoffgesetz gilt hier nur ein Gesetz fiir den Devia-
torzustand (28). Dieses kann auch geschrieben werden:

0. P,

&

A)

&

= Q,

Q, % Sexyah Q, Qp € =00 2,¢)

Mit den hergeleiteten Beziehungen und dem Pr inz i p
der virtuellen Arbeiten folgt:

innere virtuelle Arbeit:

m—fg X & AV

=toy2) — —%e¢)

V“'(l‘) : GfHu(x,y}) — (- Q 1= (x, ,gf)+es(ry,e{))o{ V

duBere virtuelle Arbeit:

(inklusive Volume-* , Oberflichen- und Trigheitsréfte)

WQ(H= A (é(t) 3y t ey — M V(t)}

(60)

(61)

(62)

(63)

(e4)

(65)

(66)



Nach Gleichsetzen der virtuellen duBleren und inneren Ar-
heiten und Eliminieren der virtuellen Knotenverschie-
bungen lautet die Gleichung:

Gf“m))((‘/(;)& tes,

) x,»e‘,ﬁ) AV'= 30 t 3u)t 30y -MVy) 1 (67)

Wird (67) mit dem Differentialoperator P, nultipli-
ziert, so kann das noch fehlende Stoffgesetz (64) in
die Gleichung eingebaut werden.

_Grf.’%/'bzw,ux(r Q’Qbfmm’,ﬁ +§Pb§;/(m;é,t))°[V:
14

} (68)
8) '(:’.w 3,00t 3000~ MVi)

Mit (25) ergibt sich dann
G f Hery XY QY He 0 AV G Qo v, +
T r - .e
Q T{ﬂm,,,,,ff_? &Smxwd V= & (100 * 3 et 3000y~ M/
Die Abkiirzungen (43)

E,=XY QY
und (47)

=grf//Q E Hm(xy?)o(V&

v
konnen auch hier verwandt werden. Nun folgt aus

(57) :
/—VIF;V({).’.K @0VI£J+G ﬂa

oy2) =

EAVILY tzg»;{)dV:pb(i(”*!ym*i-'r(r)) (69)
Die Bewegungsgleichung (69) des Elementes und die Inkom-
pressibilitdtsbedingung (56) wmiissen fiir jedes Element er-
fillt sein. Storend fiir den Aufbau von Systemgleichungen

ist das Vorhandensein der hydrostatischen Spannung $ in

(69). Wenn fiir diesen Spannungsverlauf ein Ansatz fiir das
Element gemacht wird, so kann mit den dann erhaltenen Glei-
chungen weitergearbeitet werden.
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Es ist also ein Ansatz in den Ortskoordinatenx,) und &
fiir die Verschiebungen (15) und ein weiterer fiir den
Verlauf der hydrostatischen Spannung S (2 ¢ im
Element erforderlich. Finite Elemente dieser Art werden
allgemein als hybride Elemente (hybrid model) bezeichnet.
An dieser Stelle soll nur mit dem einfachsten Ansatz,
ndmlich mit ortskonstanter hydrostatischer Spannung im
Element weitergearbeitet werden. Dann wird aus (69) :

Bewegungsgleichung:

MPD _[’:n +K, Qv + a Pn Sewy = HD (300 +3vee) ”“_’rm) (70)

e = _G,rf_/la (%2 oLV e
‘ 1 4

Die Inkompressibilitétsbedingung (56) 1l#Bt sich nach einer
Integration iiber das Elementvolumen auch mit (71) schrei-
ben:

37‘. _V(ﬂ =0 (72)

FaBt man die Unbekannten des Elements - die Knotenver-
schiebung V) und die hydrostatische Spannung S$4, -
zu einem Vektor zusammen, s0 lautet die Elementgleichung
fir inkompressibles Stoffverhalten:

3tivtie

(73)

0
)

Diese Matrizendifferentialgleichung des Elementes kann
wie auch die allgemeine Elementbewegungsgleichung (46)
eines kompressiblen Stoffes mit demselben iibersichtlichen
Formalismus zum Aufbau der Gesamtsystemgleichung ver-
wandt werden. Die hydrostatische Spannung ist hier ein
Freiheitsgrad des Elementes.
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3.2 Ableitung wit dem "Korrespondenzprinzip"

In der einschligigen Fachliteratur iiber linear, vis-
koelastisches Stoffverhalten ist das Kor re s -
pondenzprinzip weit verbreitet /10,227.

FLUGGE formuliert dieses Prinzip folgendermafBen:

"Wenn die Losung eines elastischen Problems bekannt
ist, dann kann die LAPLACE-Transformierte der Losung
des korrespondierenden viskoelastischen Problems ge-
funden werden, indem die elastischen Konstanten K und (¢
durch die entsprechenden Quotienten der Operatorpoly-
nome und die aktuelle Belastung durch ihre LAPLACE-
Transformierte ersetzt werden".

READ /25 /gibt eine Formulierung an, die die FOURIER-
Transformation benutzt. Das Prinzip 1aBt sich aber auch
ohne Integraltransformationen anwenden, dann sind an-
stelle der elastischen Konstanten K und & (Kompres-
sions- und Gleitmodul) die zugeordneten Differential-
operatorformulierungen (11,13)

_, Qu (74)
K=y
26 — G2 - (75)

Fo

zu benutzen.

Fir Differentialoperatoren ist keine Division definiert.
Man kann aber formal mit den Beziehungen (74) und (75)
rechnen, wenn man zum SchluBl Gleichungen erhilt, in de-
nen keine Differentialoperatoren im Nenner stehen, d.h.
durch Multiplikation mit den im Nenner stehenden Diffe-~
rentialoperatoren werden diese “gekiirzt".

Haufig sind in der einschligigen Literatur der elastischen
Kontinuumsmechanik die Probleme aber in den Konstanten E
(Elastizititsmodul) und » (Querdehnung) definiert. Mit
den bekannten Umrechnungen :

_ E
G T 2(7+9)
K = —L

3(1-2v)



ist immer eine Unformulierung auf den Kompressionsmodul

-3 -

_ 9KQG

£ =3K1G
) — 1. 3K-28
Z 3K tQ

K und den Gleitmodul G mdglich.

Fir das dreidimensionale Kontinuum lautet das konstitu-

tive Gesetz (elastisch, isotrop)

5
I

3%
Cre

¥

7-2v
7-V

_ E(1-29)
(#9127

(o}
2-29

7-v

Sym.

1}
i .
<
N\Nocco¢ o

7-v

Qilge S o

0
4
)
77

-V
1

LY

KX

é.x’y
Exe
Eex
Exx
Ery
&

Mit den Beziehungen (76) folgt nach einigen Zwischen-

rechnungen das konstitutive elastische Gesetz mit A und

G-

19¢
]

Wird auf diese Gleichung das Korrespondenzprinzip fir die

1700 0 o o

7 o (o] 0 0

7 0 o ¢

2G zZ _2 _12
3 ? 3

: 7

Sym 3 3

z

?

+ K

Qo
O oo

.Y)!m

N Q ©90

AN N o Q°
N\ WO oo

1

Differentialoperatordarstellung angewandt - also
Qu

ersetzt - und anschlieBend mit dem Operator'lzf% multi-

JA  durch
und
2 (G durch

pliziert, so folgt:

Fu

Qo
P

BP&=xX"(EQP +EQB) ¢

¢

¢

(76)

(77)

(78)

(79)
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Die Matrizen £, und £, sind in (43) und (44) angegeben.
Die innere virtuelle Arbeit eines Elements ist dann
nach (35)

M*(f) =y QTVf’i/u (x,»e)x dV. (80)

— x5 2,t)
(80) ist nun mit den Differentialoperatoren ’,’,’,’, zu
multiplizieren, und das Stoffgesetz (79) ist einzusetzen.

Mit (47) und (48) erhilt man:

6’?] W‘-:“ zl’*"(K, abPlll’m "'Kz Qllﬂ)l’a)) (81)

Diese Beziehung ist aber - bis auf die dort schon eli-
minierte virtuelle Verschiebung V - mit der rechten
Seite von (45) identisch, so daB hier gezeigt ist, daB
das Korrespondenzprinzip zu gleichen finiten Elementbe-
ziehungen fiihrt, wie die direkte Verwendung der Diffe-
rentialoperatoren. In vielen Fallen ist die Verwendung
des Korrespondenzprinzips sinnvoll, weil die elastischen
Losungen meist aus der Literatur bekannt sind.

3.3, Ebener Verzerrungszustand

2.%3:.1, Allgemeiner Fall

Ist in einem Kontinuum die Verschiebung in einer Koordina-
tenrichtung an jeder Stelle identisch Null und &ndern sich
die restlichen Verschiebungen in dieser Richtung nicht, so
verschwinden einige Verzerrungs- und Spannungsgrdofen. Ohne
Beschrinkung der Allgemeinheit soll hier die Verschiebung
W in z-Richtung Null sein:

Gio = Gx= €y = 0 (82)

Bei isotropem Stoffverhalten gilt ebenfalls:

6= 65, = 0 (83)
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Soll ein ebener Verzerrungszustand mit der Finiten Element
Methode gelost werden, so konnte grundsatzlich von den in
Kapitel 3.1. beschriebenen Formeln fiir das dreidimensionale
Kontinuum ausgegangen werden. Einfacher und okonomischer
ist es allerdings einen dhnlichen Formelapparat wie dort
abzuleiten, der aber schon die Gleichungen (82) und (83)
enthdlt. Die GroBen, die ohnehin immer Null sind, konnen
gleich weggelassen werden. Dadurch reduziert sich die GroBe
der Matrizen und Vektoren, die an dieser Stelle angegeben
werden sollen. Die Ableitung ist schematisch die gleiche,
wie beim dreidimensionalen Kontinuum. Fir die Jjetzt bend-
tigten Matrizen und Vektoren sind deshalb dieselben Be-
zeichnungen wie vorher gewdhlt worden! Als Elementbe -
ziehung wird auch hier das einfachste Element, das CST (con-
stant strain triangle), gewdhlt. Es ist kinematisch kompa-
tibel. Die Verzerrungen werden im Element konstant appro-
ximiert. Der Verschiebungsansatz ist linear.

y
Bild 5: Dreieckselement
% CST
.
Verschiebungsvektor: Yoyo= |uw vl (e#)
X 0
Ansatzfunktionsmatrix: G ¢ ay) = 7 ; 3 0 (85)
- 00 Xy




Parametervektor: & = [&,.. . . &l
95 — z&fx“xu
= .9 @ (X,%)
?u (xhy;)
-7
_G =
22 12
2 3} Z ox
Differentialoperatormatrix: D =| % 0
(Zusammenhang zwischen Ver- 0 99;
schiebungen und Verzerrungen) 0 o
» 0oo0Z o
l) ¢ =H —lo70 o
& Thixy) ~ulxy) Tlopo o
0 00 0
Transformationsmatrizen:
3 00 , |7 000
Y=2lo 2-1-7 . —lo 72 0 7
- 3o -7-72 ’ - 0 -7-717
o 1714 0 0o 71
Diagonalmatrizen:

X = diag [2 77 1]
a(:'ag [7 1 7 OJ

1
)
I

@, = diag [0 0 0 1]

QO O Q ¥y
[« JRCEN S B

(86)

(87)

(88)

(89)

(90)

(91

(92)

% siehe Seite 25 .
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Knotenverschiebungsvektor:

Knotenkraftvektoren:

Verzerrungsvektoren:

Spannungsvektoren:

Elementgleichungen:

Verschiebung:

Verzerrungen:
€ oy t)

g((,y/f) =

T .
Y= lu, v, u, v, 4, 4|

i .
3w = '4‘1 4’1 Ixy 372 ‘S'!$YJI

T r r
Sw=G Vf ?«u.,o “Pvtnye) AV

r Ty T
doy=G I[ % (oy) Po e dV

~T

_6:((/”{): l €xy Exx €y ol

§zx,m) = | &, eccbrie]
&

£t |5

EC;.»H = IGRy Exx byy 6‘n|

r ,
€ oty =190 S 15 |

S

S

g'(xl)’: ¢)

f““f;)’) _C_; _‘_/(é

)

_Y Q" .€(x,y,f}

~ : -7
Eont) = QY €ppe

~

€yt =

Spannungen:

Cex,y, 1)

g(x,y,f)

@gu,»f) = H, ) G Viey

-

= ,Y S eyt

-1
- I g(x,y,f)

(93)

(o4)

(95)

(96)

(97)
(98)
(99)
(.100)
(101)

(102)
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Konstitutives Gesetz: Fp 6, = Qp &, (103)
B,s = @e (104)
_ G| _
Po Pu Stant) ™ P PII 2= Qs Qp Py ey +gz0,,&{"'w

(105)

virtuelle innere Arbeit:

b4

*x _ n~ M ~r

Wi ) Vfgcx,y) L\/vgfx,r,t) oAV (106)

virtuelle #duBere Arbeit:

» — QT . T T [
Wo'y = Yoo (3¢ tye) T~ 0 pﬁcv,y)?a ooy fa(,,y, dVG vy, ) (407)
Prinzip der virtuellen Arbeit:

» R
We'ey = Wa'iy (408)
Bewegungsgleichung des Elements:

M Pa Pu Vot Kq Q»pn Yen) +_/_(z QIIPQ ) 753, :’; ’;I (5(1)*§V(4)*§vc¢;)

Massenmatrix: (109)
* T T
M=G f’mw ;ﬁa (A;y)_¢a Coy) AV G (110)
V
Steifigkeitsmatrizen: r

.}.(.1 = g _p-/;é/“(x,y) é.}./“(!,y)O(Vg (111)
Kl - .G I!.é/“(x,y)_é.z f/lt Cx,y) O[yg (112)

6§ 0 00 Y / 0009

- 4 - . - - _ y

E=xY QY0 =792%728 ;7 E.=XY QY0 =5|0775 (113)

o-7-70 o472

3.3%.2, Inkompressibles Stoffverhalten

Wie auch schon im vorigen Kapitel wird hier fiir den ebe-
nen Verzerrungszustand nur eine kurze Formelauflistung
wiedergegeben. Die srundsatzliche Ableitung ist wie in
Kapitel 3.1.2.
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Die hier benutzten Matrizen sind im vorigen Kapitel
groBtenteils definiert worden. Es werden noch die Vek-
toren

e" =)o 71 1] (114)
ro _ - T
é“(t,yr_loq 000 4|— € ucxy) (115)
T r
a = Q fé_a[:,y)'dV (116)
bendtigt. 4
Elementgleichung:
® 0
Mio Vv K,'o v 0 'a
:—-'—P . .z —+—'—P—V:P 1+ tio
- - - o - - e b - -—— - - - e -
o 'o s 0 o sl |20 2]s] °] o (147)
163 ) ) @)
2.4, Ebener Spannungszustand
Treten in einem Kontinuum nur Spannungen in einer Ebene
auf, so spricht man von einem ebenen Spannungszustand.
Es lassen sich auch in diesem Fall gewisse Vereinfachun-
gen - dhnlich wie beim ebenen Verzerrungszustand - ge-
geniiber der dreidimensionalen Losung einfiithren. Liegt
der ebene Spannungszustand in der x-y-Ebene eines kar-
tesischen Koordinatensystem, so gilt:
6‘?? = b:? = G;'?: (‘i‘i8)
und bei isotropem Stoffverhalten:
e = 6,20 (119)

Auch an dieser Stelle werden die Matrizen und Vektoren
fiir die FEM nur kurz in der Art einer Formelsammlung
wiedergegeben. Auf eine lingere Ableitung dieser Formeln
wird aus Platzgriinden verzichtet. Als Element wird auch
fiir diese Zusammenstellung wieder das CST (siehe Bild 5)
gewdhlt.




Die Formeln (84) bis (88) des ebenen Verzerrungszustan-
des gelten auch hier, ebenso die Transformationsmatrizen
(91), die Knotenkraftvektoren und der Knotenverschiebungs-
vektor (94). Als unterschiedliche Matrizen und Vektoren
muf hier noch definiert werden:

Differentialoperatorenmatrix:

12 12
l?x 2 9
D - . (420)
* ?
0 %
oo0f o0Zlo
ﬁ“((,y) Z_D bucop =070 o0 0) (121)
0o o 00O
Diagonalmatrizen:
X = o(l'aj [2 7 7]
Q, = diag [7 7 7 ol (122)
Q, = odiag [0 0 0o 1]

Verzerrungsvektoren:

~ T

-§(x,y,+) = | €y Exx €5y ‘-rnl
T - .
-é-("l)’/{) - I €x7 e"“ e),/.'9|
_ & (123)
T
e

~T

§(x,»{) 6‘,9, Exx €>’)’
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Spannungsvektoren:
~T - .
E (’ﬂ)’,f) - , gxf G::x ny o |
T ,
Ty = | By Sec 55, DS
- (124)
&
= (x5, ¢t) “s:‘
§ totr = | Gy G 6yy]
Elementgleichungen:
Verschiebungen:
Ui,y t) = QM tx,y) Q Yo (125)
Verzerrungen: o
€ix,s,t) = Y €tnye) (126)
~ -?
€tayt) = Y oo - (127)
§ (x,y¢) = il./“-u,y) g Vet (128)
Spannungen: g(x,y,f) = Z Q,) Cix, ) ©(129)
~ -7
s x,yt) ~ Qq Y §cx,y,f) (130)
konstitutives Gesetz:
Pp g, = @, ¢
(131)
Ph s = Qye
Po Qs
p ° Qo
] . — o _
P “Cuyt) — Q §(x,y,u (132)
0] ] 0 ]
= Pk,‘ Q”'




R Q,
Pb Q ~ a. _O
P’ IQ) Conyt) = 5 Q, Y ,,w, (133)
2 P” - QH

Die letzte Zeile der Matrizengleichung (133) lautet:
7 —
8’ ) (6'xx.+ G-y)v) - Q” }4' (‘-rxr 7‘-6}),-/-{:,,,)
Oder nach &;, aufgelost:
Q”EH = PH (63ex + 63’)’) - QI/ (€ex *Eyy) (134)

Aus (1%33) wird nun die letzte Zeile eliminiert. Aus-
geschrieben ergibt sich sodann:

3 0 o0 6'1)1 3 00 fxy o
PD O 2 ~?7||6%x«| = Qb 0 27| |éxx +QD -7 | €z (135)
0 -7 -71 |6y 0 -7-1 |&» 2

Nach einer Multiplikation von (135) mit dem Differen-
tialoperator Q;, kann (134) in (135) eingesetzt werden:

3 00 2 0 0f|€x, 0 00 “ly
Q”Pb o 2-1 Bix = ana 0 2 ~7]"]| éxx +Q@’b o -7-7|° xz
0 -1-1] |6y, 0 -1 Mgy, 0 R]iG,
000| e,
+Qu@p|o 77| e (136)
0 -2-2 Eyy
Uk |22 +@up 0978, ,=0@ |55 o
0 2 -7 2 0 1 1 & = 03 ol
” D 0 -7 - W 0 -2 Cx;)f,f) ” (/] 0 -3 -3 ‘(‘\';)’/l{}
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Wird die zweite Zeile von (133) zur dritten addiert
und anschlieBend diese dritte mit -1 multipliziert,
so folgt:

Q P 3 00 Pooo ~
o -7 =
wlio|2 27|+ Qo 07T ) Gexmtr = =3Q,0 £,y (139)

Fir die Anwendung des Prinzips der virtuellen Arbeiten
bendtigt man eine konstitutive Beziehung wie (138),
bei der aber der Spannungsvektor 50'5 auf einer Seite
allein steht. Nach einigen Umrechnungen kann (138)

dann zu
(139)
~ 7 00 200 ~
Pb(an 12 Qa’h) Zeovr \|° ;'7 2Qu + 3 17 7’ Qo by QD §u,yt

geschrieben werden. Diese Matrizendifferentialgleichung
(139) ist die konstitutive Gleichung fiir den ebenen
Spannungszustand.

virtuelle innere Arbeit:

2,7 ~
v (H f£ (x,y,¢) /_rfcx,y, dV (140)

virtuelle duBere Arbeit: (inkl. Tricheifsterme maw,)

,
x % e
e (t) — Yo [ftﬁ T 3vee) P00~ M.‘.’m) (141)

Prinzip der wvirtuellen Arbeit:

X
W .

— ¥
1 4 Wa (¢)
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Bewegungsgleichung des Elements:

PL= R (BQut2Qh)
Q7

1
&
20

Q2 = Q, QyR
K, =G v[ H oo ;537 2 B oy AV G (144)
51 = Qrg‘é/@r(x,y) Eg f’:l' _/_'/a Cxy) OCVQ (145)

AbschlieBend noch einige Anmerkungen zum ebenen Spannungs-
zustand: Die zuletzt angefiihrten Gleichungen sind fiir

das WeggroBenverfehren aufbereitet worden, d.h., die direk-
ten Unbekannten VvV« in der Bewegungsgleichung (142) sind
WeggrdBen. Der ebene Spannungszustand ist aber durch die
Vorgabe einer Spannungsgrofe, ndmlich 6;, =0 , definiert.
In den Gleichungen wurde dieseé Spannungsgréfe und die
zugeordnete VerzerrungsgroBe €£::7# 0 eliminiert. Die Glei-
chungen, besonders die Matrizenbewegungsgleichung (142),
sind von hoher Ordnung. Sie sind komplizierter, als die
entsprechenden Gleichungen des ebenen Verzerrungszustandes.
Aus diesem Grund vermutet der Verfasser, daB nun umgekehrt
beim KraftgréBenverfahren - die direkten Unbekannten sind
KraftgroBen - der ebene Verzerrungszustand gegeniiber dem
ebenen Spannungszustand sich durch kowplizierte Gleichun-
gen darstellt, und der ebene Spannungszustand sich durch
einfachere Bewegungsgleichungen auszeichnet.

MPL Vm +K,Q7v, +K,Q2v,, = PL- (3,9t v T ?tr(u) (142)

(143)
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Der Vermutung wurde nicht weiter nachgegangen.

Die Verzerrung €. wurde aus den Gleichungen eliminiert.
Zur Bestimmung dieser GroBe kann von Gleichung (134) aus-
gegangen werden. Dazu wmiissen zuerst die Normalverzerrun-
gen &, und ¢,, und die Normalspannungen 6x. und 6,
bestimmt werden (siehe auch Kapitel 7 ! ).

4. Aufstellen der Matrizenbewegungsgleichung fi'r doae
Gesamtsystem

In den vorigen Kapiteln wurden fiir ein Finites Element die
Elementbeziehungen hergeleitet. Fiir ein in Finite Elemente
zerlegtes Tragwerk gelten dann fiir Jedes dieser Elemente
Bewegungsgleichungen wie z.B. (46). Diese Gleichungen ent-
halten innerhalb der Elemente die Vertraglichkeitsbedingun-
gen, das Werkstoffgesetz und das sogenanrte integrale Gleich-
gewicht fiir die gewdhlten Ansatzfunktionen.

Im Gesamttragwerk ist auch an der Grenze zwischen den Ele-
menten das Erfillltsein dieser Bedingungen zu fordern. Hier
muBl also noch die Vertrdglichkeit oder Kompatibilitdt und
das Gleichgewicht berlicksichtigt werden. Bei der Formulie-
rung der FE-Beziehung wurden alle kinematischen CrdBen

(z.B. Verschiebungen, Verzerrungen) durch die Knotenpunkt-
verschiebungen ausgedriickt. Wenn also an den Knotenpunkten
zwischen mehreren Elementen Kompatibilitat herrscht, so
hingt es von den Ansatzfunktionen in den einzelnen Elementen
ab, ob auch an Jeder Beriihrungsstelle zwischen den Elementen
Kompatibilitdt in allen kinematischen Gr&B8en herrscht.

Uber diesen Problemkreis ist schon in vielen Arbeiten,
welche sich wit statischen Finiten Elementen beschiaftigten,
geschrieben worden. SinngemdB gelten diese Ausfiihrungen auch
hier. Die Bewegungsgleichungen des Finiten Elementes geben
einen Zusammenhang in Form einer Matrizendifferentialgleichung
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zwischen den EKnotenverschiebungen V¥ und den Knotenkriaften
4 an. Aus diesen Griinden geniigt es, nur an den Knoten die
kinematischen und dynamischen Vertriglichkeitsbedingungen
zu erfiillen. Fir ein einfaches Beispiel soll das Vorgehen
hier demonstriert werden. Die in Bild 6 dargestellten zwei
ebenen Finiten Elemente und eine Feder sind zu einem Ge-
samttragwerk zusammenzufiigen. Das Stoffverhalten der drei-
eckigen Elemente sei linear viskos. Die Feder ist elastisch.
Die Bewegungsgleichung der Finiten Elemente kann als lineare
Matrizendifferentialgleichung (51) geschrieben werden. Der
Einfachheit halber werden die Volumen- und Knotenkridfte zu
einem Kraftvektor zusammengefaflt:

v + 30 41 = 4a (t) (146)

Elementbewegungsgleichungen:

. N (1)

Element @ Z A{ Y ) = PL‘(é(H +* 3q ({)) (147)
1=0 @ @ @ @
h

(<)

Element @ Z Ai vy =PL-(s0) #3000 (148)
to @ @ @ @

Feder k Ve~ 3Fep (149)

Die lokalen Knotenverschiebungen des Elementes sind mit Vv ,
die lokalen Knotenkrafte mit 4 bezeichnet. Fiir das Gesamt-
tragwerk sind die globalen Knotenverschiebungen mit X und
die globalen Knotenkrifte mitf bezeichnet. Fiir jede Knoten
nmiissen die Gleichgewichts- und Vertriglichkeitsbedingungen
erfiillt sein. Zum Beispiel fiir den Knoten 3 in horizontaler
Richtung:

kinematische Vertriglichkeit:

Vs (9 = Vo = Ve, = XS te) (150)
@) @
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Einzelelemente mit
lokalen Kraft- und

Weggrofien

Gesamtstruktur
mit globalen Kraft-
und WeggarofBen

Knoten

Knoten 4

‘Bild 6
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dynamische Vertriglichkeit (Gleichgewicht):

3s ey T 4 €(t) + "F(f)z 7[f(f1=<%“s’{u+é)‘ll(u (151)
Q) @

Entsprechende Gleichungen wmiissen fiir alle Freiheitsgrade
des Systems erfiillt sein. Leitet man (150) und (151) nach
der Zeit ab, so folgt:

(<) (<) (<) ()

Veerr = Yewr = VYew = Xsuy (152)
@ @

(<) l1) (1) (<)

45(2‘) + ij‘(ﬂ + 6F(f) - 5 () (153)
@ @

Mit den dynamischen Vertridglichkeitsgleichungen (151) und
(153) gilt fiir den Differentialoperatorﬁin aus (147)

PL fs, = PL( Scrt et e ) (154)

Entsprechende Gleichungen wie (154) gelten natiirlich auch
fiir sdmtliche globale Freiheitsgrade. Im speziellen Bei-
spiel von Bild 6 lassen sich so 8 Gleichungen angeben. Wer-
den in diese 8 Gleichungen die Elementbewegungsgleichungen
(147) bis (149) eingesetzt, und die kinematischen Vertrig-
lichkeitsbedingungen (150), (152) beachtet, so folgt die
Bewegungsgleichung des Gesamtsystems:

(<)

n
Z Aim Xy = PL ][(f) (155)
=0 T
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(<)
B 7 )
SR RSRINN | | | #
%<>\%2;> ////:; e \\\\ 1 | X 2
//i.‘.'.;/-:/‘l/",/// /I/‘L/.' /l/ 0 o) X; /3
n /{,fx/r //‘/w/ ,V/ A01]0 X /.
3 ks Ges—1* | | = || [PL @56
T RS AR ] | * e

FX%( K//,//a X 19 \x X‘ f{

“\L\\ N \ \
NNEENNNNEE £
NNEEINNANNREE f

N\ (t) (1)

thpe;

Die Bewegungsgleichung des Gesamtsystems ist eine lineare
Matrizendifferentialgleichung mit konstanten Koeffizienten-
matrizen. Im Sonderfall rein elastischen Verhaltens ent-
fallen die Zeitableitungen, und es verbleibet das bekannte
lineare Gleichungssystem.

Auf der rechten Seite von (156) steht der globale Knoten-
kraftvektor f&) auf den der Operator PhL anzuwenden ist.
Die linke Seite besteht aus quadratischen Matrizen welche
nit dem globalen Knotenverschiebungsvektor X, , bzw.
dessen Zeitableitungen, multipliziert werden. Es fdllt auf,
daB alle benctigten Matrizen 5@;36 in gleicher Weise zusam-
nengesetzt sind. Und zwar sind die einzelnen Elementmatri-
zen in die Gesamtmatrizen hineinaddiert worden. Uberlap -
pungsbereich in (156) deuten ein zuaddieren der Element-
matrizen an. Diese Erzeugung der einzelnen Matrizen des Ge-
santsystems ist aus der herkdémmlichen FEM-Literatur unter
dem Namen "Di rect Stiffness Method" bekannt. Allerdings
wurde diese Methode -~ wie schon der Name andeutet - zur
Aufstellung der statischen Gesamtsteifigkeitsmatrix benutzt.



Es ist bekannt, daB sie auch zum Zusammenbau der Massen-
matrix genommen werden kann.

Durch die oben stehende Ableitung ist gezeigt worden, daB
sich alle Matrizen der Bewegungsgleichung des Gesamtsystens
fiir linear, viskoses Stoffverhalten durch die "Direct Stiff-
ness Method" erzeugen lassen. Diese Tatsache bringt rechen-
technisch enorme Vorteile, da mit einem Algorithmus alle
Matrizen /j; ges in einem Rechenprogramm aufgestellt werden.

Einige herkommliche FEM-Programme benutzen zum Aufstellen
von Gesamtsteifigkeitsmatrizen das sogenannte Standardver-
fahren mit den bekannten Inzidenzmatrizen /17 /. Natiirlich
kann dieses Verfahren auch zum Erzeugen der Matrizen von
(156) dienen. Der Verfasser benutzt fiir seine Programme
einen Algorithmus zum Aufstellen der Gesamtmatrizen, wel-
cher koeffizientenweise arbeitet. Dieser Algorithmus wurde
dem Programmsystem MESY entnommen. Auf Einzelheiten wird

hier nicht weiter eingegangen, sondern es sei auf /297
verwiesen.

Zusammenfassend kann gesagt werden:

"Die Bewegungsgleichung eines durch Finite
Elemente approximierten linear viskosen
Problems 1alt sich als Matrizendifferen-
tialgleichung mit konstanten Koeffizien-
tenmatrizen darstellen. Diese Koeffizien-
tenmatrizen konnen mit schon bekannten
Verfahren erzeugt werden".

Fiir das spezielle Stoffverhalten (siehe auch Seite 30):
hydrostatischer Zustand: S = g€
Dewiatorzustand: 6 +AG = 9, €

der beiden Elemente (:) und (:) in Bild 6 ist die Gesamt-
bewegungsgleichung in Bild 7 angegeben.
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In den Bewegungsgleichungen fiir inkompressibles Verhalten,
z.B. (73), stehen in den Vektoren der linken Seite auch
SpannungsgroBen und nicht nur WeggrdBen wie bislang. Der
Lastvektor auf der rechten Seite enthilt wie bisher Kraft-
groBen und eine Null. Wzhlt man fiir das Gesamtsystem auch
globale KraftgroBen als Freiheitsgrade, z.B. fiir jedes
Element die hydrostatische Spamnung S¢» , s0 gelten auch
fiir diese Freiheitsgrade formal dieselben Vertriglichkeits-
bedingungen wie zuvor. Fir den Freiheitsgrad s,, in (73)
sei dies hier kurz vorgefiihrt:

analog zur kinematischen Vertriaglichkeit:

S = X, (6 (157)
@
S~ -~
Elementkoordinate globale Koordinate
analog zur dynamischen Vertrdglichkeit:
0 = 0 (158)
N -~
Komponente im lokalen Komponente im globalen
Lastvektor Lastvektor

Da die entsprechenden Gleichungen auch hier formal mit

den kinematischen und dynamischen Vertridglichkeitsbedin-
gungen des WeggrdBenverfahrens libereinstimmen, konnen die
Matrizen des Gesamtsystems natiirlich auch mit den gleichen
Verfahren - z.B. der "Direct Stiffness Method" - wie zu-
vor bestimmt werden.

4.1 Beriicksichtigung der Randbedingungen in den Ortskoor-
dinaten

Das in dieser Arbeit vorgestellte Verfahren zur Berechnung
eines linear visko -elastischen Problems setzt voraus, daB
die kontinuumsmechanischen Gleichungen in den Ortskoordi-
naten durch FE a.gebraisiert werden.
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Das Einbauen der Randbedingungen bei herkdmmlichen FEM
ist bekannt und soll hier nicht weiter angegeben werden.
Die Gesamtbewegungsgleichung enthdlt hier auch Zeitablei-
tungen des WeggrdBenvektors. Ist z.B. an einer Stelle

die homogene Randbedingung:

X =0 (159)

()

vorgeschrieben, so gilt auch :
2y

X, =0 (160)

¢

Daraus folgt, daB die homogenen Randbedingung in allen
Matrizen der Gesamtbewegungsgleichung in gleicher Weise wie
in die Steifigkeitsmatrix bei einer statischen Rechnung
eingebaut werden konnen.

Bei der Vorgabe inhomogener Randbedingungen fiir WeggrdBen-
verfahren empfiehlt es sich die vorgeschriebenen Randbe-
dingungen zuerst als frei zu betrachten und auch ent-
sprechende Freiheitsgrade einzufiihren. Im sechsten Ka-
pitel ist Qas weitere Vorgehen aufgezeigt.

5. Anmerkungen zum Aufstellen der Bewegungsgleichungen

Der in dieser Arbeit vorgeschlagene Weg zum Aufstellen der
Bewegungsgleichungen fir ein durch FE in den Ortskoordinaten
diskretisiertes Kontinuum mit isotrop, linear, viskosem
Stoffverhalten bei kleinen Verzerrungen hat die folgenden
Vorteile:

1. Beim Aufstellen der Bewegungsgleichungen des Ge-
samtsystems sind keine Vereinfachungen der Stoff-
gesetze erforderlich. Insbesondere sind keine in-
krementellen Formulierungen fiir diese verwendet
worden.
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2. Elementweise verschiedenes Stoffverhalten kann be-
riicksichtigt werden.

3. Die Methode eignet sich fiir beliebige, linear vis-
kose Stoffgesetze welche in der Form z11) und (13)
darstellbar sind. Inkompressibles Stoffverhalten
ist erfaBbar.

4, Es lassen sich beliebige FE mit Verschiebungsan-
sitzen (compatible model) verwenden.

5. Mit der Methode lassen sich Kriech- und Schwingungs-
probleme berechnen.

6. Die Gesamtbewegungsgleichung ist eine linear ge-
wohnliche Matrizendifferentialgleichung mit kon-
stanten Koeffizientenmatrizen. Diese Matrizen sind
mit schon bekannten Verfahren der FEM und bestehen-
den Programmen aufstellbar (z.B. "Direct Stiffness

Method").

7. Die Auswahl des LOsungsalgorithmus fiir die Gesamt-
bewegungsgleichung braucht erst nach Aufstellen
dieser Gleichungen zu erfolgen und erlaubt so eine
gute Anpassung an spezielle Eigenschaften und Pro-
blemklassen von Losungen. AuBerdem werden so Fehler-
untersuchungen vereinfacht.

6. Losung der Bewegungsgleichung

Die Bewegungsgleichung der Gesamtstruktur hat die Form:
n

Z )(;;ﬁ P L /(f) (1614)

=0
In diesem Gleichungssystem sind die Matrizen A bekannt,
ebenso soll ein Teil der Knotenverschiebungen X, . als
Funktionen der Zeit gegeben sein, die entsprechenden ﬂ(g
sind unbekannt. Die restlichen ﬁ(ﬁ sollen bekannt sein,
dann sind die zugeharigen.‘X4ﬂy'unbekannt. Durch Umnumme-
rieren der Komponenten im Verschiebungsvektor 148t es sich
immer erreichen, dafl die unbekannten Verschiebungen an
erster Stelle im Gesamtverschiebungsvektor X, stehen und
danach die gegebenen Verschiebungen.
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Der Verschiebungsvektor wird also partitioniert.

Xa A A,
Xty = |--- f(;) 7[1 A= A (162)
= 7[‘ :fa’z” ﬁd
1
Fiir (161) kann dann auch geschrieben werden:
(<)
2 (A /471 ; X £ :
R I :':.PL - (163)

417 ‘ d Iifz, )[z

Ry (J)

In Gleichung (163) sind X,,, und f.s) unbekannt und %,
und f,¢) bekannt. Der obere Teil von (163) lautet:

h (<)
Z A‘M{ _)SI(H - PL }[7(1') Z A72 24¢) .A (164)

170

Der rechte Teil dieser Gleichung ist bekannt. Nach einem
weiter unten angegebenen Verfahren kann (164) gelost wer-
den.

Durch Einsetzen des so bestimmten Vektors JX.,, und dessen
zeitlichen Ableitungen in den unteren Teil von (163) er-
hdlt man eine Differentialgleichung fiir den Kraftvektor
7[z(u s welche dann noch zu ldsen ist.

<)
Pﬁ. .z({) Z (A“ /\'1(“ .zz f\’_z(”) (165)
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6.1. Losungsverfahren

Lineare Matrizendifferentialgleichungen der Form (161)
bzw. (164) konnen durch folgende Verfahren numerisch ge-
16st werden:

1. Matrizenfunktionen

2. Numerische Integration

3. Finite Differenzen

4, Finite Zeitelemente (Raum-Zeit-Element)

5. Gewichtete Residuen

6. Integraltransformationen (LAPLACE, FOURIER)
7. Modale Analyse

Zu 1.:

Das Verfahren der Matrizenfunktionen ist z.B. in /317
ausfiihrlich behandelt und wird hier nur kurz gestreift.
Mit diesem Verfahren konnen die analytisch exakten Lo-
sungen als Matrizenfunktionen angegeben werden. Aus dko-
nomischen Griinden wird die Losung als Ubertragungsver-
fahren geschrieben, um die rechenzeitintensive Bestim-
nung der Matrizenfunktionen nur einmal vornehmen zu miis-
sen. Bei kommutativen Matrizen Ay lassen sich analytisch
einfache Mehrstellenalgorithmen angeben, welche auch als
"reduzierte Ubertragungsverfahren" bekannt sind /31 /.
Eine Ubersicht von Verfahren zur numerischen Bestimmung
von Matrizenfunktionen ist auch in /T4 7 zu finden.

Zu 2.:
Aus der Vielzahl der numerischen Integrationsverfahren
sei hier nur das bekannte RUNGE-KUTTA-Verfahren geninnt,
Von der reichhaltigen Literatur zu diesen Verfahren soll
nur /A3, 3¢/ erwihnt werden. Mit numerischen Integrations-
verfahren lassen sich auch nichtlineare Gleichungen losen.
Man unterscheidet Einschritt- und Mehrschrittverfahren.
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Zu 3.:
Werden die Differentialquotienten in der Matrizen-
differentialgleichung durch Differenzenquotienter =r-
setzt, so 1ldaBt sich die Matrizendifferentialgleichung
als algebraische Gleichung schreiben. Je nach Vahl von
nittleren, hinteren oder vorderen Differenzensternen
ergeben sich leicht unterschiedliche Algorithmon. Rinige
mdgliche Algorithmen sind z.B. in /347 beschrie-
ben.
Ein anderer Weg um dhnliche algebraische Gleichurngan zu
erhalten geht von einem Ansatz fiir die hochste vorkom-
mende Ableitung der Unbekannten X, aus. Hiufig wird
ein linearer oder konstanter Verlauf der hichshen Ab-
leitung in einem kleinen Zeitintervall gewihlt. Auch
hier erhidlt man lineare algebraische Gleichungen fir
einen kurzen Zeitschritt. Uber diese Methode ict eine
umfangreiche Literatur bekannt. Hier seien nur / 6,9 _/
angegeten.

Zu 4.:
Zeitelemente gehen von einem Ansatz fiir den Verlauf der
Unbekannten in der Zeitkoordinate aus. Diese Ansiitze ent-
halten als Parameter Werte der Unbekanrten am infang und
am Ende des betrachteten Zeitintervalls. Haufig werden
deshalb HERMITE-Polynome als Ansitze gewzhlt. it der
Finiten Element Methode und unter Benutzung des HAMIL-
TON'schen Prinzips 1aBt sich so die zu losende Matrizen-
differentialgleichung algebraisieren. In / 1,11_7 wird
die Methode vorgestellt.

Zu 5.:
Bei der Methode der gewichteten Residuen werden fiir einen
Zeitschritt die Parameter gewdhlter Ansatzfunktionen so
bestimmt, daB der Fehler (Residuum) nach gewissen Krite-
rien moglichst gering ist. Ohne weiter auf dieses Verfah-
ren einzugehen soll hier nur erwdhnt werden, daB man je
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nach Art dieses Kriteriums folgende Methoden unterschei-
det:

Kollokationsmethode,
Unterbereichsmethode,
GALERKIN-Methode und
"kleinster quadratischer Fehler"-Methode.

Fiir weitere Einzelheiten sei auf / 6_/ verwiesen.

Zu 6.:
Wird die zu losende lineare Matrizendifferentialgleichung
durch eine Integraltransformation nach FOURIER oder
LAPTACE vom Zeitbereich in den Bildbereich transformiert,
so ist im Bildbereich statt der Matrizendifferentialglei-
chung nur eine lineare Matrizengleichung zu ldsen. Durch
eine inverse Transformation wird die Lésung zumick in den
Zeitbereich transformiert. Mit der "FAST FOU-
RTER TRANSFORMATION" lassen sich die erforderlichen Trans-
formationen in kurzer Rechenzeit numerisch ausfiihren.
Einzelheiten fiir die FOURIER-Transformation kénnen /T9 7
und fiir die LAPLACE-Transformation /20 / entnommen werden.
Der Verfasser hat auf der Rechenanlage TR 440 der Ruhr-
Universitat Bochum ein Programm implemeniert, welches
diese Integraltransformationen ausfithrt /18 /.

Zu 7.:
Ist das zugehdorige Eigenwertproblem der Matrizendifferen-
tialgleichung geldst und sind die Eigenwerte und -formen
bestimmt, so kann die urspriingliche Gleichung durch eine
lineare Transformation auf die generalisierten Koordina-
ten der Eigenformen transformiert werden. Die Gleichungen
sind dann entkoppelt. Bei vielen technischen Anwendungen
geniigt es nur einen Teil der Eigenformen zu bericksichti-
gen. Der Rechenaufwand wird hierdurch reduziert.
Das Verfahren der modalen Analyse ist - nach Wissen des
Verfassers - bis heute nur korrekt fiur reelle Eigenwerte
und -formen bei gréBeren Matrizen angewandt worden /24,31 7/
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Eine Anwendung mit komplexen Eigenwerten und -formen
ist denkbar. Allerdings stehen noch keine 1leistungs-
fahigen Eigenwertprogramme fiir groBere Matrizen zur
Verfiigung.

Die vom Verfasser bearbeiteten Beispiele in dieser Ar-
beit wurden mit der Methoden der Matrizenfunktionen, der
numerischen Integration und vereinzelt mit finiten Diffe-
renzen berechnet. Einige analytische Kontrollosungen wur-
den auch mit Integraltransformationen ermittelt.

Grundsdtzlich kénnen alle zuvor beschriebenen Verfehren
fiir jedes Problem benutzt werden. Allerdings sollten bei
der Auswahl der Losungsart fiir ein spezielles Problem ge -
wisse Okonomische Gesichtspunkte beachtet werden, welche
im nichsten Kapitel angesprochen werden.

6.2. Auswahl des Verfahrens

Die zuvor angegebenen Verfahren konnen bis auf die Inte-
graltransformationen als Ubertragungsverfahren in der
Zeitkoordinate oder auch als sogenannte "step by step" -
Verfahren angewandt werden. Methoden dieser Art gehen von
einem bekannten Zustand zum Zeitpunkt # aus und ermitteln
aufgrund ihres Algorithmusses alle ZustandsgroBen zum
Zeitpunkt ttof und so weiter. Da die zu lésende Matrizen-
gleichung ein Anfangswertproblem in der Zeitkoordinate
darstellt, sind diese schrittweise arbeitenden Verfahren
grundsédtzlich vorteilhaft. AuBerdem bendtigen sie nur einen
geringen Speicherbedarf.

Ist die Losung einer Matrizendifferentialgleichung fiir
einen langen Zeitraum mit vielen Zeitschritten zu bestimmen
und ist die rechte Seite des Systems - also der Lastvektor
konstant, so sollte die Ubertragungsmatrix des Systems be-
stimmt werden. Die Ubertragungsmatrix des Systems enthilt



die gesamte Losung fiir einen Zeitschritt af. Bei bekanntem
Zustandsvektor zum Zeitpunkt # erhilt man den Zustand zum
Zeitpunkt t7ef durch eine Multiplikation der Ubertragungs-
matrix mit dem Zustandsvektor. Die Rechenzeit fiir eine
solche Matrizenmultiplikation ist bei vielen Systemen ge-
ringer als entsprechende Rechenzeit fiir andere "step by
step" -Algorithmen. Die Berechnnng der Ubertragungsmatrix
ist dafiir aufwendiger.

Sind allerdings nur wenige Zeitschritte zu berechnen, z.B.
bei stark gedampften StoBvorgingen, so ist der Rechenzeit-
aufwand bei Verfahren ohne Ermittlung einer Ubertragungs-
matrix geringer.

Die Ubertragungsmatrix 148t sich mit beliebiger Genauig-
keit durch Matrizenpotenzreihen /31 7/ ermitteln. Allerdings
ist eine Berechnung auch mit Jjedem anderen "step by step"-
Verfahren mdglich, wenn die Spaltenldsungen fiir alle mog-
lichen "Einheitsanfangswerte" nebeneinander geschrieben
werden. i

Beispiel: Matrizendifferentialgleichung

2= ﬁ_&'

-

Aa
Losung: Zeat)= € £ = Uz

ro)

é{ = Ubertragungsmatrix

i-ter "Einheitsanfangsvektor"

2 =]lo oo 070 ol
_(,,)1,- 7

1 1 h
Losung dafiir mit beliebigen numerischen Verfahren :
-@(ot); = 4,

- 1

numerische Ubertragungsmatrix:

U= {u, u . ... «u,
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Bei der Auswahl eines numerischen Lisungsverfahrens ist auch
die Stabilitdt der numerischen Losung und die Genauigkeit

zu beachten. Diese Fragen sind zum Teil in den Literatur-
stellen in denen diese Verfahren beschrieben sind behandelt,
so daB der Verfasser an dieser Stelle auf diesen Punkt nicht
weiter eingehen wmochte.

Die Wahl der Schrittweite af bei jedem Verfahren ist von ent-
scheidender Wichtigkeit fiir die Stabilitit und Genauigkeit
der Ergebnisse. Oft wird at intuitiv fiir das zu lsende Pro-
blem bestimmt. Auch bei linear viskosen Problemen treten so-
genannte "steife Differentialgleichungen" (stiff equation)
/13 _7 auf. Diese Gleichungen sind durch stark unterschied-
liche Eigenwerte charakterisiert. Die Schrittweite wuB sehr
klein gewshlt werden, um stabile Ergebnisse zu erhalten. In
Beispiel 5 (Seite 91) wird dieses Ph#nomen angesprochen,

7 Spannungsberechnung

Der hier vorgeschlagene Losungsweg fiir ein linear,viskoses
Problem geht von einer WeggréBenformulierung aus, d.h. die
direkten Unbekannten in den Bewegungsgleichungen gind Weg-
groBen (Bei inkompressiblem Stoffverhalten allerdings auch
hydrostatische Spannungen.). Nach Losung der Bewegungsglei-
chung sind nur die WeggrdBen bekannt. Die auch interessieren-
den restlichen GréBen wie Verzerrungen und Spannungen miissen
noch berechnet werden.

Zu jedem Zeitpunkt 7 kann aus den globalen WeggrdB8en Xeor
(bzw. dessen Zeitableitungen) fiir jedes Element der lokale
Knotenverschiebungsvektor v, (bzw. dessen Zeitableitungen)
bestimmt werden. Mit dem bekannten Zusammenhang zwischen
Enotenverschiebungen und Verzerrungen lassen sich auch die
Verzerrungen im Element und die Verzerrungsableitungen zu

jedem Zeitpunkt / bestimmen.
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Mit den Verzerrungen kénnen nun die Spannungen aus den
konstitutiven Gleichungen ermittelt werden. Da die kon-

stitutiven Gleichungen gewchnliche Differentialgleichungen

sind, wuB im allgemeinen eine gewdhnliche Differential-
gleichung fiir die zu bestimmende Spannungsgrsfe gelsst
werden. Fir das schon in Kapitel 3.1.1 angefiihrte Bei-

spiel des elastischen hydrostatischen Stoffverhaltens und

des Deviatorverhaltens wie eine MAXWELL-Fliissickeit soll Rer

zuvor beschriebene Losungsweg kurz gezeigt werden:
Zum Zeitpunkt "t" :
Aus Losung der Bewegungsgleichung folgt der
lokale Knotenvektor und dessen Ableitung:
Yeer » Y

Mit (25) folgen Verzerrungen und Verzerrungs-
ableitungen an der Stelle x,5 ¢ im Element:

o
Lo ya0 = e | Y H“(x,yltz)g Yee)
. A i
.gfx;)’n‘,f) = 'g - I H“ (xy,2) Q Yo

. konstitutive Gleichung (30):

£ s

= 3
=Py, 2.4 Q@ =0¢x,y 3 ¢)

[ 4 e

6 tp, 6
Zotyatr P12yt D1 €0 tx, a0

gf Seayet) = Qﬁ; Cexx el

Sty q8) = 3A-€cny et
Die hydrostatische Spannung § 188t sich aus (169) direkt
ermitteln. Die im Vektor &, aufgelisteten fiinf Deviator-

spannungen konnen aus (168) nach Losen der gewdhnlichen
Differentialgleichung bestimmt werden.

(166)

(167)

(168)

(169)
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Fiir eine Komponente & von (168) gilt die Differential-
gleichung

GZt) T Pbu, = 2, 6.(g/
nit bekannter rechter Seite aus (167). Die Lésung lautet:

-A—t Dy —_t- é L °
St =€ 7" %y T pHE” [e”’ ey A (170)
t-of
Da die Funktion g(,, nur an den Stiitzstellen ¥-/¢-a#
und 7:=¢ bekannt ist, muB eine Annahme iiber den Verlauf
dieser Funktion in dem Zeitintervall der Linge o! gemacht

werden. Die einfachste Annahme ist ein konstanter Verlauf
im Intervall:

Treppenfunktion

Fir einen konstanten Verlauf von é ¢r) im Intervall wird aus

170):
(170) y v

A 70‘7:’.(4_ e )€, (171)
Fir kleine Intervalle liefert (171) geniigend genaue Ergeb-
nisgse. Eine héhere Genauigkeit erzielt man mit linear ver-
anderlichem Verlauf im Intervall fiir E.(.,, oder fiir den
arithmetischen Mittelwert zwischen den Werten an den Stel-
len t-stund ¢.
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Nachdem alle fiinf Deviatorspannungen nach (171) und die
hydrostatische Spannung nach (169) ermittelt sind, kann
der Vektor 6., . . aufgestellt werden und mit (26) die
noch fehlenden Normalspannungen ermittelt werden:

-1

= 6"
—lxy 3 t) I — (xy, &¢t) (172)

N

Damit sind alle GroBRen berechnet.

Im allgemeinen wmiissen die Spannungen als Losung einer ge-
wohnlichen Differentialgleichung berechnet werden. Diese
wird schrittweise geldst. Die Anfangswerte der Lésung sind
die Spannungen des letzten Schrittes. Wird nur die Spannung
zu einem bestimmten Zeitpunkt als Losung gewlinscht, so0 miis-
sen trotzdem fiir den gesamten Verlauf die Differentialglei-
chungen der Spannungen integriert werden. Fir den Zeitpunkt
t =0 gelingt eine direkte Bestimmung der Spannung ohne die
gesamte Integration der Differentialgleichung. Ein kurzer
Hinweis hierzu wird in Kapitel 9 gegeben.

8. Beriicksichtigung von unstetigen Lastidnderungen bei
Eriechproblemen

Der in Kapitel 6 vorgeschlagene Weg zur Losung der Bewegungs-
gleichung bedarf noch einiger Zusatziiberlegungen, z.B. wenn
die Belastung zum Zeitpunkt t = o von o auf einen endlichen
Wert unstetig springt. Hier wird nur dieser Last sprung nsher
betrachtet, da er bei Kriechproblemen sehr hiufig auftritt.
Kriechprobleme sind dadurch charakterisiert, da8 die Ande-
rungen von Verschiebungen und Spannungen gering sind und

die Tréagkeitsterme vernachldssigt werden konnen. Die weilte-
ren Betrachtungen sollen fiir das schon friiher einmal behan-
delte spezielle Werkstoffverhalten, ndmlich Volumendehrung
elastisch (HOOKE-Korper) und Schubverhalten als "MAXWELL-
Fliissigkeit", durchgefiihrt werden. Die Elementbeziechungen,
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aber auch die Gesamtbewegungsgleichung, hat dann die Form
(46, 53) aber ohne Trigheitsterme, d.h. die Massenmatrix
M wird zu O gesetzt. Diese Gleichung lautet nun:

/_(1 Qp PII vy t K, Qn’% Yeey = 3 Pn 3w (173)

A,

IX e

i

w 1A X = _L[m P feo (174)
Ao

A 3K K,
éﬂ = %Ko +3K/°‘1L<z

Die Belastungsfunktion des i-ten Elemen%s des Spaltenvek-
tors 7[ (1) 8011 den Zeitverlauf eines Einheitssprunges haben:

7[1' (¢)

Die Ableitung dieser Funktion ist:

[

][:i({) = J;t)'}-

¢

i

$;) © DIRAC - Funktion
£
0  t£o0
d = 4 ot =
t) o - fzo _{S(f) 7
Mit einer herkdmmlichen numerischen Integration ist in (174)

der Schritt von t = o zu t = + o nicht zu vollziehen, weil
an der Stelle t = o der Term [, geren « zeht,
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Eine kurzeée mechanische Betrachtung des Werkstoffverhaltens,
bzw. der Feder-Diémpfer-Modelle, bei unstetigen Kraftinde-.
rungen hilft hier weiter.

Werkstoffmodelle: hydrostat.Zustand HOOKE-Korper
s AAAS s = 3IKe
Deviatorzustand MAXWELL-Flissigkeit
"Vk\/\/\/_‘:]—— G, thO, = g, €,

b

Bei sprungartig @dndernder Belastung 6, verformt sich die
Feder des Werkstoffmodells der MAXWELL-Fliissigkeit in der
‘Zeitspanne at = 0o , also mit unendlich groBler Geschwindig-
keit. Der Démpfer verformt sich dabei nicht, er wirkt als
starrer KSrper. Die Steifigkeit k, dieser Feder kann aus
Bild 2 entnommen werden:

7 23
k, = = (475)
o '7(0) P?
Der Belastungssprung hat also Verzerrungsspriinge fiir den
Schub- und den hydrostatischen Zustand zur Folge. Fiir diese

SprunggroBen gelten die konstitutiven Beziehungen

Pil S, = 5, =3Ke, = Qp, €, (176)

o

C7
P 6, = 6, = ; €0, QDo D, 177

o o

Die Verschiebungsspriinge in der Gesamtbewegungsgleichung
(173) kdnnen nun durch eine statische Rechnung mit den
elastischen StofigrcBen Q,, o und Q, ¢ ermittelt werden.



Der Lastvektor £ enthialt die Lastenidnderung ¥ in der
i-ten Komponente. Aus (173) und mit (176) und (177) .
folgt: ’

G
Qbo.Pllo: T Q”O'Pbo: d

Po, Py, = 7

o

Z K, +3K5;)2(,:fa (178)

Nach Losen der linearen Gleichung (178) ist der Anfangs-
wertvektor x . bekannt, der fiir eine weitere Berechnung
des Ldsungsverlaufs von (174) nach irgendeinem Verfahren
notwendig ist.

Natiirlich treten auch in den Verzerrungen und Spannungen
zum Zeitpunkt t = o Springe auf, welche sich aber aus den
globalen Anfangsverschiebungen x, ermitteln lassen. Die
Verzerrungen berechnen sich aus den Verschiebungen nach
(25). Aus diesen kann wmit (176) und (177) der Sprung der
Spannungen ermittelt werden.

Bei komplizierten Stoffgesetzen miissen zur Losung der Be-
wegungsgleichung nicht nur Spriinge der Verschiebungen, son-
dern auch Springe in deren zeitlichen Ableitungen ermittelt
werden. Durch ein zhnliches Vorgehen, lassen sich auch
diese bestimmen. Ist z.B. fiir den " 3-Parameter-Kdrper "
(siehe Bild 2) die Stoffkonstante fiir die Bestimmung der
1. Ableitung der Verzerrung infolge eines Einheitssprungs
der Belastung gesucht, so geht man von der Kriechfunktion
J¢s) aus. Es gilt:

Ewr= T 6




s _ A% A 4 -2

7({)_ ?11'8 * P €

v Py o

I eor (%7 '7;:')’/99

Ct=9) — Ij(a) i 6’°

.1 >
Go" T g(f=o): Qo.€° (179)
7(0)

Mit der Stoffkonstanten C?o kann nun eine quasistatische

Rechnung zur Bestimmung der Anfangsgeschwindigkeiten vor-
genommen werden.

9. Berechnung von Endzustinden

Die Losungen vieler visko-elastischer Probleme ndhern sich
nach langerer Zeit asymptotisch einem Endzustand, wenn die
Belastung sich ebenfalls nicht andert. Ist nur dieser End-
zustand zu berechnen, so gelingt es bei einem Fhnlichen
Vorgehen wie im letzten Kapitel durch eine quasistatische
Rechnung das Problem zu losen. Ein kurzes Beispiel soll
dieses erldutern:

Stoffverhalten: hydrostatischer Zustand HOOKE-Korper
—“WAA- s = 38
Deviatorzustand KELVIN-Ko6rper
__FA/V\N\/‘ €::7°f+)g
L— [

Bei konstanter Belastung nach der Zeit t =0
nimmt nur die Feder des KELVIN-Korpers die
konstante Belastung 6., auf.
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Es gilt fiir diesen stationdren Zustand:

Pp -6 = 70 Eoo = me P (180)

0 Lo

Fir den elastischen HOOKE-Ko6rper gilt

A =1

' ; Q= 3K (181)

Damit ergibt sich die lineare Bewegungsgleichung des End-
zustandes aus (173) umit (181) und (180) :

P, P, = 7

0

Qo..
Q,

Q

P
I

8

7o
3K

I

oo

¥
(70 57 + 3K 52)_)5&:][” (182)

10. Fehlerquellen der numerischen Losung

Der hier vorgeschlagene Losungsweg diskretisiert die
Feldgleichungen des viskoelastischen Problems in den
Ortskoordinaten durch FE. Die dann nach dem WeggrdBen-
verfahren erhaltenen Gleichungen sind Matrizendifferen-
tialgleichungen mit konstanten Koeffizientenmatrizen.
Diese werden nach einem numerischen Verfahren gelsst.
Damit sind die WeggroBen des Systems bestimmt. Aus diesen
WeggroBen lassen sich mit den gew#zhlten Ansatzfunitionen
die Verzerrungen berechnen. Im allgemeinen sind die
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konstitutiven Gleichungen Differentialgleichungen, so daB
zur Bestimmung der Spannungen noch diese geldst werden
miissen.

Die numerische Losung des Problems ist daher mit folgen-
den Fehler behaftet:

1. Diskretisierungsfehler in den Ortskoordinaten
durch FEM

2. Fehler aus numerischer Losung der Gesamtma-
trizenbewegungsgleichung

3. TFehler aus numerischer Losung der Differen-
tialgleichungen fiir die Spannungen

Zu 1.: Diese Fehlerquelle ist in der einschligigen Lite-
ratur zur FEM hinreichend beschrieben und diskutiert
/47, so daB hier nur einige kurze Hinweise gegeben wer-
den. Es sollten nur kompatible Ansatzfunktionen ge-

wahlt werden, dann sind diese im Sinne des RITZ-Verfahrens
zuldssige Ansatzfunktionen. Durch feinere Unterteilung
der Gesamtstruktur in FE ergeben sich verbesserte Ldésun-
gen, allerdings steigen dadurch Speicher--und Rechen-
zeitaufwand. An den Stellen groBer Verzerrungsgradienten
ist eine feine FE-Unterteilung zu wiahlen.

Zu 2.: Die im 6. Kapitel bei der Beschreibung der Losungs-
verfahren angefiihrte Literatur beschiaftigt sich inten-

siv mit Genauigkeits- und Stabilitatsfragen der numeri-
schen Losung.

Zu 3.: Die Spannungen werden im allgemeinen numerisch nit
Ein- oder Mehrschrittverfahren bestimmbt. In die zu ldsen-
den Differentialgleichungen gehen die aus den WeggrdBen
berechneten Verzerrungen ein. Da diese Verzerrungen schon
mit den Fehlern 1 und 2 behaftet sind, ergeben sich die
berechneten Spannungen nicht so genau wie die WeggridfBen.
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11. Rechenbeispiele

Die ersten drei Rechenbeigpiele bestimmen viskoelastische
Losungen fiir einfache Kriechprobleme, deren analytische
Losungen aus der Literatur bekannt sind. Es zeigt sich
eine sehr gute Ubereinstimmung zwischen den analytischen
und den numerischen Lésungen. Das vierte Beispiel - auch
ein Kriechproblem - wurde einmal mit der FEM und zur Kon-
trolle analytisch mit dem Korrespondenzprinzip berechnet.
Die inversen LAPLACE-Transformation wurden numerisch mit
der "Fast FOURIER Transformation" durchgefiihrt. Im sechsten
und siebenten Beispiel wird die Anwendung auf dynamische
Fidlle demonstriert. Es wird die Antwort auf einen Stol-
impuls und die VergriRerungsfunktion bestiumt.

Die Moglichkeit auch kompressibles viskosen Stoffverhalten
zu erfassen, wird im achten Beispiel gezeigt. Hier wird fiir
dasselbe System und dieselbe Belastung wie in Beispiel
vier, aber mit anderen StoffgraBen eine Berechnung durch-
gefiithrt.

Einfache inkompressible Strémungsvorgénge werden in den
Beispielen neun und zehn berechnet. Hier sind nur statio-
nire Losungen angegeben. Die verwandte FEM ist nur fir
lineare Stromungsgleichungen zu verwenden, d.h. in den
NAVIER-STOKE-Gleichungen miissen die konvektiven Ableitungen
Null sein.

Im letzten Beispiel ist fiir einen ebenen Spannungszustand
ein Kriechproblem durchgerechnet. Im Gegensatz zu den an-
deren Beispielen wird in Beispiel elf ein kompatibles Drei-
eckselement mit linear verinderlichen Verzerrungen (LST)

- angewandt. Zuvor waren die Beispiele nur wmit konstantem
Verzerrungsverlauf im Element (CST) berechnet worden.

Bei allen durchgerechneten Beispielen wurde kein grofer
Wert darauf gelegt, wit méglichst feiner Elementaufteilung
und komplizierten FE ein HOchstmaBR an Genauigkeit der Er-
gebnigse zu erhalten; sondern es wurden verschiedenartige
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Problemklassen behandelt, um die Anwendungsgebiete der in
dieser Arbeit vorgestellten Methode zu demonstrieren.

1M1.1. Dreiecksintegration bei FE
CST - Element:

Die Integranden fiir die Ermittlung der Matrizen A,und A4,
(112,111) sind Konstanten, so daB dort die Dreiecksinte-
gration trivial wurde. Die Integranden der Massenmatrix
(110) sind bei konstanter Dichte im Element Potenzen von
x und y bis zur zweiten Ordnung. Die Integrationsformeln
flir diese Fille wurden aus / 35 / Anhang 3 entnommen.

LST - Element:

Bei diesem Element treten Glieder bis zur vierten Potenz
fiir die Massenmatrix auf, fir welche eine Integration
iber das dreieckige Elementgebiet erforderlich -ist. Nach
einer Koordinatentransformation sind die Integrale wit
einer geschlossenen Formel auswertbar:

v
” y (x 1 %3)

3
(07
2 (xl'y).)
2

7 X ? (70) u

zu berechnen:

I = f)(;)’ka/x o[)’

7
Koordinatentransformation: X =X, U txp
Y= d tryl
Funktionaldeterminante: et (_0) =X, =y X E >0

: s
I=2# f(xlufx,v)q'(z,uw@v/ dw dv
A
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Dieser Integral enthdlt Terme der Form:

7 7-v ,. /
j':fVm[l&”Ju: m. " h!
o [/]

(mtns+al!

| Siehe auch /[ 37/ .

11.2. Beispiele

1. Beispiel
Fir den dickwandigen Zylinder sind in / 10_/ analytische

Losungen fiir viskoelastisches Stoffverhalten angegeben.
Diese Ldsungen wurden dort mit dem "Korrespondenzprinzip"
erhalten. Da die Spannungen 6, und 6, nicht von Werkstoff-
konstanten abhingen - also statisch bestimmt sind - &ndern
sie sich auch bei einem viskoelastischen Stoffgesetz nicht.
Fir den Zylinder aus Bild 8 mit einer Sprungfunktion

ebener Verzerrungszustand, dickwandiger Zylinder

f Oq
020,1016m

o, _ b = 00508m




- 78 -

als Innendruckbelastung folgt die analytische Losung aus

[ 10_7 fiir elastischen hydrostatischen Zustand und MAXWELL-
Deviatorzustand:

* _»r¥ 5 7 B L R YT
“(ﬁl‘)"al-&t {L [7-{/(/,1.,%'6 EXpy *9; ]+ ..._%_.f;_,_f

>

_Pé ) at — P’ 2’
o= (71-5%) bo=grgr (7 +7i)

X,U

Elementtyp: CST (Constant Strain Triangle)

Bild 9

+ Mit dem Elementtyp nach Bild 9 und der Elementaufteilung
eines Sektors des Zylinders nach Bild 10 wurde eine nume-
rische Losung ermittelt. Die Gesamtbewegungsgleichung hat
die Form von (53), allerdings mit verschwindender Massen-
matrix, da Tragheitsterme bei diesem Beispiel vernachlis-
sigt wurden. Der Belastungssprung zu Beginn der Belastung
wurde durch eine statische Rechnung nach (178) beriicksich-

tigt.

* In /70 _7 Formel (8.46) ist ein Rechenfehler enthalten.
Hier ist die richtige Losung angegeben.



-7 -

Aufteilung des Gesamtsystems

20 CST-Elemente
22 Freiheitsgrade

2 4 ' 20

"+ 0,0508m %’

Bild 10

Die Spannungen schlieBlich und speziell die Deviator-

spannungen sind mittels (171) ermittelt.

Die numerische Losung dér Gesamtbewegungsgleichung er-
gibt sich mit Matrizenfunktionen als Ubertragungsver-

fahren

.’f]v X (¢ + Ao Xy %

é(t)z Al = -é-_ﬁ}iﬁfl X :g'i(ﬁ
7 K : 0 2 -
o /_‘T'ALL
Losung: 2,.,... =€ ‘&, = _é_/-g
-7
Rechendaten: at = 703

10 Reihenglieder zur Bestimmung
der Ubertragungsmatrix
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u
A
r=0,1016 m
0,005m -
0,004m -
r=0,0508m
0.003"‘ —/
‘ FEM
0,002 m 1 I T | B"t
0,25s 0,5s 0,75s 1,0s
Ut
Uyr)
0,005 m
0,004 m —
0,003 m — t=050s
FEM 7 t=025s
t=0,00s
0002 m T I I 1 T—>=7T
| |
I |
r =0,0508m r=0,1016m
Werkstoffgesetze
s=3Ke | HOOKE 3K = 2 N/m?
p = 3s
T+p, T =q,€ | MAXWELL q, = 1 Ns/m?

Bild 11
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In Bild 11 sind die Verschiebungen «.-¢ aufgetragen.
Kreise geben FEM-Losungen und Striche die amnalytische
Losung an. Im Rahmen der Zeichengenauigkeit ist ‘kaum
ein Unterschied zwischen beiden Lésungen zu bemerken.
Auf eine Wiedergabe der Spannungen wird verzichtet, da
sie sich zewitlich nicht andern.

2. Beispiel

Fiir den Zylinder aus Beispiel 1 (Bilder 8, 9, 10) wurde
eine Berechnung mit dem Deviatorstoffgesetz als KELVIN-
ESrper durchgefiihrt. Zur Integration der Bewegungsglei-
chung sind auch in diesem Beispiel Matrizenfunktionen
als Ubertragungsmatrizen mit den Rechendaten:

at = Oooss

8 Reihenglieder zur Bestimmung der
Ubertragungsmatrix.

benutzt worden.

Eine analytische Losung dieser Aufgabe ist wiederum in
/[ 10_7 gegeben:

Ly, 3
LS BNLLA s
a(-;-' ) = T {( r [7._ e 2)
| 2

A9,
Q_ - y]
to[7- e ]

In Bild 12 sind die Rechenergebnisse aufgetragen, und
zwar durchgezogene Linien fiir die analytische L&sung

und Kreise fiir die FEM-Losung. Wie auch beim 1. Bei~

spiel sind hier im Rahmen der Zeichengenauigkeit kaum
Differenzen zwischen beiden Losungen bemerkbar.
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—or=0,0508m
e - = 0,1016m
0,0010 m / '
,/'/
EM e
I T —o t
0055 0105 0153 0,20s 0,25s
Uiy)
00016m
_\ t=0,25s
t 0,20s
0,0010m f\\ =0,10's
° o o t=0,05s
-0\
o ——o o o o t=0,03s
o o o o —o tz=0,02s
2 o o / o t=0,01s
bi
- FEM-
T T T T T &= [
Ur)
l
f=0,0508m r=0,1016m
Werkstoffgesetze
_ 2
s= 3Ke | HOOKE 3K= 2 N/m
qO =1 N/m2
1=q,e+q,€| KELVIN q, = 005 Ns/m?

Bild 12
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5. Beispiel

ebener Verzerrungszustand, ummantelter Zylinder

G a=0,1016m
e
b=0,0508m

d=0,003175m
G,‘\ ' P(t)
S, .

Stahl viskoelastischer Stoff
s=3K-e HOOKE ~ s=3K-e HOOKE
T=26-€  HOOKE Tep,T=zq,€  MAXWELL
3K=5,21044-10" N/m?2 3K=2,06843 -10° N/m?
2G= 1,58925-10"" N/m? g, =0,51711 109 Ns/m?
P, = 1 s
Bild 13

In /[ 22_7/ ist fiir einen ummantelten Zylinder eine ana-
lytische LOsung mit dem Korrespondenzprinzip wund der
LAPLACE-Transformation erhalten worden. Der Kern besteht
aus einem viskoelastischem Stoff und der Mantel aus dem
rein elastischen Werkstoff Stahl. Aus Bild 13 sind die
Geometrie, die Belastung und die Stoffkennwerte ersicht-

lich.
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20 +2 CST-Elemente
24 Freiheitsgrade

viskoelastischer Werk stoff
2 23 o

'o / 16

3
\/
'-' ‘V‘v t,_ Stahl
10 {11\ 14 ."-'

7»71 AAAAAAAA-—M
4 22

_+ 0,0508 m %—

0,003175m

Bild 14

In Gegensatz zu / 22 / sind die Stoffkennwerte im Inter-
nationalen Einheitensystem angegeben. Fiir die Element-
aufteilung nach Bild 14 wit dem CST-Element (Bild 9)
ergibt sich die Gesamtbewegungsgleichung zu:

Ao Xy t Ao X4y = (7+p, ;'(7/_//"

Diese wurde mit einem RUNGE-KUTTA-Verfahren 4. Ordnung
in Zeitschritten von 4f= 0,04 s integriert. In Bild 15 ist
die numerische Lésung nach RUNGE-KUTTA-durch Punkte und
die analytische Ldsung nach / 22_/ durch einen durchge-
zogenen Strich fiir die Spannung 6., ,.., ¢ und die Ver-
schiebung u,, ., .5 ) dargestellt.
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A 5s

1 —150, ) r=0,1016m

1 e FEM - Losung,
| (numerische Integration)

— analytische Losung
(LAPLACE -Transf.)

ﬁ u e
1 ot
u,, r=00508m
t
I | I I | I L
5s

Bild 15



- 86 -

T N 10,0 s

—t+—tt-t= 505
! =tz 30S

H—+—++—=100S
.l

[

L

7
t= 1)05
L6 t= 05S
o
"?.54 t=0s
e
.3—
2 .
Bild 16
J -
0: TT[T T[T T[T T[T T[T T[T T 7T [TT[TT]
5 6 7 .8 9 10

—1/a
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Bild 16 gibt den Verlauf der Spamlungen 5’ und 6'9 in
der Darstellung mach /. 22_7 wleder. In Bild 16 ist die
FEM-Losung durch EKreuze' und die a.nalyblsche Losung
wit einer durchgezogenen Linie markiert.

4. Beigpiel -

Der gleiche Zylinder wie im 3. Beispiel wurde fur e:.nen
zeitlich verinderlichen Innendruckverlauf (Bn.ld 1'7) be-
rechnet. Auch hier wurde die Integration uwit emem RUNGE-

KUTTA-Verfahren 4. Ordnung in Zeltschrltten von cl‘ = 0,04
durc,hgefuhrt. s :

E lemenfuuﬂellung

o cST- Elemente
. 2,2_'-3 £1y7:24 Freiheitsgrade

i
J 0,0508 m |

Pinnen RN
o, N e = e T2 5
e ow [ 4 FRR
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10
v “ : v O t=30s
O - S t:Z,OS
- . t=‘,05
" O O Y t=40s
2 051
)
t
T - J S t=5‘os
-t ° 7 B t=0,45
P, O O -0 t:]0,0S
0.|0 ¥ Y 7 T 4:
r=0,0508m r=0,1016 m

Bild 18 ~Or/p

Zur Abschatzung der Genauigkeit der numerischen Ergeb-
nisse sind in Bild 19 einige analytisch ermittelten Lo-
sungskurven und nach dem FEM-Verfahren erhaltenen Werte
aufgetragen. Die analytische Losung wurde vom Verfasser
nach dem in / 22 / beschriebenen Weg aufgestellt. Die
dabei notwendigen LAPLACE-Transformationen wurden nume-
risch mit der "Fast FOURIER Transformation" durchgefiihrt
[ 18_7. Es zeigt sich eine gute Ubereinstimmung der Er-
gebnisse.
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1+10°"1
m
U(” r=0,1016m
5s
1 1 | 1 l 1 1 [ [ b
AV
L1071
m
3.1071
2.0
1.10°% U(t) r= 0,0712 m
Ss +
| 1 ] 1 I S | ___f I [ > ’
f U
1,000
m
u () r=0,0508m
1 1 d L ?S 1 1 g 1 ] ;*
t For Ss
l ] 1 ] | ] 1 ] [l | ;"'
,- r=0'1016m . ‘:;::;:;;;: ::::
-2-10- 1 e s A
T o FEM -Lésung
_g-10"'+ — analytische Losung

Bild 19
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5. Beispiel
Der ummantelte Zylinder nach Bild 13 wurde auch noch
fiir den Fall einer Anfangsauslenkung und verschwin-
denden Innendruck berechnet. Es wurde angenommen, 4daf
der Zylinder solange durch konstanten Innendruck be-
lastet war, bis sich ein Gleichgewichtszustand einge-
stellt hatte. Danach (zum Zeitpunkt t = o) erfolgt die
Entlastung (siehe auch BilﬁDEO).

(t)

N
L~

Bild 20

Der Zustand des Zylinders zum Zeitpunkt t= -0 wurde nach
Kapitel 9 ermittelt. In einer ersten Rechnung wurdea die

Massenmatrix vernachldssigt. Die FEM-LOsung ist in Bild
21 wiedergegeben.

U1A

CENE—h,,

elastische Riickfederung

104071

Uq(t)

Bild 21 Anfangsauslenkung



Diese Losung ergibt sich bei einer RUNGE-KUTTA-Inte-
gration und einer Schrittweite von a4t = 0,054 . In
einer zweiten Rechnung wurden die Massenterme beriick-
sichtigt (., = 709043 /~' ). Um eine numerisch stabile
Lsung zu erhalten, muBte mit einer 200 000 mal klei-
neren Schrittweite als zuvor gerechnet werden. Die Be-
rechnung wurde daraufhin abgebrochen.

6. Beispiel

Mit der gréberen FE-Unterteilung nach Bild 22 ist der
Zylinder von Bild13 fiir eine Schockbelastung berechnet
worden. Dazu wurde ein gleichmiBig verteilter Innenim-
puls aufgebracht. Dieser verteilte Immenimpuls ist durch
dquivalente Einzelimpulse-der Knoten 1 und 2 ersetzt
worden. Mit der Relation:

. . =
Mx,=2 — x,=M-4

148t sich diese Erregung in Anfangsgeschwindigkeiten um-
rechnen und dann die Gesamtbewegungsgleichung der Form

/_43 Xt +£;, Xeoy 1 ﬁo{_"(g) +A°‘_'([é =0

nach dem RUNGE-KUTTA-Verfahren losen. In Bild 23 sind

die Ergebnisse fiir einige Verschiebungen und eine Span-

nung aufgetragen. Der Zeitschritt fiir eine RUNGE-KUTTA-
. ¥

Integration ist 4t =25773.

7. Beispiel

Fir den Zylinder aus dem 6. Beispiel ist auch noch die bei
dynamischen Betrachtungen wichtige VergréBerungsfunktion berech-
net worden. Dazu werden in die Bewegungsgleichung

Ay Xy T A X+ A Xy, T Ao 3y, '"[/(f/"’ﬁ"{’“

die harmonischen Ansitze:

" L wl
Xy = X e?
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10+2 CST-Elemente
14 Freiheitsgrade

7 0,0508 m 7=

0,003175m
Bild 22



-9 -

€ Plig

S0L0Y £ s 007 S0t sl
T v T T T T T v T T T T T T T T I T T T T | L T T T T T T T LI i L )
cw/6x goot = N
_ 13juDp .
gW/0% 058L = J - A > > o)
mLzH wowm@ﬁ = | = (yayuisuaydpl4 oid) J << < u v .r o
sindwiuauy) yoinp bunbaug ¢
® !
[« 0)

>

. >>>\/ .y

S A

_




und _Z[(u = f'- e‘jw*

—

L . f
,W
eingesetzt, und das Zeitgesetz ¢ daraus gekirzt:

(-f oAy - w'h, +7wA, + A)F = (14 Fu) f

Weiterhin gilt:

X =X, tE Xy
fofie
Damit folgt:
[ A -w'd, 5w (A, h)] Gotziy) = fotjuf

Diese komplexe Matrizengleichung wird nun in Real- und
Imagindrteil zerlegt:

A, - w 2 : ‘w(é, -wz/],) gr f.,
rolh-h) Aot | 2] luf
- ;‘:,
_ f, . 0,0508-% N
F- o , = f, = 7—t— =
l[ g ¢ g / ]{; F2 m
0

Fiir einen vorgegebenen Wert w kann das letzte,; reelle,
lineare Gleichungssystem geldost werden. Die VergrdBe-
rungsfunktion

V(w) =7l;”: * }7'14

ist in Bild 24 aufgetragen. Fiir kleine Werte von w - also
kleine Geschwindigkeiten - setzt der Démpfer des Werk-
stoffmodells des Schubzustandes (MAXWELL-Fliissigkeit)
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keinen Widerstand entgegen. Das entspricht bei einer
elastischen Rechnung dem Gleitmodul &#=0. Bei gridBerem
w etwa abw=4¢o§ s 8ind die Geschwindigkeiten so grof,
dafB der Dimpfer als starrer Korper wirkt. Im Bereich
von w=-#>¢ bis w= 7007 ist der EinfluB der Massen-
trigheit noch so gering, daf die Losung fast einer
elastischen Rechnung, nun aber wmit

26=3=Q,.

sehr nahe kommt. Erst ab w-= 7000?’ ist der EinflufB der

Tragheitskrdfte von merkbarem Eir;fluB auf die Ergebnisse.
8. Beispiel

Da bislang nur elastisches Stoffverhalten fiir den hydro-
statischen Zustand angesetzt wurde, ist in diesem Bei-

spiel mit den viskoelastischen Stoffkennwerten fiir den
Kern:

NDeviatorzustand: T=206 € HOOKE
hydrost. Zustand: S +p§ = @ e MAXWELL
26G = 0,57%77 -707 N/t
Gy = 2,068%3 - 707 Ms/?
pr = 7 4

der Zylinder wmit der Geometrie, Aufteilung und der ver-
dnderlichen Belastung von Beispiel 4 berechnet worden.
Bild 25 gibt einige Ergebnisse an.
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s B o

Verschiebungen
Pr)
N
lrnz
? ¢ ) ——
is 3s S5s t
Innendruck

Bild 25

9. Beispiel
Eine inkompressible NEWTON'sche Fliissigkeit ge-
niigt dem Stoffgesetz:

T=2p€=QpF

Q, =’Z?'§%‘
Sind in einer Stromung die konvektiven Ableitungen
gleich O, so lassen sieh diese Stromungen nach dem hier
geschilderten Verfahren berechnen (Kapitel 3.3.2).
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Beispiel: COUETTE - Stromung (stationdre Losung)

1=00011
. m
Uoben =2M/s
—_— T1=27¢
41 42 43 4b 45
—— el — e _<L_
32 40
3 62 63 | 64 65 39
21_—22* 58 *30 =29 g c
- 2 N‘ [
Fo 1N14m__‘_12* S 019 0|2
2,150 10
| —o 1 . f —e 9
46 Am A _Jf_

:0,30m :
~4—— 120m - l'-1’=5g%00 N/m?2

40 CST-Elemente

o 479%800 N/m?2

T Druckverteiluhg

2m/s

Geschwindigkeitsverteilung

—analytische Losung
o FEM-Losung

Bild 26
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Fir eine COUETTE-Stromung ist diese Bedingung erfiillt.
Mit (117) folgt die Bewegungsgleichung des Elements
fir eine stationire Stromung, also verschwindender
Massenmatrix:

Leitet man die letzte Zeile der Matrizengleichung nach
t ab, so ergiht sich:

vi_ |4

(183)

5 0
Da die Stromung stationdr ist, entfdllt auch die Zeit-
abhingigkeit. (183) ist die Bewegungsgleichung fiir eine
lineare, stationdre Stromung. Diese lineare Gleichung
entspricht formal derJenigen einer statischen Aufgabe.

In Bild 26 ist die Elementaufteilung fiir eine laminare
Stromung zwischen einer unteren ruhenden Platte und

einer oberen - mit einer Geschwindigkeit vom 2 w/s be-
wegten - Platte aufgetragen. Am linken Rand betrigt der
Druck 1 N/m2 am rechten Rand 599/600 N/m?. Aus diesen
Druckverldufen sind in horizontaler Richtung Knotenkrifte
ermittelt worden und als &duBere Lasten 2ufcebracht worden,
Die Verschiebungen am oberen Rand von 2 m/s sind als vor-
gecebene Verschiebungen eingefiihrt, Die vertiknlen Verschie=-
bungsfreiheitspgrade am linken und rechten Rand ( 2,12,22,32
und 10,20,30,40 ) sind zu Null gesetzt, Fiir jedes aus cweil
Dreieckselementen gebildete Viereck ist ein sorenannter
Druckfreiheitsrrad eingefiihrt ( Freiheitsgrade 4£ his £5 ),
Das numerische Ergebnis zeigt nur eine Druckérierung in
horizontaler Richtung., Die numerische Losung stimmt exakt
mit der analytischen aus /- 28_7 iiberein.
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Beispiel: ebene Spaltstrémung (stationdre Loésung)
80 CST-Elemente

_¢ 0,36 m %_

0,045m
- Uosen = CONSt. =30mM/s

§"?’ 1 x S S e e e e 0O 6 )
S 2 | 2 S
A Nene L 1%
Eld._2 72 PIT ©
o — R 7

= -
(PO &

]

s

- p7e P75 P76 : "gefiihrte’ Geschw.
" gefiihrte” Geschwindigkeit Lingen sind nicht maBstdblich gezeichnet.

PO =P1

Bild 27

10, Beisniel

Fiir eine etere Spalisirimung wurde dhnlich wie in Bei~npiel
9 die stationgre Losung numerisch mit der FEM ermiittelt,
Bild 27 gibt die Abtmessungen und die Flenmentanfteilurnc in
80 CST=-Elemente an. Die Randbedingungen sind entsprechen?

Beispiel 9 einmebaut. In diesem Fall ist nur fiir jede lot-
rechte Elementreihe je 2in Druckfreiheitsgrad circefithrt
worden ( 74 = 81 ). In Bild 28 sind die Ermebnisce mi+ einer
analytischen L#ésung aus /- 28_7 verglichen, Fir eine feinere
Aufteilung in 130 ¥Wlemente ist eine weitere Berechaunc an-~
sectellt worden, Diese Ercebnisse der Druckve~heiluns sinAd
aveh in Bild 28 aufgetracen,

Da mit Aem hier anjierchanen FE=Verfahren nur aechv gimmle
Strimungsvorgince herechenhar sind, haben die Beicniele

9 nd 10 nar rein akademiaschen Wer¥,

Der Versuch des Verfagsers diese Rechenmethade durzh eire
Tteration auch fiir Strf=mimcen nit lonveksiver Gliederr o

waryenien schlugc fohl,
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ebene Spaltstromung

P(x) °
o X X Viskositat
M=008 &3
6N
10°% + ,
m T=27M¢€

o

Flissigkeit

-a% 0,36m Jf-
~— 0,18m —<——018m —¢-

Geschwindigkeitsverteilung

i 30m/s 30m/s 30m/s
£ . .

-4
3
O‘
o

— analytische - Lésung

© FEM-Losung 80 Elemente
x FEM-Lo6ésung 130 Elemente

Langen sind nicht maNstdblich gezeichnet

Bild 28

inkompressible

0,0004 m
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11. Beispiel

35
N

- [ l l lpt Pty

100 kp/cm?2

Wandscheibe

77’777777////f//779'

Bild 29 ebener Spannungszustand

Eine Wandscheibe (Bild 29) aus viskoelastischem Mate-
rial wird durch eine konstante Spannung p,. belastet.
Der zeitliche Verlauf der Auslenkungen und Spannungen
ist zu berechnen. Die konstitutiven Beziehungen lauten:

hydrostatischer Zustand: HOOKE-F.5rper
N
S = 3 e
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DeviatorznstarAd: 3-Parameter-Korper
{ 4% /m

:1——‘

_/‘\./\/ VA/_

Tfp77=%€+g.c:

Pr = 7’5/6' ,7‘0.7."
g, = 6577%4,29 ip/m"

To 4205574 29 Ly Tag /o
Die obigen Stoffgrolen entsprechen den gebriauchlichen
elastischen Konstanten:

{ = 0 . é_(o) = 300 ‘9(' ! k/’v,t").,J
}7(“ bert 0,,’5:

F = oo : £(°°)= 777 37 2 A .
V[OO); 0/ (;

Als Element ist diesmal das LST (Linear Strain Triangle)
gewdahlt worden (Bild 30).

Bild 30 LST -Element

Aus Symmetriegriinden geniigt es nur eine Hilfte der
Wandscheibe zu berechnen. '
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Die Aufteilung in FE und die Knotenfreiheitsgrade sind
in Bild 31 eingezeichnet. Die Gesamtbewegungsgleichung
nach (142) des Systems hat bei Vernachlissigung der
Trigheitsterme die Gestalt:

K‘r 01_’_\’(1‘) * _/Lﬁolgm = PL f‘”

d... 2 42
Q1= ao "'27071 kK aﬁ&ﬁ
QZ:QDQ” 3K[9°+[7"+P’7")dz‘ +/o,7,§;z:]

=R (ﬂQu” @ By) = 34r29,+ (645, 125,5,#20,)- 55

P

* p, (?K}),, +29,) %[2"'

Fir (184) sind zum Zeitpunkt t = + O die Anfangswerte
X, und x, zu bestimmen (Kapitel 8):

Anfangsauslenkung:

e’o =7 s Q”o =N
- . : L2 (siehe Bild 2
P@g =7 J 000 P2 * )
7,
Q70 = /,,:. .
on: IK /,:
Pl .= ix +.,2;:

2
(é_(, /,i’& + K, 3K -;f))_(o =[3’/(+.fo)'/.,

(184)

(185)
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}-—— 100 = '1oo —
=+ * ‘ * + p=100kp/cm?
|~— 60 —-|—1.o—-+~z.o-|-—eo

63

157

100 -

(10)] § |so

1)

+
©
®
O]
100 wi—— 60 —-+-z.o~|

200
=
—_—

.

I

!

l-m—— 100

Mafe
incm diskretisierte Strukt_ur

68 Freiheitsgrade
15 Elemente

Bild 31
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Anfangsgeschwindigkeit:

8/0 =7 J 0”0 e
- ° Z (siehe (179))
P‘@ = 7 l. 000 =7_&lo

V&]

2

(ﬁ(‘r ng + A, Q.po'a.aa)':gv = [Q.”o+'2 Q.oo’j{”

Division durc}:x Q” , und anschlieBend Grenziibergang

o]
ergibt: A, Qoo i(o :/[o (186)
‘-Ut
(t) Uga(= )
Usi(e )
4
Ui(eo)
- ——x‘
./
—t -4 } + # + 4 ¢ n-t
50 Tage

Bild 32 Verschiebungen
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Durch Losen der linearen Gleichungen (135) und (136)
werden die Anfangswerte bestimmt. Die Matrizendifferen-
tialgleichung zweiter Ordnung (184) ist mit einem RUNGE-
KUTTA-Verfahren fiir eine Schrittweite von at = 1 Tag in-
tegriert worden. Einige Verschiebungsverliufe sind in
Bild %2 aufgetragen.

Verschiebung 500fach t= -0

Uberhdht dargestellt /////,t= +0
A, '/t = o0
7 ,/
’I

Bild 33 Anfangs- und Endauslenkung

Eine Berechnung des Endzustandes wurde nach der in
Kapitel 9 beschriebenen Methode durchgefiihrt.
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Die Bewegungsgleichung lautet fiir diesen Fall:
P”ao: 7 /' o”m = 3}(

P =7 ; Qp,, - »,l =% (siehe Bild 2)
V(oe) .
Q71, - 9,°
@2, = 3/\’7‘,
PL. = 3K *29,
(K, g + K 3Kg ) X = (?K”%/ﬁo (187)

Die Verschiebungen zum Zeitpunkt t = O und t =« 8ind in
Bild 33, der Spannungsverlauf -6;.,) in Bild 34 wiederge-
geben.

Bild 3A -GY(OO) -100
-94
1A -80 -92
ob T
=70 -80
-30TITTLTTITIT] ~10

=40 O OO T - 60



- 109 -

Fir eine langsam ansteigende Belastung und anschlieBende
Entlastung P(t) entsprechend dem in dem unteren Teil von
Bild 35 eingetragenem Verlauf ist eine weitere Rechnung
durchgefiihrt worden. Auch diesmal ist die Bewegungaglei-
chung mit dem RUNGE-KUTTA-Verfahren bei einer Schritt-
weite von At = 1 Tag integriert worden. Die berechnete,
vertikale Verschiebung des oberen mittleren Punktes Xeg
ist ebenfalls in Bild 35 eingetragen. Von diesem Verschie-
bungsverlauf der Scheibe ist ein zeitgeraffter Trickfilm
angefertigt worden.

)
Xegyy
Verschiebung
Senen ——
E
30 60 90 120 150 Tage T
kp/em?
Belastung
100¢
60
30 60 30 120 150 t

Bild 35
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12. Zussmmenfassung

In der vorliegenden Arbeit wurde das sogenannte Wegzrollen—
verfahren der Finiten Element Methode fiir linear wvisko-
elastisches Werkstoffverhalten und kleine Verzerrungen
angewandt und fir die numerische Berechnung aufbereitet.
Das isotrope, kontinuumsmechanische Problem, das durch
partielle Differentialgleichungen in den Ortskoordinaten
%, ¥ und 2 und der Zeitkocordinate t beschrieben ist, wird
in den Ortskoordinaten durch FE diskretisiert. Diese '
Elementgleichungen sind als Matrizendifferentialglei-
chungen mit konstanten Koeffizlentenmatrizen formuliert.
Die globale Bewegungsgleichung des Gesamtsystems ergibt
sich ebenfalls als lineare Matrizendifferentialgleichung
mit konstanten Koeffizientenmatrizen. Diese Matrizen

fir die Gesambtstruktur lassen sich mit den gebriuch-
lichen Algorithmen der FEM aufstellen. Nach dem Auf-
stellen der Gesambtbewegungsgleichung verbleibt noch die
Losung der Matrizendifferentialgleichung als Anfangs-
wertprcblem in der Zeitkoordinate.

Es kiinnen beliebige FE ( compatible model ) fiir das
hier vorgestellte Verfahren verwendet werden. Es eignet
sich zur Beriicksichtigung beliebiger, linear viskoser
Stoffgesetze. Auch fiir inkompressibles Stoffverhalten
kann eine Berechnung durchgefiihrt werden. Die konsti-
tutiven Beziehungen sind fiir die Gestaltsinderung und
die Volumendnderung durch Werkstoffmodelle aus linearen
Federn und viskosen Dampfern charakterisiert.

Schwingungs~, Eriech- und einfache Stromungsvorginge
lassen sich mit dem hier vorgestellten FE-Verfahren
berechnen. Die Gleichungen fiir den ebenen Verzerrungs-—
zustand und ebenen Spannungszustand, sowie fiir den drei-
dimensionalen Fall sind angegeben. Ebenso sind die Glei-
chungen fiir inkompressibles Stoffverhalten abgeleitet.
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