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Zusammenfassung

Gegenstand der Untersuchung ist die querkraftfreie
elastoplastische Blechbiegung bei zyklischer Bean-
spruchung durch Vorgabe einer konstanten Winkelampli-
tude. Dazu wird eine Theorie fiir endliche Verzerrungen
formuliert, die es gestattet fiir kombinierte isotrope
und kinematische Werkstoffverfestigung sé@mtliche
Spannungs- und Forminderungswerte des Problems anzu-
geben, Besondere Aufmerksamkeit wird dabei der Akku-
mulation der Effekte zweiter Ordnung gewidmet. Zur
Beurteilung der Ergebnisse werden Versuche an Alumi-
niumblechen durchgefiihrt. Der Vergleich der Theorie-
mit den Versuchsergebnissen bestétigt die Brauchbar-
keit der Ansdtze.

Summary

This paper deals with the elastoplastic pure bending
of a wide plate (plain strain) under cyclic loading
by constant angle-amplitude for finite deformations.
A theory is presented, which gives the complete solu-
tion of the stresses and deformations for a material
with combined isotropic and kinematic hardening.
Special consideration is given to the accumulation
of second-order effects., To criticize the results,
experiments are made with aluminum specimens. The
experimental measurements are in good agreement with
the results of the calculations.
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ﬁ Kronecker -~ Delta
9Lk Metriktensor
it Christoffelsymbole
9 Determinante des Metriktensors
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C}h Physikalische Komponenten wvon ()ﬁ



Symbol

Name

Ji

Q ¥ X TS 0m

¥ P
Xmax,ﬂmox
AXe, APr

Invarianten des Spannungsdeviators
Plastizitdtsbedingung

FlieBbedingung
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Plastische Arbeit

Spannung im Zugversuch

natiirliche Dehnung im Zugversuch
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ProportionalitédtsgroBe im Stoffgesetz
Biegemoment (auf Lingeneinheit bezogen)
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Biegewinkel, bezogener Biegewinkel
Grenzwinkel (Winkelamplitude)
Riickfederung

Zykluszahl



Symbol Name
¢ Nullfagerlinge (g2 = 0) bei Verformung
ta Linge einer beliebigen Faser bei Verf,
a Abstand der Paser {5 von der Nullfaser
r Biegeradius der Nullfaser
X Dimensionslose Korperkoordinate X = §2/$°
u ForminderungsgroBe, Abk, fir WU = ((+a-X)/€o
V Volumen
G Gleitmodul
E Elastizitdtsmodul
/’l Querkontraktionszahl
K Kompressionsmodul
B Plastizitatsmodul
C GroBe der kinematischen Verfestigung
O(h Tensor der kinematischen Verfestigung
g Massendichte ’
X,l X, Avkiirzungen gemif Gl. (5.19) und (5.28)
H Abkiirzung im Stoffgesetz, Gl. (6.4)



Symbol Name

hqy h, Integrationskonstanten

()] Kovariante Ableitung nach §[

M Partielle Ableitung mach £°

()], Kovariante Ableitung nach der Zeit
) Partielle Ableitung nach der Zeit
() Partielle Ableitung nach x

(o) GrtBen des Ausgangszustandes
(E),v(P) Flastischer bzw. plastischer Anteil
(™) Wert einer GriéBSe vor Entlastung

() ) Zu Tresca bzw. zu v. Mises gehdrig



1. Einfithrung

Die plastische Blechbiegung hat sich einerseits we-
gen der relativ einfachen mathematischen Beschrei-
bungsmdglichkeit, andererseits wegen der guten Zu-
ginglichkeit im Experiment schon immer zur Priifung
neuer Ansitze und Theorien bewdhrt. Dariiber hinaus
ist die Blechbiegung wegen der technischen Bedeutung
von grofem Interesse und deshald Gegenstand vieler
Untersuchungen,

Die Bestimmung der zum Blechbiegen erforderlichen
Krifte steht im Vordergrund bei den ersten Ansitzen,
die fiir die Biegung bei endlichen plastischen Defor-
mationen gemacht werden. Diese Ansidtze fiihren zuriick
auf eine Arbeit von LUDWIG aus dem Jahr 1903 [1].
Dabei geht LUDWIG so vor, daB er bei Annahme einer
linearen Dehnungsverteilung iiber den Querschnitt den
einzelnen Schichten Spannungen - nicht nach dem Hooke-
schen Gesetz, sondern entsprechend der wirklichen
Spannungs-Dehnungslinie des einachsigen Zug- bzw,
Druckversuches - zuordnet. Er legt also einen ein-
achsigen Spannungszustand zugrunde., Daher gestattet
es dieser Ansatz auch nicht, Aussagen iiber die
Radialspannungen sowie die Blechdickeninderung zu
treffen,

Diese Mingel werden erst beseitigt, als zu Anfang der
50er Jahre unter Benutzung der Methoden der Plastizi-
tatestheorie eine systematische Untersuchung der beim
plastischen Biegen auftretenden Probleme einsetzt.

In der Plastizitidtstheorie legt ein FlieBkriterium
den Beginn plastischer Deformationen bel beliebigen
Beanspruchungen fest. Fiir die plastischen Verfor-
mungen wird entsprechend dem Elastizitdtsgesetz ein



Plastizititsgesetz eingefiihrt, welches es gestattet
das Spannungs-Dehnungsverhalten vom einachsigen Span-
nungszustand auf beliebige Spannungszustinde zu iiber-
tragen.

Zu den ersten Untersuchungen, die planmiBig auf der
Plagtizitdtstheorie aufbauen, gehdrt eine Arbeit aus
dem Jahr 1950 von HILL [2] *), Die in dieser Arbeit
benutzten Ansitze fiir ein starr-ideal-plastisches
Materialverhalten ermbglichen zwar die Bestimmung der
Radialspannung bei der Blechbiegung, jedoch nicht die
Berechnung der Dickeninderung. LUBAHN und SACHS [4]
versuchen mit denselben Werkstoffannshmen in einem
fragwiirdigen Niherungsverfahren die Dickeninderung zu
bestimmen,

Die weiteren Untersuchungen zielen zunichst dahin,

ein realistischeres Werkstoffverhalten in die Uber-
legungen einzubeziehen., Die Annghme eines starr-ideal-
plastischen Materials fithrt bei groBen TForméndexrungen
némlich zu erheblichen Abweichungen gegeniiber den
wirklichen Verhidltnissen beim Blechbiegen. PROKSA [5]
gelingt es die Verfestigung zu beriicksichtigen, wobei
jedoch auch das von ihm untersuchte starr-plastische,
linear~verfestigende Material noch eine starke Ideali-
sierung darstellt, da er elastische Forminderungen
vernachléssigt, Pir kleine Verzerrungen unter Einbe-
ziehung der elastischen Anteile der Forminderungen
geben schlieBlich SHAFFER und HOUSE [6] sowie EASON
[7] Losungen an.

+) Eine vollstiéndige Literaturiibersicht iiber die
Probleme des plastischen Biegens 80ll hier nicht
angegeben werden, Sie kann einer Arbeit des Ver-
fassers entnommen werden [3].



In den folgenden Jahren wird dann den oben erwidhnten
Effekten zweiter Ordnung mehr Aufmerksamkeit gewidmet,
wobei die Untersuchungen durchweg fiir endliche Ver-
zerrungen vorgenommen werden., De BOER [8] gibt fiir
elastische Werkstoffe die Dickeninderung fiir die
Flach- und die Hochkantbiegung an '), Ihm gelingt es
auch die Dickeniénderung bei der Flachbiegung fiir
elasto-ideal-plastisches Stoffverhalten zu bestimmen -
hier ein irreversibler Effekt zweiter Ordnung [91].
BRUHNS und THERMANN [10 bis 13] bauen diese Ansdtze
weiter aus fiir isotrop, linear und unterlinear ver-
festigende sowie kompressible Stoffe bei der Blech-
und Scheibenbiegung. Experimentell wird das Problem
zuletzt von RECHLIN [14] untersucht.

Zur gleichen Zeit werden von SWIFT [15] und RONAY
(16, 17] fiir die Torsion -~ sie ist im Experiment noch
besser beherrschbar als die Biegung - bereits Unter-
suchungen iiber zyklische Belastungen bei groBen
plastischen Forménderungen angestellt., Auch hier gilt
das Interesse den Effekten zweiter Ordnung, der
Langendnderung der tordierten Stébe, dem sogenannten
Poynting-Effekt., Die Untersuchungen ergeben, daB sich
diese Effekte bei zyklischer Belastung akkumulieren
konnen und damit in ihrer Bedeutung wachsen.

Fiir die plastische Biegung hingegen sind solche Unter-
suchungen ++) fiir zyklische Beanspruchungen bei end-

*) Die Blechbiegung bezeichnet man auch als Flach-
biegung und legt bel der Berechnung die Annahme eines
ebenen Verzerrungszustandes zugrunde, Die Hochkant-
biegung entspricht der Scheibenbiegung mit der Annahme
eines ebenen Spannungszustandes.

*+) Dabei sei nicht an Dauerfestigkeitsversuche mit
hohen Lastspielzahlen gedacht, bei denen die Effekte
zweiter Ordnung auBer Acht gelassen werden.



lichen Verzerrungen noch nicht durchgefiithrt worden.,
Die vorliegende Arbeit soll nun zur Ldsung dieses
Problems beitragen, indem theoretisch gewonnene Er-
gebnisse den Befunden der experimentellen Unter-
suchungen an Aluminiumblechen gegeniibergestellt
werden.

Fir die Berechnung werden einige Idealisierungen

vorgenommen, Wir wollen von der Annsahme einer reinen

(querkraftfreien) Blechbiegung ausgehen. Das bedingt

die folgenden Voraussetzungen:

1. Der geometrische Zustand des verformten Korpers
sei in der in Kapitel 4.1 (vergl. Abb. 4-~2) niher
beschriebenen Weise vorgegeben, d. h. alle Quer-
gschnitte, die vor der Verformumg eben und recht-
winklig zur Oberfléche waren, sollen auch widhrend
des gesamten Biegevorganges diese Eigenschaften
behalten, Diese Voraussetzung ist erfiillt, wenn
die Belastung, die nur aus an den Endquerschnitten
angreifenden Momenten besteht, hier die gleiche
Spannungsverteilung hervorruft wie in jedem ande-
ren Querschnitt.

2, Eg liege ein ebener Verzerrungszustand vor.

3. Der Werkstoff sei inkompressibel.

4, Das Stoffverhalten sei im elastischen Bereich
durch die Henckysche Spannungs-Dehnungsbeziehung
gegeben,Flir die plastischen Verzerrungsgeschwin-
digkeiten gelte die Normalit#tsregel., Die darin .
noch enthaltene FlieBbedingung und der Verfesti-
gungsansatz werden im einzelnen in Kapitel 5 be-
sprochen. )

5. Die Formiénderungen seien im thermodynamischen
Sinne isotherm und vollziehen sich so langsam,
daB Tréghelitswirkungen unberiicksichtigt bleiben
konnen.

6. Das Eigengewicht werde vernachlissigt.
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Diese teilseinschriinkenden Annahmen sollen in den
folgenden Kapiteln noch eingehender diskutiert wer-
den. In Kapitel 2 werden bekannte stoffunabhingige
Grundlagen der Kontinuumsmechanik, die fiir das Wei-
tere bendtigt werden, kurz zusammengestellt und in
Kapitel 3 durch die Stoffgesetze erginzt. Die geo-
metrische Untersuchung erfolgt in Kapitel 4, Die
damit gewonnenen Grundlagen werden in Kapitel 5 zu
den Differentialgleichungen der elastoplastischen
zyklischen Blechbiegung verarbeitet mit anschlieflen-
der Erliuterung zur numerischen Losung (Kapitel 6).
SchlieBlich miissen noch die StoffkenngroBen bestimmt
werden (Kapitel 7), bevor an Beispielen grundsitz-
liche Fragen diskutiert werden konnen (Kapitel 8).
In Kapitel 9 und 10 werden die Versuchseinrichtung
sowie die Durchfiihrung der Versuche erliutert.
AbschlieBend werden die Versuchsergebnisse den
theoretisch gewonnenen Ergebnissen gegeniibergestellt
und diskutiert.
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2, _Stoffunabhingige Grundlagen

2.1 Koordinatensystem

Zur Beschreibung des Verformungsvorganges eines Kor-
pers fiihren wir ein raumfestes kartesisches Koordi-
natensystem

X* mit den Basisvektoren €, (=1, 2, 3)
und ein kodrperfestes Koordinatensystem
§k mit den Basisvektoren (k, (k =1, 2, 3)

ein, das simtliche Verformungen des Korvers mit-

macht +). Es steht uns frei, alle uns interessierenden
GroBen entweder auf das aus dem raumfesten oder das aus
dem korperfesten Koordinatensystem abgeleitete Bezugs-
system zu beziehen. Bei den hier betrachteten endlichen
Formidnderungen empfiehlt es sich solche GréBen, die
bestimmten Korperpunkten zugeordnet sind wie z. B.
Spannungen und Verzerrungen, auf das kdrperfeste Be-~
zugssystem zu beziehen; d. h. wir werden im folgenden
von einer korperbezogenen Darstellung ausgehen.

Die von der Zeit t abhingige Beziehung zwischen dem
korperfesten Koordinatensystem gk und dem raumfesten
Koordinatensystem X* sei gegeben durch

X< = XU(Et); B = E(x*t). (2.1

*) GréSen, die auf das raumfeste Koordinatensystem
bezogen sind, erhalten als Indizes griechische Buch-
staben, GroBen, die auf das korperfeste Koordinaten-
system bezogen sind, erhalten lateinische Buchstaben
als Indizes.
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Dabei spielt die Zeit nur die Rolle eines Parameters,
dessen Anwachsen das TFortschreiten des Forminderungs-
vorganges kennzeichnet., An die Stelle der Zeit konnen
daher auch andere Parameter treten, die (wenn auch

nur abschnittsweise) monotone PFunktionen der Zeit sind.

In raumfesten Koordinaten gilt fiir den Ortsvektor

ro= X*ex . | (2.2)

~v

Damit ergeben sich die Basisvektoren des korperfesten
Koordinatensystems zu

)L

gk = 9 §k

Fir den Zusammenhang zwischen den Basisvektoren im
korperfesten und raumfesten System erhalten wir

J x*

(2.3)

A TT € = Ck €« (2.4)
wenn wir

I x*
Cff = 3§k (2.5)

setzen, Die Komponenten des Metriktensors erhalten
wir dann aus

oL k
Seine kontravarianten Komponenten werden durch
L — ir
» (Sk - g 9Vk (2.7)

definiert, wobei Ow das Kroneckersymbol darstellt.



2,2 Tensor der Verzerrungsgeschwindigkeit und Ver-
zerrungstensor

Es sei vi das Geschwindigkeitsfeld der Korperpunkte
gegeniiber dem raumfesten Bezugssystem und vilk die
kovariante Ableitung nach den Ortskoordinaten. Der
in einen symmetrischen und einen antimetrischen An-
teil zerlegte Geschwindigkeitsgradient lautet dann

Vi, = 4 [Vier vkl"]+%[v‘|k—vle] . (2.8)

Als Verzerrungsgeschwindigkeitstensor fithren wir
wie iiblich den symmetrischen Teil des Geschwindig-
keitsgradienten ein

dp = %{vilkﬁ“ VKIL]. (2.9)

Wir konnen die Verzerrungsgeschwindigkeit auch durch
die Metrikkoeffizienten ausdriicken

di = 59" gm (2,10)

Der iibergesetzte Punkt bezeichnet dabei die substan-
tielle Ableitung, d. h. partielle Ableitung nach der
Zeit bei festgehaltenen Korperkoordinaten gt .
Moglichkeiten fiir die Definition von Verzerrungsten-
goren sind in der Literatur (vergl. [18]) in groBer
Zahl angegeben, Wir folgen hier einem Vorschlag von
LEHMANN [19] und definieren als Verzerrungstensor den
Tensor, dessen kovariante Ableitung nach der Zeit
gleich dem Tensor der Verzerrungsgeschwindigkeit ist

odi = &kl - - (2.11)
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Fijhren wir die Ableitung ¥) in Gleichung (2.11) aus,
o erhalten wir

dik EL + En dﬁn — £Ldh. (2.12)

Fiir die auch bei der reinen Biegung vorliegenden
koaxialen Forminderungen, d. h. fiir Forminderungen,
bei denen die Hauptachsen des Verzerrungsgeschwindig-
keitstensors und des Verzerrungstensors iibereinstim-
men, fallen die beiden letzten Terme in (2.12) fort
und es wird

di _ 8:.‘ (2.13)

Nun kann man Gleichung (2.13) allgemein integrieren
und erhilt mit (2.,10) den bekannten logarithmischen
Verzerrungstensor

g = 3 An(grgn), (2.14)

wobeli die {ibergesetzte o bedeutet, daB es sich um eine
GroBe handelt, die zum Ausgangszustand gehort. Dieser
Verzerrungstensor wurde schon von HENCKY [21] angege-
ben. Die Volumeninderung erhalten wir durch Spur-
bildung

& = Fh(F) = (P, (@

wobel g die Determinante des Metriktensors bezeichnet
O

und V bzw. V ein Volumenelement vor bzw. nach der

Verformung.,

*) Diese 'objektive' Zeitableitung trégt manchmal
auch andere Namen. Wir begiehen uns hier auf die Be=-
zeichnung von LEHMANN [20], der gezeigt hat, daB sich
diese Ableitung als kovariante Ableitung nach der
Zeit in einem geeignet definierten vierdimensionalen
Kontinuum ergibt.



- 16 =

2,3 Spannungstensor

Den Spannungstensor fithren wir in gemischtvarianter
Schreibweise (% ein. Die Spannungen sind dabei auf

die verzerrten Flichen bezogen (Cauchyscher Spannungs-—
tensor). Die physikalischen Komponenten dieser Span-
nungen erhalten wir nach [22] zu

Ci = 9u Ok (2.16)

Fir Hauptachsensysteme entnimmt man aus Gleichung
(2,16), daB die MaBzahlen des Tensors C) gleich ihren
physikalischen Komponenten sind

»*

ol = Gt . (2.17)

2.4 Gleichgewichtsbedingung

Bei Fehlen von Massenkriften lassen sich die Gleich-
gewichtsbedingungen am Volumenelement bekanntlich
(vergl., [22]) darstellen durch

Cil: = o (2.18)
oder ausgeschrieben

i L r r L
Ok, + [+ Ok — WG =0. (2.19)

Die Christoffelsymbole

_ J9 J9si _ Ogi.k
Mk = 39 [Jgts Dk 9;5]

(2.20)

werden mit Hilfe der MaBzahlen des Metriktensors
gebildet,



3. Grundlegendes zu den Stoffgesetzen

3.1 Allgemeines

Im vorangegangenen Kapitel wurden der Verzerrungsten-
sor bzw., der Tensor der Verzerrungsgeschwindigkeit
und der Spannungstensor eingefiihrt - also stoffunab-
héngige GroBen. Den Zusammenhang zwischen diesen
GroBen beschreibt das Stoffgesetz.

Im folgenden sollen nun fiir elastische und elasto-
plastische Verkstoffe diese Beziehungen zwischen den
Spannungen und den kinematischen GréSen - Verzerrungen
bzw, Verzerrungsgeschwindigkeiten - beschrieben werden.

3.2 Elagtische Formiénderungen

Der Zusgsammenhang zwischen Spannungen und Verzerrungen
bei rein elastischen (hyperelastischen) Forminderun-
gen sei durch die umkehrbar eindeutige Beziehung

Gt = 26 (i -4er8h) +Kerdk (3.1)
K E E £

gegeben., Sie wurde von HENCKY [21] entwickelt. ngei
ist %ﬁ gemiB Gleichung (2.14) zu verstehen und(zt
stellt den Kirchhoffschen Spannungstensor dar, der
mit dem iiblicherweise definierten Spannungstensor
durch das Stoffdichteverh#dltnis §/§ verkniipft ist

ct - S Gt = \’-90— L . (3.2)
K § g

Fiir den Kompressionsmodul gilt

K - 26224 _ _E (3.3)
3(A-3m) 3(A-2m)
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wobei E den Elagstizitdtsmodul, G den Schubmodul und
/(die Querkontraktionszahl beschreibt.

Da bei Metallen unter gewthnlichen Umstinden die Dich-
teénderungen stets klein sind (§/¢ ~1), kann man im
allgemeinen den Kirchhoffschen Spannungstensor durch
den gewohnlichen ersetzen, Wegen der angenommenen
Inkompressibilitit sind h1er<3k und O identisch.

363 Plastische Formidnderungen

3.3.1 Allgemeines

Im Gegensatz zu elastischen Formiinderungen, bei denen

das Stoffgesetz allein aus einem Forminderungsgesetz

besteht, umfaft das Stoffgesetz bei plastischen Defor-

mationen bekanntlich zwei Anteile., Diese sind

1. die Plastizit&dtsbedingung, bestehend aus der FliefB-
bedingung einschlieBlich eines Verfestigungsge-
setzes und der Belastungsbedingung - und das

2. Forménderungsgesetz, welches den eigentlichen Zu-
sammenhang zwischen der Verzerrungsgeschwindigkeit
und den Spannungen bzw., deren Inkrementen liefert.

3e3.2 Plagtizitétsbedingung

Dag Einsetzen plastischer Deformationen wird durch die
FlieBbedingung gekennzeichnet. Wir ktnnen sie fiir den
Fall einer isotropen Verfestigung darstellen als eine
Funktion der Spannungen und eines Verfestigungspara-
meters k

F(Ci, k*) = £(0k)

i
O

(3.4)
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oder - bei der hier vorausgesetzten Inkompressibili-
td4t - auch als eine Punktion der Deviatorspannungen'?ﬁ
bzw, der Invarianten Ux des Spannungsdeviators

FOL Gk = 45 %) -k =0 (3.5)

Die Invarianten sind bestimmt durch

] N .
. A ol ~-k ’___ o~
g =TT, % = det(T%).
In dieser Arbeit sollen die FlieBbedingung nach

v. lises und Tresca gegeniibergestellt werden. Die

FlieBbedingung nach v. IMises 1&dB%t sich bekanntlich
leicht in der Form von Gleichung (3.5) darstellen

_ No_ g2 o ALk 2
E-f0)-§ - 470t -Kk -0 G

was hingegen fiir die Treséa—Bedingung nicht so ein-
fach méglich ist *), Wir wollen deshalb spiter (vergl.
Kapitel 5.2.3) die Bedingung von Tresca unter direk-
ter Ausnutzung der Vorteile des Hauptachsensystems
auswerten.

Bei der zyklischen Biegung liegt ein Problem vor, bel
dem wegen der Belastungsumkehr der Bauschinger-~-Effekt
zur Wirkung kommt., Um solche Prozesse theoretisch
ausreichend zu beschreiben, reicht es erfahrungsgemés
nicht aus von einer FlieBbedingung mit isotroper Ver-
festigung auszugehen, MIODUCHOWSKI und THERMANN [24]
habven fiir die zyklische Torsion gezeigt, daB solche
Ansdtze allenfalls zu qualitativen Aussagen fiihren,

+) Die allgemeine Form der Trescaschen FlieBbedingung
lautet nach [23]

F = 41’3—27%‘2_/84_(17;2 + 24 l,fl‘ll—g_'k‘ =0

T
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Wir wollen daher einen Ansatz fiir eine FlieBbedingung
mit isotroper und anisotroper (kinematischer) Ver-
festigung einfiihren

F((Ci-ok) k) = 1(C—ak) - k=0 (3.1

Ausgehend von der v, Mises Bedingung wird daraus

Z(Th— ol )(TE-atk) — Kk* = 0. (3.8)
In dieser Form geht die Bedingung zuriick auf Arbeiten
von MELAN - PRAGER - SHIELD - ZIEGLER [25 bis 271.
Von BRUHNS [28] wurde diese Bedingung auch schon zur
Beschreibung einfacher zyklischer Forminderungspro-
zesse angewandt. Der Tensorc1£ sei definiert (vergl.
(29]) durch

L], = C-%E. (3.9)

Der Parameter C, den wir hier als konstant annehmen
wollen, was wir jedoch spidter noch kritisch zu unter-
suchen haben, hat die Bedeutung einer Verkstoffkenn-
groBe. Das noch unbestimmte Verfestigungsgesetz k2
wollen wir nach HILL [2] als Punktion der plastischen
Arbeit w beschreiben

k* = Kk*(w). (3.10)

Bei der Bestimmung von k2(w) geht man iiblicherweise
so vor, daB man das noch einzufiihrende (vergl.Kapi-
tel 3.3.3) Formiénderungsgesetz dem einaxialen Zug-
versuch anpaBt. Als Ansatz fiir den Zugversuch wihlen
wir mit G, als FlieBspannung die allgemeine Beziehung

e - g gl em
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G ? uberlinear m«< 1
linear m=1

unterlinear m> 1

arctan(E)

Abb.3-1 Verfestigung im Zugversuch

arctan(B)

"1

Abb.3-2 Plastizitatsmodul
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Dieser Ansatz geht fiir m = 1 (vergl. Abb, 3-1) in

den bekannten linearen Ansatz iiber und verliuft fir

m > 1 unterlinear, fiir m < 1 iiberlinear. Die Bedeu-
tung des Parameters B kotnnen wir uns leicht veran-
schaulichen, wenn wir uns einen starr-plastischen
Stoff mit linearer Verfestigung (E > 0, m = 1) vor-
stellen (vergl. Abb. 3-2), Dann wird nimlich aus (3.11)
B = (C =0b)/E und wir kénnen B als einen 'Plastizi-
tdtsmodul' deuten, Uber die Vorteile eines Ansatzes
gemdB (3.11) hat BRUHNS in [11] berichtet.

Plastische Formidnderungen treten nur dann auf, wenn der
Spannungszustand die FlieBbedingung erfiillt und wenn
zugleich die Spannungsénderungen der Belastungsbedin-
gung geniigen, die wir wie iliblich ansetzen in der Form

IFE =i o |
TO,E Cx O . (3.12)

Wird F = O mit (DF/DOQIﬁEsO oder F < 0, so treten
keine plastischen Deformationen auf,

3¢3.3 Formdnderungsgesetz

Fiir das Forménderungsgesetz verwenden wir den all-
gemeinen Ansatz

' . OF

%f{ = A 3GE (3.13)
welcher der Theorie vom plastischen Potential ent-
gspricht. Dabei ist X eine stets positive skalarwertige
Funktion., Wir kotnnen sie aus der Forderung bestimmen,
daB die TlieBbedingung wéhrend plastiascher Deforma-
tionen stets erfiillt bleibt, d. h.

e

F = 0 . (3.14)
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3.4 Elastoplastische Forménderungen

Bei elastoplastischen Forménderungen setzt sich die
Verzerrungsgeschwindigkeit aus einem elastischen und
einem plastischen Anteil zusammen (vergl. [29])

db = ol +di. (3.15)
E P

Der plastische Anteil.%i ist dabei durch (3.13) gegeben.
Den elastischen Anteil konnen wir (3.1) entnehmen, nach-
dem wir sie in Differentialform iiberfithrt haben. Man

konnte auch gleich von einem hypoelastischen Stoffgesetz

di = S5 Tkl + 5 OFl Sk (3.16)
E

ausgehen wie es in [29] vorgeschlagen wird. Im allgemei-
nen ist das zwar nur eine NzZherung, die aber gerechtfer-
tigt ist, weil die elastischen Verzerrungen fiir metal-
lische Stoffe stets klein bleiben. Fiir die vorliegenden
koaxialen Forminderungen konnen wir die kovariante Ab-
leitung nach der Zeit wieder durch die partielle erset-
zen und erhalten also nach Integration wieder das Stoff-
gesetz der Form (3.1). Es besteht auch die Moglichkeit
(3.15) unter Beriicksichtigung von (2.13) zu integrieren
und dann %£ einzusetzen. Diesen Weg wollen wir jedoch

in Hinsgicht auf die spitere Losung nicht beschreiten.

Ferner wollen wir annehmen, daB8 Entlastungen +) bis
zum Eintreten erneuten FlieBens elastisch verlaufen

d,‘; = di . (3.17)
E

Danach hat dann wieder (3.15) Giiltigkeit.

*) Auch in Hinsicht auf die elastische Zwischenent-
lastung ergibt sich kein Vorteil, wenn man wieder zu
einem finiten Gesetz iibergeht, so daB wir auch hier
bei der Form (3.16) bleiben wollen,
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4, Geometrische Untersuchungen

4,1 Allgemeines

Wir betrachten einen rechteckigen in einer Richtung
unendlich ausgedehnten Plattenstreifen, der im Aus-
gangszustand die ILiénge lo und die Dicke 8, hat, In
die Mittelebene dieses Streifens legen wir ein kor-
perfestes Bezugssystem §k , das voraussetzungsgemis
gémtliche Forminderungen beim Biegen mitmacht (Abb.
4-1 und 4-2)., Im unverformten Zustand f&llt das kor-
perfeste mit dem raumfesten kartesgsischen Xoordina-
tensystem x* zusammen. Zur Betrachtung des verform-
ten Streifens benttigen wir noch als weitere Bezeich-
nungen (vergl. Abb., 4-2) den Abstand a einer beliebi-
gen Faser mit der Linge 1a von der Nullfaser (§2= 0),
die Linge 1 der Nullfaser, den Biegewinkel.g und den
Krimmungsradius r der Nullfaser. Zur Abkiirzung filhren
wir die bezogenen GriBSen

2

So 3

= £ x = (4.1)
lo So

ein und bezeichnen die Ableitung nach der dimensions-

logsen Koordinate x mit ( )'.

Entsprechend der Anmerkung in Kapitel 2.1 bietet es
sich bei dem vorliegenden Problem der zyklischen Bie-
gung an, das Fortschreiten der Forminderung durch den
(bezogenen) Biegewinkel 8 zu beschreiben., Den Zusam-
menhang zwischen B8 und der Zeit t macht die Abb, 4-3
deutlich., Er lautet

p =" 20D pma] | D= ) 2

wobei n die so definierten Zyklen z&hlt und Bmax die
Winkelamplitude (Grenzwinkel) darstellt.
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‘X2= §2 x2___g2
] L .
! x! = §1 x3= §3
lo -
Abb. 4-1 Unverformter Plattenstreifen

Abb.

- Bmax

Abb.

4L-2 Verformter Plattenstreifen

Ie

Bmax 4— e
f=1 \n=2 n=3/\n=1. s

4-3 Zusammenhang von Bund t
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4.2 Bestimmung des lMetriktensors

Zum Zeitpunkt t = t,, d. h. B8 = 8, habe sich der
Blechstreifen unter dem Einflufl der an ihm angreifen-
den Biegemomentenbelastung entsprechend Abb, 4-2 ver-
formt. Man kann aus der Abbildung unmittelbar fiir
einen beliebigen Punkt P ablesen

L. r _ ¥
r—d,, r = T (4.3)
X' = (r+a)sinp = (§+a)-5m(ﬁ §‘)\
X* =-r+(r+a)cosy = —§-+(§+a)-cos(%o§') > (48)

X3

& ).
Mit den Abkiirzungen (4.1) erhalten wir dann fiir die
Transformationsmatrix gemi8 (2.5)

! . —
($+&p)cospx L sinfx
¢ = (£ +E8)sinpx & ospx 0| (®.5)
0 0 |
Darsus wird mit
- Z Qa _ L+ay
u - {o + %o /3 - {o (4.6)
u-cosfy  Hsinfp
ck = |-usinpx  HFcosfpx 0 | @)
_ o 0 1
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Nach (2.6) ergibt sich dann der Metriktensor fiir den
verformten Zustand

gu O 0 w0 o0
IZ ’
9= |0 G o |=| 0 () o we
0 o) 933 0 0 1

sowie fiir den unverformten Zustand mit (2.7)

A 0

(o] 0.

gu=| 0 4 0| =4g% . (4.9)
o o A1_

Gleichung (4.8) und (4.9) stimmen mit den auf andere
Weise gefundenen Ergebnissen in [8 bis 12] iiberein.

4,3 Verzerrungstensor

Mit der Bestimmung des Metriktensors 1iBt sich auch
der Verzerrungstensor nach (2.14) angeben

Fg, 0 o] [u o 0
Ex=1 0 f@ngu of=1] 0 &n% 0 |.(4.10)
0 0 0 0 0 0
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4.4 Gleichgewichtsbedingung

Wir geben nur die fiir die Formulierung der Gleichge-
wichtsbedingung relevanten Christoffelsymbole an.

Sie berechnen sich nach (2.20) unter Beriicksichtigung
von (4.8) zu

ro= g, = 4l W (4.11)

42 24 2 Y11 U

Von den in (2.19) angegebenen Gleichgewichtsbedin~
gungen ergibt lediglich das Gleichgewicht in &’-
Richtung eine nicht triviale Aussage

Ci, = 3 + [ 03— [, Ch=0. (s.12)

Setzen wir die Christoffelsymbole nach (4.11) ein,
so wird daraus

2| U’ 4 2 _
2 T U <04 - Oz) = 0. (4.13)

4,5 Inkompressibilitédtsbedin

Nehmen wir den Werkstoff als inkompressibel an, 80
verschwindet die Volumendehnung und das Volumen V
eines Korperelementes nach der Verformung ist gleich
dem Volumen vor der Verformung, so daB wir mit (2.,15)
schreiben konnen

v o _ 1,_,9_ -4 ~ EL =0 (4.14)
Vv 9

Unter Beriicksichtigung von (4.8) und (4.9) wird daraus

'Ll./ég" - A (4,15)
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Wir wollen sowohl die elastischen wie die plastischen
Forménderungen als volumentreu voraussetzen. Fiir die
plastischen Formiénderungen wird die Inkompressibili-
t4t bekanntlich durch Versuche ausreichend bestiétigt.

Hinsichtlich der elastischen Deformationen haben
BRUHNS und THERMANN in [12] gezeigt, daB sich der
BinfluB der Kompressibilitadt im wesentlichen nur im
elastoplastischen Ubergangsbereich bemerkbar macht.
Darin liegt auch die Begriindung, hier ebenfalls den
elastischen Bereich als inkompressibel anzunehmen,
denn bei den untersuchten groSen Forminderungen
metallischer Werkstoffe bleiben die elastischen An-
teile sehr klein gegeniiber den plastischen.

Wir wollen jedoch nicht auf die Einbeziehung ela-
stischer Anteile der Forminderungen verzichten, weil
das neben Effekten wie Unstetigkeiten in den Spannun-
gen prinzipielle Einschrinkung bei der Problembe-
schreibung bedeutet.
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5. Elastoplastische zyklische Blechbiegung
5.1 Elagtische Formiénderungen

Zur Beschreibung des elastischen Verhaltens hatten
wir in Kapitel 3.2 das Stoffgesetz (3.71) eingefithrt,
Eg stellt einen direkten Zusammenhang zwischen den
Spannungen und den Verzerrungen dar. Die Verzerrun-
gen ihrerseits sind in der in (4.10) gefundenen
Weise mit den ForminderungsgréBen verbunden, Zusam-
men mit der Gleichgewichtsbedingung stellt dies ein
System von gewdhnlichen Differentialgleichungen dar,
Im vorliegenden Fall der Inkompressibilitidt 158+%
sich dieses System unter Beriicksichtigung der Rand-
bedingungen geschlossen ldsen wie DE BOER in (8]
gezeigt hat,

Wir wollen hier in Hinsicht auf die Ldsung des Ge-
samtproblems anders vorgehen. Losen wir das Stoff-
gesetz (3.1) nach den Verzerrungen auf, so wird

( — A (_ A4 N\r ( L Focl .
Ek Ze(ok JCrCSk)+9K Gr(jk' (5.1)

Das Flachbiegen, d. h. Biegen eines Plattenstreifens,
der in&’- Richtung 'unendlich' susgedehnt ist, bedeu-
tet, daB ein ebener Verzerrungszustand vorliegt, 4. h.

?;’ = 0. (5.2)

Mit (5.2) und unter Beriicksichtigung der Inkompressi-
bilitat, d. h. po= 0.5 folgt aus dem Stoffgesetz (5.1)

G = (01 +GC3) . (5.3)
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Aus (4.14) folgt in Verbindung mit (5.1) und (5.3)
E1 = = &% (5.4)
E E :

Somit bleibt von (5.1) schlieBlich nur noch eine
Gleichung iibrig

A
& = — (G - Oq 5.
In Differentialform lautet sie

4 - _/’___ / :1‘ _ 2 ’ »
d: e (C% - 03) (5.6)

562 Plastische Forménderungen

5.2.1 Allgemeines

Wir wollen hier an das in Kapitel 3.3.3 beschriebene

Vorgehen ankniipfen und zundchst die GroSe A bestimmen,

Fithren wir die Forderung (3.14) aus, so wird mit (3.4)

und (3,10)

Fo- fﬁ__ d k*
dw

Der Zuwachs der plastischen Arbeit ist bestimmt durch

W =0. (5.7)

w = T¢ d%(. (5.8)

Multiplizieren wir das Stoffgesetz (3.13) beiderseita
mit T* gso wird

oéﬁ?%f = A 3o'< Tt . o (5.9)
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Pithren wir (5.7) und (5.8) in (5.9) ein, so erhalten
wir schlieBlich

; £
A = dkz JOF 'Z\k (5.10)
dw JCk "t
und damit das Stoffgesetz gemiB (3.13)
- { OF
de = e ' (5.11)
dk* J9F a-p k
P dw 96t ts IO

Un die Gleichung (5.11) rationell auswerten zu konnen,
machen wir einige Vorbetrachtungen zum Spannungszu-
stand. Wegen der Annahme eines ebenen Verzerrungszu-
standes folgt aus der Beziehung dg = 0 fiir elastopla~
stische Forminderungen (3.15) in Verbindung mit dem
Stoffgesetz (3.13) und der jeweiligen FlieBbedingung,
daB auch in elastoplastischen Bereichen gilt

C: = 4(0: +0%) - (a2
govwie
di = o. ’ (5.13)
P

Piithrt man (5.13) in die Inkompressibilititsbedingung
(4.14) ein, so wird

de = —di (5.14)
P P
bzw., mit (3.9)

X7 = C'EPZ = —o;; o} = 0, (5.15)

’

Die Beziehungen (5.12) bis (5.15) gelten sowohl fiir
die v. Mises als auch fiir die Tresca~FlieBbedingung.
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5.2,2 FlieBbedingung nach v. Mises

Die FlieBbedingung nach v. Mises hatten wir in der
Modifikation von MELAN - PRAGER - SHIELD - ZIEGLER
in Gleichung (3.8) angegeben. Unter Beriicksichtigung
von (5.12) konnen wir G3 eleminieren und erhalten

mit (5.15)
A 2 ‘ = |
= fm ke = 4105 - 012081 —k;=0, (5.1

wobei noch das isotrope Verfestigungsgesetz kﬁ(w) zZu
bestimmen bleibt.

5.2.3 FlieBbedingung nach Tresca

Entsprechend unserer Anmerkung in Kapitel 3.3.2 geben
wir die Trescasche FlieBbedingung in der bekannten
Form fiir Hauptachsensysteme an

[(65- 092 (G2-03)-2 ][ (03- 09 -22] = 0.

Modifizieren wir sie entsprechend der Form von Glei-
chung (3.7), so wird daraus

(Or-eAore-an[Or-(0ra)-24}

T[Oé-xi—(o%oa]z—z k.‘rJ = 0.

Diese 'vollstiéndige' Form der Trescaschen FlieBbedin-
gung vereinfacht sich, wenn man die Reihenfolge der
Hauptspannungsdifferenzen, d.h. die betragsmiBig
groBte kennt, Mit (5.12) erweist sich der erste Faktor
in (5.17) als relevant und wir erhalten

2
F=f,-k= 5[01-01-2c8] -k =0. .10

(5.17)
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Auch hier gilt, daB das isotrope Verfestigungsgesetz
k%(w) néch zu begtimmen ist,

Vergleichen wir die FlieBbedingung von Tresca (5.18)
mit der nach v. Mises (5.16), stellen wir fest, daB
sie bis auf einen konstanten Vorfaktor formal iiber-
einstimmen., Um die beiden Bedingungen in den nachfol-
genden Rechnungen zusammenfassen zu konnen, fiihren
wir ein

= 4 - 4

und erhalten dann als gemeinsame Gleichung
2
F= 4k = [0- 01208 - k-0, (5.0

die auf Wunsch wieder die Gestalt der Gleichung
(5.16) oder (5.18) annimmt, wenn wir die entsprechend
indizierten Parameter &€, und k° einsetzen.

5.2.4 Isotropes Verfestigungsgesetz

Das Gesetz fiir den isotropen Anteil der Verfestigung
wird durch die Funktion k2(w) beschrieben. Entspre-
chend unseren Uberlegungen in Kapitel 3.3.2 wollen
wir kz(w) so bestimmen, daB das Stoffgesetz (3.13)
fiir einachgige Spannungszusténde in das des Zugver-
suches (3.11) iibergeht. Aus (3.11) folgt

% B (B}o[(go)m_/’] (5.21)

bzw., wenn wir nach den Spannungen auflosen
A

O=@[B§+4]—"ﬁ, (5.22)

(o]
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Damit wird die plastische Arbeit

&
W = fO de . (5.23)
o P

Mit (5.22) wird daraus unter Beriicksichtigung der
Anfangsbedingung w(0) = O
A va

B m
E +1 -1
W = O [OOBP /’] _ (5.24)
= (@ +1)

Go

Daraus ergibt sich dann

m
g = _QO [4+”n_‘*’li\ﬂ/]m+”
P B m G
Aus der FlieBbedingung nach v. Mises (3.8) erhalten

wir fiir den einachsigen Spannungszustand mit C7 = C
und €7 = &

—/I] (5.25)

2 4 _ 3, )2
ke = 5(C - 3 C g) (5.26)
und fiir die Trescasche Bedingung (5.17)
— 3 2
ki= 2(C- —;C'g) , (5.27)

Um die formal i{ibereinstimmenden Gleichungen zusammen-
zufassen, setzen wir

1 A
€, = 3 A€ = 3 (5.28)

M ’ T
und erhalten

K- = 3(’,_(0~73;Cg)2'. (5.29)
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Fihren wir in diese FlieBbedingung (5.29) die Glei-
chungen (5.22) und (5.25) ein, so wird schlieBlich

1
kZ. _ z)ez(J\:l( I:/]+"r:"é3 -I/mm
2, (5.30)

LT Vit |
-3 5[ me g™

—_

Durch Differentiation nach w erhalten wir auch den im
Stoffgesetz (5.11) bendtigten Ausdruck

okt oY mi B 44
die 23605 1+ 2 By e
m .
— _i;_._é_[._/{ +[I+M:7+4 3 WJ’””'IJ]' (5-31)
B -1
(Bl e B o B Yo )

Die in (5.31) noch enthaltene plastische Arbeit w
berechnen wir fiir das vorliegende Problem mit (5.8)
unter Verwendung von (5.12) bis (5.14) aus

y — — N2 24 .
W (Cs —0h) & (5.32)

De2,5 Plastische Forminderungen

Aus Gleichung (5.20) erhalten wir noch den zur Aus-
wertung des Stoffgesetzes benttigten Tensor

o 28 (Ci-03-2C¢) O 0
Ei‘: 0 -2X.(Ci-Gi-2Cg) 0 |.(5.33)
0 0 0

_ |
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Flihren wir die TFlieBbedingung gemzB8 (5.20) in die
Gleichung (5.10) ein, so wird nach lingerer Rechnung

‘ (Ci- O3%)
- t Ao\ ARk T A2y - (5e34)
4()6‘,6:(04"’ Oz -2 C(%t)"L d_N'(O-r" O&)
Beriicksichtigen wir (5.13) und (5.14), so wissen wiz,

daB nur noch eine Gleichung aus dem Stoffgesetz
(5.11) iibrig bleibt. Sie lautet mit (5.33) und (5.34)

d.d _ (O;_ Oi)‘
P gy dF__ (Ci- O} + (5.33)
i 2% (Ci-Gi-2C &)

5.3 Elastoplastische Forminderungen

Unter Beriicksichtigung der Gleichung (3.15) kdnnen wir
jetzt die elastoplastischen Forminderungen angeben,
Wir erhalten sie aus Gleichung (5.6) in Verbindung mit
(5.34)., Mit Hilfe von (4.10) wird schlieBlich

1 _ 1 « U _
d/l - Cé,r + 6;1 - U- -

y A (5.36)
4G »Z C+ (Ci-C%) (O; B Oé) :

S TEG —C3-2C¢})

Die in (5.36) dargestellte Spannungs-Dehnungsbezie-
hung enth#lt hinsichtlich isotropen, kinematischen
sowie nichtlinearen Verfestigungsverhaltens mehrere
Spezialfsille., Setzen wir z. B, C = 0, s0 erhalten
wir ein Gesetz mit isotroper Verfestigung

v o= (A 1
di = [;r_(; + ZXJ((L G3), e

dw
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wobei sich dkz/dw naech (5.31) berechnet

1~

dk* B o
G/T = »3362_ —",'BT[//'/‘ %1 '—OZZ W:l’m*” . (5.38)

Wir wollen diesen Fall dazu benutzen, unser Ergebnis
zu kontrollieren. Betrachten wir eine lineare Ver-
festigung, also m = 1 so wird aus (5.38)

ol k?

‘;EV— = ‘8 A{Z B ) (5039)

und weiter aus (5.37)

d7 = 4 )( 17— O (5.40)

4 — .
5% t e )0i-0)"

Wir konnen nun integrieren und erhalten unter Beriick-—

gichtigung der Anfangsbedingung

. = 4 ¥:." Co
‘, & j(O« Oz —B— (5.41)

B y. &
oder 5 7
Ci-C)= —m—F3 &+~ * 57— G . (5.42)
+ = At 4 B_
D 43 46 H, 46

Dieses Forminderungsgesetz finden wir bestatigt in
den Arbeiten [10] und [30], wo es zur Beschreibung
der nichtzyklischen Biegung verwendet wurde,

"Eine weitere Kontrolle ergibt sich aus der Betrach-
tung eines elasto-ideal-plastischen Werkstoffes, Wir
haben dann B = 0 zu setzen und erhalten aus (5.42)
Oi - 0% = Y&/ ¥,C.y 4. h. das Stoffverhalten wird
ervartungsgemi durch die FlieBbedingung reprisen-
tiert (vergl. [91).
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5.4 Die Differentialgleichungen

Wir wollen hier die in den vorhergehenden Xapiteln
gefundenen Beziehungen, die zur Beschreibung des vor-
liegenden Problems erforderlich sind, der Ubersicht
wegen noch einmal zusammenstellen. Wir beziehen uns
dabei auf die Gleichungen (4.13), (4.15), (5.6),
(5.31), (5.32), (5.35) und (5.36). Die nachfolgende
Formulierung der Gleichungen wird dabei in Hinsicht
auf den spiter aufzuzeigenden Losungsweg gewihlt.

Gleichgewichtsbedingung

C: = %(O:—O%) (5.43)

Inkompressibilitétsbedingung

P
P

Stoffgesetz fiir elastische (und Entlastungs-) Zonen

= —/f—i@— (O«' - Of) ' (5.45a)

= | (5.44)

U

Stoffgesetz fiir elastoplastische Zonen

= = (ci-o01)
(5.45b)

{A ) y
. dkt (C3 —(2)
46 2ty TE (Ci=0t-2¢8)

Plastische Arbeit

.

w = (0 0C3) é,i (5.46)
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Dazu benstigen wir noch das Stoffgesetz fiir pla-
stische Forminderungen

(C1 - C3)
dk? (Ci-C?) (5.47)
aW odee(C\: Og »ZCCS;

Die in (5.45b) und (5.47) enthaltene Abkurzung ax?/aw
ergibt sich gemidB8 (5.31)

dk* _

£l =
P

2:C+

C[V 'ZXL (J\o’
/mu_;}_ o 9 C M1 B o
[4‘\“ O m+4_z.§ :,1.4. y GLW]MM_]'
mu B :41__§"g_ met_B -
Q)O‘;[-’_/m Oowzm+4 ZC}, /H-/m Oow]m+4 ]

Die GroBen G, m, B, C, 4, und ¥, sind Konstanten, die
wir in den vorhergehenden Kapiteln eingefiihrt hatten.

Mit dem System (5.43) bis (5.47), bestehend aus nicht-
linearen partiellen Differentialgleichungen erster
Ordnung liegen nun fiinf Gleichungen vor zur Bestim-
ming der Unbekannten O3, Gi, u, w, pq. Eine geschlos-
sene Losung dieses Systems ist nicht moglich. Auf

die numerische Losung wollen wir in Kapitel 6 ein-
gehen,



5.5 Anfangs- Rand- und Nebenbedingungen

Als Anfangsbedingungen stehen uns folgende Aussagen
zur Verfiigung. Der untersuchte Kérper soll am Anfang
spannungsfrei sein und 'unverformt' im Sinne wvon Abb.
4-1, Unter Beriicksichtigung von (4.6) folgt daraus

Ci(t=0,x) = 0

Oa(t=0,x) = 0

u(t=0,x) = 1 (5.48)
(t 0,x) = 0

W(t—o x) = 0

Vfeiterhin erhalten wir noch Randbedingungen aus der
Forderung, daB die Radialspannungen Cian den freien
Rindern x = £ 0,5 verschwinden miissen

Oz (ty=-05) =0
Oz(tx= 05 = 0.

Diese Forderung muf zu jedem Zeitpunkt erfiillt sein,
d. h. es muB gelten

(5.49)

Ot (tx=-05) = 0
O%(t,x= 05) = 0.

Die Ubergiinge von elastischen Forminderungen (bzw.
elastischen Entlastungsvorgingen) zu elastoplastischen
sind durch die FlieBbedingung (5.20) bestimmt.

(5.50)
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Dabei sind folgende Moglichkeiten zu beriicksichti-
gen, Erfolgt der Ubergang bei gleichem Vorzeichen

von k wie beim FlieBen vor der Entlastung so wird

aus (5.20) '

1G4 - Gl = IGa- O, (5.51)

wenn (T) den Zustand zu Beginn der Entlastung angibt.
Im anderen Fall folgt aus (5.20)

|G - 0%l = I4~C-¢—S;3-(O—1-—G—§)| . (5.52)

Der Beginn erstmaligen FlieBens ist festgelegt durch
(5.20) in Verbindung mit (5.29)

|10y — G| = %, (5.53)

1

Perner miissen wir das Andauern der (plastischen) Be-
lastung kontrollieren, um mdglicherweise einsetzende
Entlastungen zu erkennen, Dabei sei jetzt nicht an
Entlastungen gedacht, die durch 'duBere' Iinwirkung
beim Ubergang von einem Zyklus zum nichsten auftre-
ten, sondern an solche wie sie im Prinzip aus der
Abb. 5-1 zu erkennen sind. Verfolgen wir dort die
Deformation einer Faser x = x*, 50 erkennen wir, daB
sie nach anfiénglicher elastischer Deformation elasto-
plastisch verformt wird, dann jedoch wieder in den
elastischen Kern wandert, was einer Entlastung ent-
spricht, Dariiber hinaus kann bei weiterem Anwachsen
des Biegewinkels die Faser gegebenenfalls erneut
plagtisch deformiert werden. Auf diesen Sachverhalt

wurde bereits vom Autor [30] aufmerksam gemacht.



Wir werten die Belastungsbedingung (3.12) mit Hilfe
von (5.33) aus und erhalten

3& Gk = 42, (Gi-0i=2¢£1)(03- 0F)>0. (5.5%)

Fir die numerische Ausfithrung ist dabei auf die Be-
ziehung (4.2) zu achten.

Der Wechsel von einem Zyklus zum n#chsten wird durch
Ubergangsbedingungen bestimmt, die den Anfangsbedin-
gungen (5.48) entsvrechen. Die in den Bedingungen
enthaltenen GroBSen sind dann festgelegt durch den am
Ende des alten ijlus vorliegenden Spannungs- und
Verformungszustand.,

Die Randbedingungen (5.50) sowie die Nebenbedingungen
(5.51), (5.52) und (5.54) behalten ihre Giiltigkeit.
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6, Zur numerischen Durcharbeitung

Im vorhergehenden Kapitel hatten wir die das Problem
beschreibenden Differentialgleichungen aufgestellt
und gesehen, daB sich keine geschlossene Ldsung an~
geben 1li8%t.

Die spezielle Struktur der Gleichungen (5.43) bis
(5.47) zeichnet jedoch einen Losungsweg fiir die nu-
merische Berechnung vor. Die Gleichungen sind nim-
lich quasilinear, d. h. linear in den Ableitungen.
Unser Bestreben wird also sein, da uns der Spannungs—
und Verformungszustand zu einer Zeit t = to an jedem
Ort bekannt ist, aus den GrundgréSen Ci, Ci, u, Wy £}
die zeitlichen Inkremente der jeweiligen GréSen zu
bestimmen.

Wir werden zunichst versuchen, die Integration nach
der Raumkoordinate x weiter auszufithren, um die ent-
sprechenden Randbedingungen (5.49) bzw. (5.50) ein~
zuflechten, Dazu gehen wir von Gleichung (5.43) aus.
Mit (5.44) wird daraus nach Bildung der zeitlichen-

Ableitung

I~ (- u)Ci-o)+ Loi-o) . 6

Setzen wir zur Abkiirzung

H = 46, (6.2)
£ .
1 — 2
H = 2(C + (/A/l (C OZ) (6.3)
P div 2, (01-03-2C-€3) ’
-4 (6.4)

2 <
Ho H  H
P
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S0 konnen wir die Spannungs-Dehnungsbeziehungen
(5.45a) und (5.45b) formal zusammenfassen

w A . |
1 H (1 |
Aus (5.44) erhalten wir aus der Differentiation nach

t und Integration iiber x

U

wobei h1(t) die entsprechende Integrationskonstante
darstellt. Setzen wir (6.5) und (6.6) in (6.1) ein,
80 erhalten wir schlieBlich nach Integration iiber x

A - f G0t gy +f f [H—2(01-0%)] dx

(6.7)
- +/§~th [H-2(01-GYdx + by (8
1 ul{_ 1 2 I2 .
- 05 :
Aus der Randbedingung (5.50) folgt sofort

hi(t) = 0. (6.8)

Das erste Integral in (6.7) kénnen wir mit (5.43)
und (5.44) umschreiben und erhalten mit Hilfe der
Randbedingung (5.50)

fOz dx =0, | (6.9)

Somizskonnen wir mit der Randbedingung (5.50) und
(6.9) aus (6,7) die Funktion h,(t) berechnen
95 .X —_
il PE 2(Gi-03)| dx
hit) = — % . (6410)
4 7 A
& [H—z(o;—ogﬂ dx
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Mit den Gleichungen (6.5), (6.6), (6.7) sowie (5.46)
und (5.47) sind nun alle geitlichen Inkremente der
Unbekannten durch die GrundgréBen ausgedriickt.

Fiir die Durchfiilhrung der numerischen Integration fiihren
wir ein Raster mit in x- und t-Richtung jeweila &Hqui-
distanten Stiitzstellen ein., Um einerseits das Einsetzen
von Belastungs—- und Entlastungsvorgédngen gemé den
Nebenbedingungen (5.51) bis (5.54) mit ausreichender
Genanigkeit erfassen zu ktnnen und um andererseits auf-
wendige Untersuchungen z. B. Schrittweitenverfeinerung
an den Berelchsgrenzen zu vermeiden, iat es erforderlich
das Raster relativ eng anzulegen. Das bringt uns dafiir
Vorteile in Hinsicht auf eine ausreichende Konvergeng
auch bei Einsatz einfacher Integrationsverfahren.

Die Integration iiber die Raumkoordinate x erweist sich
wegen des in der oben geschilderten Form vorliegenden
Randwertproblems ohnehin als unproblematisch im Gegen-
satz zum Anfangswertproblem in Bezugvauf die Zeitin-
tegration. Testrechnungen fiir verschiedene Rasterweil-
ten ergaben, daB die LSsung hinsichtlieh Konvergeng
und Stabilitdét in dem betrachteten Bereich als gesi-
chert angesehen werden kann.

In diesem Kaplitel soll noch kurz beschrieben werden,
wie wir weitere interessierende GriS8en berechnen, die
nicht schon als GrundgrBfen in dem oben beschriebenen
Differentialgleichungssystem vorkommen, Zu den GrifSen,
die direkt bei der Ldsung anfallen, gehBren die Azi-
mtalspannung C4{ sowie die Radialspannung Ci,

Von Interesse ist auBerdem das (beziiglich der {'~Rich-

tung) auf dile Lingeneinheit bezogene Moment
a(0.s)

M = | Orada . (6.11)

aos)



Mit (4.6) wird daraus unter Beriicksichtigung der ver-

schwindenden Normalkraft
U5

fO, sudu (6.12)
Ul-95)
und mit (4.15) erhalten wir schlieBlich
2 o5 "
M = ;’5— C1 dx . (6.13)
~05

Weiterhin interessiert uns die Dicke des Bleches
a(os)

S = da. . (6.14)

a(-gs)
Wir integrieren (6.14) und schreiben mit (4.6)

S = %[u(x=o,5J - &L/X=—o,sﬂ . (6.15)
Die Nullfaserlinge 1 ergibt sich aus (4.,6) zu
L = Lo Ulx=0). (6.16)

Die beim Uberschreiten der FlieBbedingung sowie der
Belastungsbedingung abgespeicherten Werte fiir x(8)
ergeben uns dem Verlauf der elastoplastischen Grenzen.

Das in der Programmiersprache ALGOL abgefaBte Pro-
gramm fiir die umfangreiche numerische Berechnung ')
8011l hier nicht im einzelnen erléutert werden. Soweilt
nicht schon aus dem oben beschriebenen Vorgehen der
pringipielle Ablauf der Rechnung erkemntlich ist,
gibt das 'vergrdberte' FluBdiagramm in Abb, 6-1 dar-~
iber Auskunft,

*) Die Rechnungen wurden auf der TR 440 im Rechen-
zentrum der Ruhr - Universitdt - Bochum durchgeflihrt.
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7. Bestimmung der Verfestigungsparameter

Die Pestigkeitseigenschaften von industriell herge-
stellten Metallen, d. h, hier die Eigenschaften der
in den Biegeversuchen (vergl. Kapitel 10) bemutzten
Bleche f#llt im allgemeinen von Tafel zu Tafel sehr
unterschiedlich aus, Es reicht daher nicht aus, soge~
nannte rechnerische WerkstoffkenngrdSen (E, m, B, C)
aus der Literatur zu iibernehmen, sofern sie iiberhaupt
greifbar sind., Die letzte Einschrénkung ist besenders
in Hinsicht auf die GréBe C der kinematischen Verfe-
stigung von Bedeutung.

Es wurden deshalb von den in den Biegeversuchen be-
nutzten Aluminiumblechen mit dem Reinheitsgrad 99 wvon
den verwendeten drei Blechdicken (4, 6 und 8 mm) je-
weils mehrere Proben entnommen und Zugversuche +) ge-
m#8 DIN 50114 und DIN 50143 (vergl. [31]) ausgefiihrt.

Um einen definierten und reproduzierbaren Ausgangs—
zustand der Bleche zu erhalten, wurden diese (ein-
schlieBlich der Proben fiir die Biegeversuche) fir
die Dauer von 30 Minuten bei 400 °C weichgegliiht
(vergl. [32]).

Die aufgenommenen Zugkurven sind in den Abbildungen

7-1 bis 7-3 dargestellt. Aufgetragen sind die wahren

Spannungen iiber der logarithmischen Dehnung. Zum Ver-
gleich sind die Kurven, die dem Ansatz (3.11) entspre-
chen gestrichelt eingezeichnet. Damit sind die fiir die
weiteren Beispiele sowie den Vergleich mit den Biege-
versuchsergebnissen bendtigten Verfestigungsparameter

*) Die Zugversuche wurden auf einer Priifmaschine
(ZWICK 1362) des Institutes fiir Werkstoffkunde der
RUB aufgenommen.
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Abb. 7-3 Zugversuch fiir 8mm Blech
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m und B ebenso wie der Elastizititemodul E (bzw. G mit
p = 0.5) festgelegt. Die FlieBgrenze wird wie iiblich
durch diejenige Spannung bezeichnet, bei der die blei-
bende Dehnung 0,2 % betrigt (vergl. DIN 144 [311).

Die Bestimmung der VerfestigungsgrtBe C ist schwieri-
ger., Man kann sie in einem zyklischen Zugversuch fest-
legen. In der Literatur sind dafilr nur ungeniigende
Angaben zu finden (33 bis 35]. Auch die Bezugnahme

auf Arbeiten, die allgemeinere Spannungszustinde zu-
grunde legen, ist problematisch, weil nicht vergleich-
bare Ansitze benutzt werden oder im Experiment spe-
zielle Legierungen verwendet werden [36, 371.

Un sufwendige Versuche zur Klérung dieses recht eigen-
stdndigen Problems zu vermeiden, wollen wir C so be-
stimmen, daB der Ansatz (3.8), angewendet auf den Zug-
versuch, das Ausbilden einer stabilen Bauschinger-Hyste-
reseschleife ermdglicht [35]., Damit wird gleichzeitig
das Biegemoment in seinem Einspielverhalten - wie der
Vergleich mit den Versuchsergebnissen zeigt ~ richtig
beschrieben. Damit sind alle WerkstoffkenngriBen festge-
legt. Eine Ubersicht gibt die Tabelle in Abb, 7-4 an,

Blechdicke mm 4 6 8
Go N/mm? 30 30 30

E N/m? | 6,45 10%| 6,45 10* | 6,45 10"
¢ N/m? | 2,15 10%| 2,15 10%| 2,15 10%
B ¥/mm? | 1,38 10%| 0,91 10% | 1,25 10%
c §/mm® 34,4 34,4 34,4
m - 4 4 4

Abb, 7 - 4 VWerkstoffkenngrdBen fiir Al 99 w
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8. FErgebnisse der Theorie

8,1 Allgemeines

In diesem Kapitel wollen wir im wesentlichen nur auf
Ergebnisse eingehen, fiir die keine Versuchsergebnisse
zum Vergleich vorliegen. Das in Kapitel 6 erliuterte
Rechenprogramm erméglicht, alle Spannungs- und Form-
anderungswerte in Abhiéngigkeit folgender Parameter
darzustellen:

- X d., h. Wahl der FlieBbedingung

- G/G Ybezogene FlieBspannung

- B/G bezogener Verfestigungsmodul

- 0/G bezogene GrdBe der kinematischen Verfestigung

-n Anzahl der Zyklen

- Bmax bezogene Winkelamplitude
Wegen der Vielfalt von Parametern miissen wir uns bei
der Darstellung auf wesentliche und wiehtige Greng-
fdlle beschrinken.

8,2 EinfluB der FlieBbedingung

Wir wollen zunidchst den EinfluB der FlieBbedingung
kldren, Abb, 8=-1 zeigt das an den Endquerschnitten
angreifende bezogene Moment M, aufgetragen iiber dem
(bezogenen) Bilegewinkel B8, Abb, 8-2 und Abb, 8-3 ge-
ben die entsprechende Abnahme der Dicke a bzw. die
Zunahme der Linge 1 an., Der besseren Ubersicht wegen
wollen wir dazu iibergehen, von den darzustellenden
GroBen die am Zyklusende B8 = Bmax vorliegenden Werte
iiber der Zykluszahl n (bzw., Uber Y|B8|) aufzutragen.
Das erleichtert auch die vergleichende Gegeniiber-
gtellung.
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Die den Abbildungen 8-1, 8«2 und 8-3 Hquivalenten
Darstellungen zeigen die Abbildungen 8-4 und 8-5.

Wir stellen feat, daB der Verlauf der Kurven fiir die
Ve Mises-~ bzw, fiir die Tresca-FlieB8bedingung erwar-
tungsgeméi8 qualitativ iibereinstimmt, Da der FlieBbe-
ginn beli der v, Mises-Bedingung wegen der Beriicksich-
tigung der Spannungen in !’- Richtung spiter erfolgt
als bei der Trescaschen FlieBSbedingung, treten fiir .
diese FlieBbedingung hdhere Azimutalspannungen (3 auf,
die auch zu einem gréBeren Moment fiithren., Entspre-
chend erhalten wir grdB8ere Radialspannungen C% und
damit groBere Dicken- und Léngeninderungen, Wegen
der im iibrigen qualitativen Ubereinstimmung wollen
wir uns im folgenden jewells auf die Darstellung der-
Jenigen Ergebnisse beschrinken, die der Trescaschen
FlieBbedingung entsprechen,

8.3 EinfluB8 der Stoffkennwerte

Die wesentlichen Grenzfille beziiglich der Stoffkenn—
werte sind in Abb., 8-6 angegeben, Dabel sel das 're-
ale! Stoffverhalten durch die Daten der Abb., 7-4 be-
schrieben (8 mm Blech)., Fiir die Fidlle 3 und 4 der
"linearen Verfestigung wiéhlen wir eine Approximation
wie sie Abb, 8-7 zeigt. Zu der im Fall 4 genannten
Beziehung C = 2/3 B gelangen wir, wenn wir in (5,30)
m = 1 (lineare Verfestigung) setzen und k° = const,
fordern.

Die Parameter n und Bmax werden so gewiéhlt, daB8 das

Charakteriastische der jewelligen Darstellung deutlich
wird, Die Auswirkung der unterschiedlichen Stoffkenn-
griBen entsprechend den vier in Abb, 8«6 aufgefiihrten
Féllen auf das Moment und auf die Dicken- bzw., Lingen-

&nderung zeigen die Abbildungen 8-8 und 8-9.
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Verfestigungs -

Nr. verhalten Go/G B/G C/G- | m
'reales’ Stoff-

1 | verhalten 00014 (058 |00016 | &
isotrop

2 | unterlinear 00014 | 058 0 A
isotrop |

3 | linear 000325| 00048 | O -1
. . B.
kinematisch 213G*=

4 | linear 000325 | 00048 | 00032 | 1

Abb.8-6 Grenzfdlle des Verfestigungsverhaltens

50 4 .
—— Versuch (8 mm Blech)
m=4 -——- unterlin, Approximation l
m=1 ——- lineare Approximation €=ln+
S o
| l _ l -
0] 02 03 04 05

Abb. 8-7 Approximation fiir lineare Verfestigung



u2}joytaAsbunbiysajiap sauapalydssiaa uny juawowabalg g-g°qqy

- u oz 8l ol "l 2l ol 8 9 Y Z
| | _
apoJabun =u I =w 126000 = 9/0
87000 = 9/8'62€000 = 9/  Joaul woul} ———— o
y=w  g|000 = 9/2
10 = xowg] 850 = 9/ 71000= 9/% "19A}03IS S9)DAY,
! S R —— = |
© \.._\\.
| \.\\\.\ c
-\.\.Iﬁ\!lb\\ ] A
— e L~
ma—— ® o.\A
— —_— - b .
—" y=w ‘0= 9/
g i { A f - . [$ O-—
— 850 =9/ 71000=9/0 ‘1ewn‘donos) - —-—
et l=w ‘0=9/9
IR S 87000=9/8 '52£000=9/°0 Ipaul)‘donos) +=—- -
0¢
9
95 i

AR



u2}|pyiaasbunbiysajizp sauzpaiyods

- J2A 10} uabunizpunuaxdig pun -u2bun -8 AqY og 4
=-
760
ﬂi/ _ _ _ _
//l I=w  Ze00D =9/9
P~ - r - »
S~ 87000 =9/8°62€000 =9/ Jpsun‘waury ————|
- = D S y=uw 9000 =9/ —960
1'0 = xow g) ~ . 850=9/8 ¥100D=9/9D ‘AJJ01S SOIDaY,

T~

~..
860

IIIIIIIII —— e

: . B i 7 -

,oo_ - 0z 8l 9l 9l ral a0t
]
— = . 20l
" )
P e BV '0=9/0
L — = ¢ = a/n - d — = 70}
T 850=9/8 71000 = 9/% ‘l4eun’dosos
T I=w ‘0= 9/9
\h\ r ¢ [}
== 87000=9/8 52€000 = 9/  Jauyj‘donosy —--——
0




In Abb. 8-8 ist geméB der oben gemachten Anmerkung
das maximale Moment am Zyklusende iiber der Zyklus-
zahl n (nur ungerade n) aufgetragen., Der Verlauf der
Momentenkurven ist erwartungsgeméB, Dem rein kinema-
tischen Verfestigungsverhalten entspricht ein quasi
konstanter Momentenverlauf mit geringer Abnahme, be-
dingt durch die Dickenabnahme bei wachsender Zyklus-
zahl n., Bei 'realem' Stoffverhalten nimmt das Moment
bel den vorliegenden geometrischen Abmessungen bis
etwa zum 10, Zyklus zu und geht dann etwas stirker
zuriick als bei der rein kinematischen Verfestigung,.
Der Grund dafiir liegt in der etwas stirkeren Dicken-
abnahme, Rein isotrope Verfestigung - unterlinear
oder linear -~ fiihrt in jedem Fall zu mehr oder weni-
ger schnellem Anwachsen des Momentes, und zwar wie
der spiter erfolgende Vergleich zu den Versuchser-
gebnissen zeigt zu unrealistisch groBen Abweichungen.
Die stidrkere Dickenabnahme kommt wegen der sténdig
wachsenden Verfestigung nieht zum Tragen.

Bei der Diecken- und Lingen#inderung (Abb, 8-9) fHllt
auf, daB trotz des grdBeren Momentes bei isotrop-
linearer Verfestigung zuniéchst die Dickenabnahme
(bzw. Léngenzunahme) bei isotrop-unterlinearer
Verfestigung gréBer ist. Dies ist vermutlich auf
die groBe Anfangssteigung der Verfestigungskurve
(vergl, Abb, 8-~T7) bei unterlinearem Verhalten zu-
rickzufithren.

Im iibrigen ist das Verhi#ltnis von Dicken~ und Lén-
geninderung natiirlich durch die Inkompressibilitsats-
bedingung bestimmt.
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8.4 Bereichsgrenzen

Bevor wir die Spannungsverteilung untersuchen, wenden
wir uns der Beschreibung und Darstellung der Grenzen
von elastischen und plastischen Zonen im Querschnitt zu.

Grundsdtzlich kann es innerhalb eines Zyklus ja schon
zu Entlastung und erneuter plastischer Belastung kom-
men, wie die Uberlegungen im Zusammenhang mit der

Abb., 5-1 gezeigt haben, Wegen dieses verwickelten
Verhaltens muB man zunichst einmal damit rechnen, da8
der von der nichtzyklischen Biegung her bekannte Sach-
verhalt, daB mit wachsendem Biegewinkel 8 sich nach
anfangs rein elastischen Zustinden von den Riéndern her
plastische Zonen ausbreiten, die den elastischen Kern
'einschniiren', hier keine Gililtigkeit besitzt.

Es kann wie Abb, 8-10 zeigt - hier allerdings fiir
unrealistisches Stoffverhalten (um die Effekte zu
'vergrdBern') - tatsichlich zu Zustinden kommen,

beli denen sich z. B. 4 bzw. 5 unterschiedliche Zonen
einstellen (vergl. Schnitt I und II in Abb, 8-10).
Abb, 8-11 zeigt die entaprechende Darstellung fir
'reales' Stoffverhalten (geméB Abb. 8-6); Abb, 8-12
gibt einen Ausschnitt daraus wieder. Wir konnen hier
grunds#dtzlich #hnliches Verhalten wie in Abb. 8-10
erkennen, Allerdings verschwindet das 'ungeordnete'
Verhalten in der Nihe der Nullfaser - welches durch
die relativ haufige Belastungsumkehr zustande kommt -
allméhlieh, wenn sich fiir alle Fasern des Querschnitis
eine gleichmiBigere Verfestigung eingestellt hat. Wei-
terhin erkeimt man in Abb, 8-12, daB der rein elasti-
sche Bereich im Verlauf der ersten Zyklen gréSer und
der elastische Kern breiter wird. Dieser Vorgang hat
gich nach etwa 5 Zyklen eingespielt.



alistisches Stoffverhalten)

Abb. 8-10 Wanderung der elastischen Zone (unre
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8.5 Spann en

Bei der Diskussion der Spannungen beschrinken wir
uns in der Darstellung auf Ergebnisse, die 'realem'
Stoffverhalten entaprechen, Die Abbildungen 8-13

und 8-14 zeigen den Verlauf der Azimutalspannungen 6:
und der Radislspannungen C: jeweils am Ende eines
Zyklus (getrennt fiir ungerade und gerade n), Die Dar-
stellung erfolgt so, daB8 die Ordinate einem Schnitt
(in Richtung ¥ = 8,X) durch den Plattenstreifen wie-
dergibt. Auf die Darstellung der Spannung C3 wird
verzichtet, well sie gem#B Gleichung (5.12) in einw-
facher Weige mit Ci und O} zZusammenhingt,

Wir beobachten, daB sich etwa nach dem 10. Zyklus
die Spannungen auf einen Grenzzustand eingespielt
haben, was mit der Aussage fiir das Mement (vergl.
Abb, 8-4 und Abb, 8-8) ibereinstimmt,

Den Jewelligen Restspannungszustand, d. h. den Span-
nungszustand bei dem das Moment beim Ubergang ven
einem zum niéchsten Zyklus zu Null wird (Entlastung),
geben die Abbildungen 8-15 und 8-16 an. Die Dar-
stellung korrespondiert zur Darstellung 8-13 bzw,.
8-14, allerdings sind der besseren libersicht wegen
die Radialspannungen G} in einem grtBeren MaBstab
abgebildet.

Von Interesae ist ferner die Spannungsumlsgerung
innerhalb eines Zyklus. So geben die Abbildungen
8-~17 und 8-18 die Spannungsumlagerung im 2, und 8,
Zyklue an, Es 8ind Jeweils die Spannungszusténde
in den 1/4 - Punkten des betreffenden Zyklus dar-
gestellt, Es wird deutlich, daB8 sich der Azimu=
talspannungszustand G;, den wir am Ende eines Zy-
klus vorfinden, im wesentlichen bereits zu Beginn
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des Zyklus einstellt, abgesehen von der Verschiebung
im Nullfaserbereich. Anders dagegen verhalten sich
die Radialspannungen Ci. Die Knderung der Zustiinde
erfolgt allmdhlich, Die am Anfang eines Zyklus vor-
liegenden Druckspannungen @éndern im Verlaufe eines
Zyklus zweimal ihr Vorzeichen, Die dabei auftreten-
den Zugspannungen sind von der gleichen GriSenord-
nung wie die Druckspannungen, Dieser Vorzeichenwech-
gsel bedingt auch die Dickenzunahme (bzw, Liéngenab-
nahme) zu Beginn eines jJeden Zyklus (vergl. Abb.

8-2 und 8-3),
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9. Versuchseinrichtung

Zur Durchfithrung der von ihm angestellten Untersu-
chungen iiber nichtzyklische Biegeverfahren an Blechen
entwickelte RECHLIN [14] ein Blegepriifgerit. Dieses
Gerdt hat der Verfasser iibernommen und so umgebaut,
daB es nun zur Durchfithrung zyklischer Versuche ge-
eignet ist, Die Abb, 9-1 zeigt eine Prinzipskizze

dea umgebauten Biegepriifgersites ).

Die Biegeprobe (I) wird in Backen (II) eingespannt,
die auf der einen Seite auf einem nach allen Rich-
tungen parallel verschieblichen Schlitten (III) und
auf der anderen Seite auf einem Schwenkarm (IV) mon-
tiert sind. Der Schwenkarm wird von einem Getriebe-
motor (V) iiber ein Zahnredpaar (VI, VII) angetrie-
ben, Die Kraftiibertragung vom Zahnrad (VII) auf den
Schwenkarm erfolgt iiber eine Torsionsstabfeder (VIII),
welche mittels Kerbverzahnung in der unteren Hohl-
welle (IX) im Zahnrad und in der oberen Hohlwelle (X)
am Schwenkarm snschlieB8t., Die Torsionsstébe sind ge-
gebenenfalls austauschbar, um in verschiedenen Dreh-
momentenbereichen arbeiten zu konnen, Der motorische
Antrieb sorgt fiir eine gleichméBige Biegegeschwindig-
keit, so daB Uberlagerungen von Trigheitskréfien auf
den untersuchten Vorgang vermieden werden., Die Winkel-
geschwindigkeit des Schwenkarmes betrigt 0,175/s.

In einem MeBwerk wird das auftretende Biegemoment
iiber dem Biegewinkel selbsttatig aufgezeichnet., Der
Winkelweg wird von der Nabe des Schwenkarmes durch
ein Stahlband (XI) auf ein Rollenpaar (XII) iiber-
tragen, das an einem weiteren Stahlband (XIII) einen
Schlitten (XIV) mit dem Schreibzeiger (XV) bewegt.,

+) Herrn Dr.-Ing. B. Rechlin sei fiir die Uberlassung
des Biegepriifgerdtes herzlich gedankt.
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Um die dem Biegemoment proportionale Verdrehung des
Torsionsstabes zu messen, wird auch von der unteren
Hohlwelle (IX) der Winkelweg iiber das Stahlband (XVI)
auf ein zweites Rollenpaar (XVII) iibertragen. Das sie
verbindende Stahlband (XVIII) bewirkt dann den Zei-
gerauaschlag., Wenn némlich vom Schwenkarm kein Moment
abgenommen wird, laufen die Stahlbinder (XIII) und
(XVIII) mit gleicher Geschwindigkeit. Bei Abnshme ei-
nes Momentes verschieben sich die Biénder gegeneinan-
der proportional der Belastung. Diese Verschiebung
wird iiber einen Winkelhebel (XIX) auf den Schreibzei-
ger ilibertragen. Das Biegemoment kénnte auch mit Hilfe
auf den Torsionsstab geklebter DehnungsmefBstreifen
gemessen werden. Wegen der guten Funktionsféhigkeit
und der einfachen Handhabung wird der mechanischen
MeBeinrichtung der Vorzug gegeben [14],

Die Drehmomentenanzeige wird mittels Gewichtsbela-
stung an einem definierten Hebelarm auf ca. 1 Nm genau
geeicht, Diese Genauigkeit ist ausreichend, wenn man
bedenkt, daB die verwendeten Bleche schon Dickentole-
ranzen von bis zu 3 % aufweisen, Da die Blechdicke
das zum Biegen erforderliche Moment quadratisch be-
einfluBt, ergeben sich daraus schon Unterschiede von
etwa 6 % fiir das Moment,
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106 Versuchgdurchfiihrung

10.1 Allgemeines

Die verwendeten Aluminiumproben werden aus den Blech-
tafeln gesigt und die Schnittfléchen einer Schlieht-
bearbeitung unterzogen. Die weitere Vorbehandlung be-
zliglich des Weicechgliihens wurde schon in Kapitel 7 er-—
léautert. Wie ebenfalle in Kapitel 7 angedeutet, wer-
den alle Messungen an 4, 6 und 8 mm dicken Blechen
ausgefilhrt, um gegebenenfalls den EinfluB der Blech-
dicke auf die Untersuchung zu bestimmen, Dariiber hin-
aus werden Versuche fiir jeweils drei Winkelamplituden
Bhax = 0.1, Bmax = 0.15 sowie Bmax = 0,2 durchge-
fithrt. Die unterschiedlichen Grengwinkel Bmax werden
debei durch Anderung der Biegeliénge 1o bel festem

Biegewinkel y erzeugt (vergl. (4.1): B =‘yﬂo/1°).

Kleinere Winkelamplituden werden nicht untersucht,
weil die damit verbundenen absoluten Dickensbnahmen
auch kleiner werden und damit der relative MeBfehler
bei vorgegebener meftechnischer Miglichkeit wichst,
Schwierigkeiten wiirden auch bei gréBeren Grenzwinkeln
(Bmax>>0.2) auftreten, weil sich wegen der daraus re-
sultierenden kurzen Bilegelénge 1o keine ausreichend
gleichmiBige Umformzone einstellt (vergl. auch die
Ausfithrungen weiter unten sowie Abb. 10-3).

Wegen der relativ starken Einschniirungen unmittelbar
en der Einspannstelle (Abb. 10-3) und der dadurch
verursachten St8rung der vorausgesetzten Bilegever-
héltnisse, miiasen wir uns bei der Anzghl der durch-
zufiihrenden Zyklen auf einen Vergleichswinkel von
Z|8l ~ 4 beschrinken, Das entspricht bei Bpoy = 001
einer Zykluszahl von n = 20, beil Bmax = 0,2 einer



Zykluszahl von n = 10, Der vollsténdige Bruch, der
gich immer an der Einspannstelle einstellt, erfolgt
Jewelils bei einer zwei- bis dreimal so groBSen Zyk-
luszahl,

Um der in der theoretischen Untersuchung zugrunde
gelegten Bedingung eines ebenen Forménderungszustan-
des im Versuch in ausreichender Weise zu entsprechen,
wiéhlen wir das in [14] vorgeschlagene Verhilinis

8 o/bo % 1/10. Dabei bedeutet b, die Ausdehnung der
Probe in §3-Richtung (vergl. Abb, 4-1). Zur Kontrolle
wurden jedoch auch Versuche an Proben mit einem Ver-
hiltnis so/'b° ~ 1/5 ausgefiihrt. Abweichungen konnten
jedoeh nicht festgestellt werden, d. h., sie lagen
inmerhaldb der Streuung, die auch bel den breiten Pro-
ben vorhanden war.

Die Abmessungen der Proben, d. h. die MeSliéngen bewe-
gen sich jJje nach Grenzwinkel und dem oben erlauterten
Verhilinis so/'bo etwa zwischen den in Abb., 10-1 ange-
gebenen Werten., Dariiber hinaus mu8 in !'-Richtung fiir
susreichende Einspannlinge gesorgt werden.

8, b° lo
mm mm mm
4 50 - 75 15 - 30
6 50 - 75 25 - 50
8 50 - 75 30 - 60
Abb, 10 = 1 Probenabmessungen

(MeB8léngen)
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Durch die Verwendung dieser relativ breiten Proben und
wegen der Beschriénkung auf maximale Biegewinkel wvon
Bmax = 0,2 ist auch der EinfluB8 der Randsufwbdlbung so
klein, daB er hier nicht gesondert untersucht wird,

10.2 Momentenaufnahme

Die Aufzeichnung des Momentenverlaufes ist bereits
in Kapitel 9 beschrieben worden. Ein entsprechendes
Diagramm zeigt die Abb, 10-2, Der besseren Ubersicht
wegen sind bei diesem Versuch nur 5 Zyklen aufge-
zeichnet worden, Damit liegt fiir den Momentenverlauf
also eine stetige Kurve vor.

10,3 Messung der Dicke

Die Messung der Dicke s erfolgt im Gegensatz zur
Momentenaufnahme jeweils an singuléren Punkten, und
zwar nach Bedarf am Ende eines Zyklus oder in Zyklus-
mitte bel 8 = O, Zur Messung benutzen wir eine MeBuhr
mit 1/1000 mm - Teilung sowle MeBSeinsitze mit einem
Kugeldurchmesger von 3 mm, die iiber einen Biigel zu
einer Einheit verbunden sind. Die 1/1000 mm - Teilung
darf jedoch nicht {iberbewertet werden, da sich die
Oberflédche des relativ welchen Probenmaterials bei
der Biegung stark aufrauht und sieh die MeBeinsitze
wegen des zur Messung erforderlichen Anpressdruckes
etwas in das Material eindriicken, Dieser EinfluB
liegt etwa in der Grb5B8e von 5 um. Wir messen die
Dicke im Scheitel der Probe, d. h, im ungestdrten
Unformbereich (vergl., Abb., 10-3), da sich, wie sehon
in [14] gezeigt wurde, zu den Backen hin ein {iber-
gangsbereich ausbildet, der natiirlich auch bis zwi-
schen die Backen reicht,
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Ruhr - Universitat Bochum
Institut fur Mechanik

Biegeprufgerat Probennummer: 46
Datum: 5375 Werkstoff: Al 99w
Torsionsstab Kalibrierung:

Nr.: 5 Imm = 2,91 Nm

S, = 795 mm b, = 466 mm
e, = 624 mm Bmax = 0.1 = Ymax T2

M=z |+56,7 Nm - -45°

—
///—: \X
— ¥
— —
————— %
— X %
— “\‘
— e
=" e
—" e
— f%

Abb.10-2 Diagramm der Momentenaufnahme



¢ T waydiab 12q uayoa|g wwig pun wuwy

UOA (;3) S uawypuqpuaydiq uauassawab 1ap yo121612\ ¢-0)'qqv

Bunuupdsuig

| 8bupjebaig alay

Bunuupdsuig

LE YoNsJaA
g€1=u o= xowg

Ly

—

.

08

yos)g wuwg v

ZZ IN Yonsiap
€l=ufz0= xowg
y93]@ WWy O———

0Z "IN Yonsiap

Gz =u {10= xowg
yoea)g wwy o

pubpluaxoDg
wo Bunipuyosuly
\

S8




10,4 Messung der Lénge

GleichermaBSen miissen wir uns bei der Messung der
Nullfaserlénge 1 auf den ungestdrten Mittelbereich
beschrénken, Dazu ritzen wir in diesem Bereich zwei
Strichmarken auf beiden Seiten der Probe ein, deren
Abstand (ea. 10 mm) im folgenden jeweils unter einem
Mikroskop mit 1/100 mm -~ Teilung ausgemessen wird.
Wir fithren die Messung in Zyklusmitte aus, d. h.
wenn 8 = O ist und die Probe sich im geraden Zustand
befindet, Da dann Ja eine Seite der Probe im Zugbe-
reieh und die andere im Druckbereich liegt, kinnen
wir die Nullfaserlinge nicht direkt messen, Wir er-~
setzen sie durch das arithmetische Mittel aus den
Vergleichslingen von Zug-~ und Druckseite der Probe,

10,5 Messung der Riickfederung

Der Versuech die elastische Riickfederung am Ende jedes
Zyklus zu messen ist erwartungsgemiéB8 schwierig, Beim
Anlegen des Winkelmessers (mit 5' - Teilung) bieten
sich als Schenkel des zu megsenden Winkels die Ein-
spannbacken an., Wegen des oben schon erwidhnten Um-
standes, daB8 die Umformzone bis zwischen die Backen
reicht, liegt also auch dort noch eine Dickenabnahme
vor, wie Abb, 10-3 zeigt, Der Storberelch zwischen
den Backen ist um so liénger, je dicker die Probe und
je gréBer der Grengwinkel 8 . 1ist (vergl. Abd 10=3).
Dadurceh erfolgt die Riickfederung in einem Bereleh

1* > 1, Es ist also zu erwarten, da8 die gemessenen
Werte grbBer sind als die tatsédchliche Riickfederung.
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11, Versuchsergebnisse und Vergleich mit den Ergeb-

nigsen der Theorie

Der Vergleich der Versuchsergebnisse aus den 4, 6 und
8 mm dicken Blechen zeigt ebenso wie der Vergleich
mit den jeweiligen theoretidchen Ergebnissen prinzi-
piell keine Unterschiede. Aus diesem Grunde beschrin-
ken wir uns bei der Darstellung im wesentlichen auf
die Vergleiche der Ergebnisse fiir die 8 mm Bleche,

Wie schon verschiedene Untersuchungen ([5] und [38])
bei der nichtzyklischen Blegung gezeigt haben, ergibt
gich beim Vergleich der Biegemomente bel Verwendung
der Trescaschen Fliefbedingung eine bessere Uberein-
gtimmung mit den Versuchsergebnissen als bei Verwen-
dung der Flie8bedingung nach v, Mises, Deshalb sollen
im folgenden die Versuchsergebnisse mit den theoreti-
gschen Ergebnissen verglichen werden, die der Tresea-
Bedingung entsprechen. Dabei gehen wir zuerst nur ven
den Theorieergebnissen aus, die mit den Stoffkennwer-
ten fiir 'reales' Werkstoffverhalten ermittelt wurden.

Wenden wir uns zuniéchst dem Vergleich der Momente zu,
In Abb. 11-1 8ind die bezogenen Momente iiber dem
Biegewinkel B aufgetragen, Wir atellen fest, daB der
elastoplastische Ubergang zu Anfang jedes Zyklus bel
den Versuchsergebnissen allmdhlicher erfolgi, als
bel den Theorieergebnissen, Dieser Mangel liegt in
der verwendeten FlieB8bedingung und konnte sich etwa
mit einer solchen FlieBbedingung beheben lassen wie
sie in [39, 40] angegeben wird, allerdings unter
grtBerem Rechenaufwand.
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Zum weiteren Vergleich gehen wir wieder zu einer Dar-
stellung iiber, beli der wir die maximalen Werte am
Ende eines Zyklus iiber der Zykluszahl n auftragen.
Abb, 11-2 zeigt das Einspielen des Momentes auf einen
nahezu stationdren Wert ). Eingetragen sind die Ver-
suchsergebnisse fiir die dreli untersuchten Grenzwinkel
Bmax sowie die Ergebnisse der Theorie., Wir erkennen
auBer der guten qualitativeh Ubereinstimmung zunéchst,
daB die Rechenergebnisse immer iiber den Versuchser-
gebnissen liegen, und zwar im Momentenmaximum zwischen
5 % und 13 %. Zum anderen stellen wir fest, daB8 dle
experimentell ermittelten Momentenkurven grundsitz-
lich breiter gespreizt sind als die Theorieergebnisse.
Dieser Umstand ist vermutlich auf die problematische
Annaghme zuriickzufiihren, daB8 wir die Grd8e der kinema~
tischen Verfestigung (vergl. (3.9)) C = conat. ge-
setzt haben.

Eine entsprechende Nichtiibereinstimmung, méglicher-
welse auch auf Grund dieser Annahme, ist aueh bei den -
Ergebnissen der Dickenabnahme (ILéngenzunahme) fest-
zustellen. Der besseren Ubersicht wegen stellen wir
zunichst die Ergebnisse fiir die drel Grenzwinkel ge-
trennt dar (Abb. 11-3 bis 11-5), Die MeBpunkie fiir

die Dicken#nderung sind jeweils aus gwei Versuchen
eingetragen -~ einmal fiir Zyklusmitte, einmal fiir Zyk-
lusende ‘1), Die Ubereinstimmung zwisehen Versuoh und

*) Dieses nicht.exakte Einspielen, das offensicht-
lich mit der Diekenabnahme zusammenhingt, kenn még-
licherweise als Ursache fiir einen spédter eintreten-
den Bruch gewertet werden.,

++) Eine den theoretischen Ergebnissen entsprechende
Dickenzunahme zu Anfang eines Zyklus (vergl. Abb., 8~2)
konnte nicht festgestellt werden, #um einen wegen der
Schwierigkeit Zwischenwinkel einzustellen, zum anderen
weil der Effekt an der Grenze der MeSgenauigkeit liegt.
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Theorie kann trotz Abweichungen bis zu 25 % als
brauchbar bezeichnet werden, Die in Abb, 11-6 vorge-
nommene Gegeniiberstellung der Ergebnisse aus den Ab-
bildungen 11-3 bis 11-5 zeigt schlieSlich den oben
diskutierten Effekt wie bei den Momenten in Abb., 11=2,

Wegen des grundsitzlich #&hnlichen Verhaltena der Lién-
genzunahme ist in Abb, 11-7 exemplarisch ein Versuchs-~
dem Rechenergebnis gegeniibergestellt., Im Rahmen der
MeBgenauigkelt bestitigt sich dabei auch die angenom-
mene Inkompressibilitat.,

Von Interesse fiir die Begutachtung der Qualitdt des
theoretisch ermittelten Spannungszustandes ist die
Riickfederung. Die schon in Kapitel 10 angedeuteten
Schwierigkeiten - hinsichtlich der Dickenabnahme auech
zwischen den Einspannbacken - werden deutliech in den
Abbildungen 11-8 und 11-9, In diesen Abbildungen sind
die Ergebnisse aus den Versuchen fiir Grenzwinkel

Bmax = 0,1 und Bmax = 0,2 gowie fiir 8 mm und 4 mm
Bleche den Theorieergebnissen gegeniibergestellt, Die
Aussage fiir den Grenzwinkel Bhax = 0.2 ist erwartungs-
gemél unbrauehbar sowohl bei den Daten fiir die 8 mm
Proben als aueh fiir die 4 mm Proben. Die Tendenz ent-
spricht jedoch der in Kapitel 10 geduBerten Vermmtung,
daB8 die Ergebnisse aus Theorie und Versuch fiir die

4 mm Bleche eine bessere Ubereinstimmung zeigen. Die
Abweichung betrigt ca 20 . Dabel muB beriicksichtigt
werden, daf8 die Messung des Elastizit&tsmoduls, die
ja ausschlaggebend in die Rilckfederung eingeht, scheon
Abweichungen von ca 10 % ven Probe zu Probe zeigt.

AbschlieBend vergleichen wir nocsh die Versuchaergeb-
nigse mit den Theorieergebnissen, die den vier unter-
gchiedlichen Arten des Verfestigungsverhaltens der
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Abb, 8«6 entsprechen. Abb., 11-10 gibt den Vergleich
der Momente, Abb, 11-11 den der Dickenabnahme wieder.
Ein rein kinematischer Verfestigungsansatz liefert

in jJedem Fall zu kleine Werte, ein isotroper zu groSe
Werte., Es zeigt sich, daB der als ‘'reales' Stioffver-
halten bezeichnete Angsatz, der unterlineares, isotro-
pes und kinematisches Verfestigungsverhalten kombi-
niert, am besten geeignet ist, Ubereinstimmung mit
den Versuchsergebnissen herzustellen.

Angemerkt sei noch, daB das charakteristische Ein-
spielen in einen nahezu stationdren Zustand, welches
ingbesondere fiir die Momente und die Riickfederung zu
beobachten ist, qualitativ auch dureh isotrope An-
sdtze erzeugt werden kann [24], Es kommt dort jedoch
- v6llig unrealistisch - dadurch zustande, daB8 der
untersuchte Kdrper schlieBSlich in einen vollkommen
elastischen Zustand eintritt,
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12, SchluBbemerkungen

In der vorliegenden Arbeit wird die querkraftfreie
Flachbiegung bei zyklischer Beanspruchung durch Vor-
gabe einer konstanten Winkelamplitude untersucht.
Dagu wird eine Theorie formuliert, die die bekannten
Ansétze fiir isotrope und kinematische Verfestigﬁng
in einem kombinierten Verfestigungsansatz wvereinigt.
Dieser fithrt mit der FlieBbedingung von Tresca bzw,.
mit der v. Mises Bedingung auf das Stoffgesetz, wel-
ches in Verbindung mit der Gleichgewichts- sowie der
Inkompressibilitétsbedingung unter Einbeziehung der
Geometrie auf die Grundgleichungen fiihrt. Diese Glei-
chungen - bestehend aus einem System von nichtlinea~
ren partiellen Differentialgleichungen - werden auf
numerischem Wege geldst. Sie gestatien es die Span-
nungen und Forméinderungen des Problems fiir endliche
Verzerrungen zu beschreiben, insbesondere auch die
Akkumulation der Effekte zwelter Ordnung.

Zur Beurteilung der Ergebnisse werden Versuche an
Aluminiumblechen durchgefiihrt. Der Vergleieh der
Theorie~ mit den Versuchsergebnissen bestatigt die
Brauchbarkeit der Ansdtze.

Diese Arbeit kann als Vorstufe verstanden werden,
weitere Ansitze zu diskutieren, dle es gestatten wiir-
den, eine noch bessere Ubereinstimmung zu erzielen,
Dabei bietet sich als niéchste Stufe an, die GroBe C
der kinematischen Verfestigung nicht als Konstante

zu betrachten, sondern als von der Forménderungsge-
schichte abhingig, z. B. als Funktion der plastischen
Arbeit., Diese Ansitze sollten dann auch von verfei-
nerten experimentellen Untersuchungen begleitet sein,
Von Interesse wire dabei sicherlich auch eine experi-
mentelle Uberpriifung der rechnerisch ermittelten

Spannungsverteilung.
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