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Zusammenfassung

Gegenstand der vorliegenden Arbeit ist das Verhalten
von dinnwandigen geraden und gekriimmten Stdben mit
stetig gekrimmter Profilmittellinie unter statischen
Lasten. Durch kinematische Hypothesen iiber die Wend-
dicke und Verschiebungsfunktionen entlang der Profil-
mittellinie wird das dreidimensionale Problem auf ein
eindimensionales entlang der Stabachse reduziert. Es
wird ein gewchnliches lineares Differentialgleichungs-
system angegeben, welches die Vorgabe von beliebigen
Freiheitsgraden fiir Querschnittsverformungen zuliBt.
Als Beispiele werden geschlossene und geschlitzte Rohre
gerechnet und die Ergebnisse mit denen aus bekannten
Theorien verglichen.

Summary

In the present work the problem of thin-walled straight
and plane curved rods with continuously curved profile
line under static load is treated. Kinematic hypotheses
across the wall thickness are introduced and displacement
functions along the profile line are chosen. This

reduces the three-dimensional problem to a one-dimensional
problem along the rod axis. The solution can be
formulated in a system of ordinary differential
equations, which is valid for arbitrary prescribed
degrees of freedom of the cross-section deformation.
Calculations are presented for closed and slitted tubes.
The results are compared with known theories.
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Zusammenstellung haufig verwendeter Bezeichnungen

Symbol Bedeutung

~ Kennzeichnung eines Vektors und einer Matrix

& Basisvektoren des globalen Koordinatensystems

N begleitendes Dreibein der Stabachse

(02 Basisvektoren der Mittelflache

gz& Basisvektoren der Wandung

e’ Koordinate in Richtung der Stabachse

o* Koordinate in Richtung der Profilmittellinie

6° Koordinate rechtwinklig auf der Mittelfl&che

[V Verschiebung der Kontinuumspunkte

Uu,; (=1, 2, 3 physikalische EKomponenten
der Mittelfldchenverschiebung

Ue Verdrehung der Normalen um die Profil-
mittellinie

Lé:inK Summe von Produktansdtzen fir die
Verschiebungen

lfz,k?ev Verschiebungsfunktionen entlang der Stabachse
verdnderlich

n =:Z(6p) Ansatzfunktionen entlang der Profilmittel-
linie verdnderlich

v Querschnittsfunktionen von geometrischen

GroBen und den Ansatzfunktionen # abhingig



Symbol Bedeutung

K generalisierte SchnittgréB8en am Stab

» Lastvektor der Mittelflache

Z, ¢ Spaltenmatrix mit vier Spannungen
bzw. Verzerrungen

£ spezielle Elastizitits-Matrix

E,Cﬂ/oc Elastizitéts~, Gleitmodul, Querkontresktions-
zahl

d virtuelle Veridnderung, erste Variation

fiir die Sonderfalle

Q_&
P=F BogenmaBl der kreisformigen Profilmittellinie
= %?4 BogenmaB3 der kreisférmigen Stabachse

L= A+ F Sing

pra
§= 1+
h
A
TJ+37n
Eik
N, T, 8

r+ o3
R

SOO?’

Abkiirzungen fiir Ausdriicke
geometrischer GroBen

Dicke der Wandung
Querschnittsfl&che

axiales Tragheitsmoment des Kreisring-
querschnittes

3
L)

mit J=77’h » Jo =T 55

physikalische Spannungen

Normalkraft, Torsionsmoment, Bimoment
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Symbol Bedeutung
M, & Biegemoment und Querkraft am geraden Stab
p45,ég Biegemoment und Querkraft aus Belastungen

in der Krimmungsebene der Stabachse

&R Biegemoment und Querkraft aus Belastungen
quer zur Krimmungsebene der Stabachse

Allgemein gebrduchliche Bezeichnungen, z. B. diejenigen aus

der tensoriellen Schreibweise der Schalentheorie, sind hier
nicht gesondert aufgefiihrt. AuBerdem wurde in dieser Aufstellung
auf die Erkldrung von GroBen, welche nur an einzelnen Stellen
der vorliegenden Arbeit auftreten und solchen, die nur als
Zwischenbezeichnungen bei den Herleitungen benutzt werden,
verzichtet. Alle Bezeichnungen sind aber im Text ausfilhrlich
beschrieben.

Der Beginn der Arbeit ist in der iiblichen Tensorschreibweise
dargestellt. Zur Herleitung des Differentialgleichungssystems
wurde ein Ubergang zu einer Matrizenschreibweise vollzogen.
Diese Darstellung benutzt spezielle, fiir das vorliegende Problem
definierte, Matrizen. Der Leser muBl also zum Verstandnis der
Zusammenhinge die Definitionen der Abschnitte 2.%.1 und 2.3%.2
beachten.



1. Einfihrung

1.1 Problemstellung und Literaturiiberblick

Allgemein verlangt man von einer Stabtheorie, daB sie

die Losung des an sich dreidimensionalen Problems, unter
der Voraussetzung, daB die Abmessungen des zu betrachten-
den Korpers senkrecht zur Stabachse klein sind gegeniiber
denen in Richtung der Stabachse, auf ein eindimensionales
reduziert.

Um die obengenannte Reduzierung zu erreichen, bedient man
sich verschiedener, insbesondere geometrischer Hypothesen,
welche die Freiheitsgrade der Verformungen eines Punktkon-
tinuums einschranken. Die bekannteste und wohl am meisten
verwendete ist die Bernoulli-Hypothese: die Querschnitte
bleiben eben und rechtwinklig zur verformten Stabachse.

Mit Hilfe dieser Hypothese und weiterer Annahmen iiber den
Spannungszustand lassen sich alle Biegeprobleme der Stébe
als gewohnliche Differentialgleichungen formulieren. Obwohl
man in dieser Theorie die Schubverformungen nicht erfassen
kann, liefert sie in vielen technisch auftretenden Fillen
genligend genaue Ergebnisse. Sollten in Grenzf&dllen die
Schubverformungen nicht mehr zu vernachlédssigen sein, so
kann man ihren EinfluB durch Gleichgewichtsbetrachtungen
abschitzen. In solchen Fillen sollte man aber nicht
vergessen, die Zuldssigkeit der Bernoulli-Hypothese zu
priifen. Hiufig weichen in der Literatur angegebene Losungen
fir schwach gekrimmte Stibe wenig von der Bernoulli-Hypothese
ab, ohne daB dieses einen merklichen EinfluB auf die numeri-
schen Lésungen hat und deshaldb auch nicht besonders erwdhnt
wird.

Die Bernoulli-Hypothese versagt bei Torsionsproblemen. Die
Aufnghme der Torsionsmomente geschieht vorwiegend durch
Schubspannungen und diese bedingen im allgemeinen eine
Verwolbung des Querschnittes. Die Verwdlbung ist streng
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genommen eine Querschnittsverformung, welche aber in der
bisherigen Literatur eingehend untersucht wurde und
deren EinfluB auf das Tragverhalten der Stébe damit
hinreichend bekannt ist. Erwédhnt sei hier nur, daB zur
Berechnung der Verwdlbungen je nach Querschnittsart

sehr unterschiedliche Hypothesen gemacht werden. So ist
der EinfluBl der Verwdlbung bei diinnwandigen Querschnitten
wesentlich bedeutsamer als bei Vollgquerschnitten. In
Berechnungen nach der vorliegenden Arbeit konnen die
Verwolbungen leicht beriicksichtigt werden.

Eine weitere Moglichkeit der Querschnittsverformungen er-
gibt sich, wenn man Verschiebungen der Querschnittspunkte
gegeneinander in der Querschnittsebene zuldft. Es ist
anschaulich klar, daB diese Art der Querschnittsverande-
rung, wenn iiberhaupt, nur bei diinnwandigen Querschnitten
merklichen EinfluB auf das Tragverhalten der St&be haben
kann und sich in diesen Fallen durch die Verdnderung der
Profilmittellinie beschreiben 1l&8%.

Nach den bisherigen Veroffentlichungen, welche diese
Verdnderungen der Profile bei diinnwandigen Stdiben unter-
suchen, mufl man zweimal zwei Fdlle unterscheiden. Erstens
zwischen geraden und gekrimmten Stabachsen und zweitens
zwischen polygonformigen und stetig gekriimmten Profil-
mittellinien. Die wohl dlteste Arbeit auf diesem Gebiet
ist 1911 von K&rmén [1] erschienen. Sie beschreibt Quer-
schnittsverformungen von Rohren wit kreisfdérmig gekriimmter
Stabachse, belastet durch Randlasten in der Kriimmungs-
ebene. Khrm&n 16st das Problem mit Hilfe des Satzes

vom Minimum der Form&nderungsarbeit. Er beschreibt

die Querschnittsverformungen durch einen Reihenansatz
entlang der Profilmittellinie. Die freien Parameter



dieses Ansatzes bestimmt er so, daB die Formé&nderungs-
arbeit am Stabelement ein Minimum annimmt. Damit ergeben
sich die Parameter der Querschnittsdeformationen propor-
tional zum Biegemoment und ermdglichen die Berechnung
des Rohres mit Hilfe eines reduzierten Trédgheitsmomentes.
Der Reduktionsfaktor ist nur abhingig von der Wanddicke,
dem Durchmesser des Rohres und der Kriimmung der Stabachse.
Dieses Verfahren liefert zwar sehr einfache Formeln, es
kann aber folgende u. U. wesentliche Einfliisse nicht
beriicksichtigen: 1. Randbedingungen der Querschnittsver-
formungen, 2. allgemeine Anderung der Querschnittsver-
formungen entlang der Stabachse, 3. SchnittgriBenermitt-
lung unter Beriicksichtigung der Querschnittsverformungen
bei statisch unbestimmten Systemen.

Karl [2] hat das Verfahren von Kirman erweitert, indem er
stark gekriimmte Rohre zulédBt, die Querkontraktionen beriick-
sichtigt und das Problem der Belastung quer zur Kriimmungs-
ebene anschneidet. Auf dem Gedanken von Karmén aufbauend,
stellt Berg [3] genauere Spannungsanalysen an. Am stark
gekriimmten Trager stellt er fest, daB Querschnittsver-
formungen am Vollquerschnitt (Rechteck) praktisch keinen
EinfluB haben, am I- und Kreisring-Profil hingegen beriick-
sichtigt werden miissen.

Mit einigen Vereinfachungen fiihren Kldppel/Friemann [4]

die von Karl [2] angeschnittene Frage der Belastung quer

zur Kriimmungsebene numerisch weiter aus und machen einen
Versuch dazu. Sie stellen gute Ubereinstimmung zwischen
Versuch und Rechnung fest, obwohl auch hier die obengenannten
Bedenken zur Theorie von Kiarman angemeldet werden miissen.
Praktische Verfahren zur ngherungsweisen Berechnung von
diinnwandigen Stében mit zur Biegungsebene flach liegenden
Querschnittsteilen findet man im Buch von Kollar [B1].

In der vorliegenden Arbeit soll nun das Problem der Quer-
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schnittsverformungen fiir eben gekrimmte Stdbe mit stetig
gekriimmten Profilmittellinien formuliert werden. Statt

des Satzes vom Minimum der Formanderungsarbeit bei

Karman wird hier das Prinzip der virtuellen Verschiebungen
benutzt. Der wesentliche Unterschied zur Karman-Theorie
besteht aber darin, daR hier die verschwindende virtuelle
Arbeit filir das ganze System betrachtet wird, widhrend
Karman die Forminderungsarbeit nur fiir ein Stabelement

zum Minimum macht. Die obengenannten Einschrinkungen zur
Karman-Theorie entfallen damit.

Prinzipiell ist auch das verallgemeinerte Variationsver-
fahren von Wunderlich [13] auf die vorliegende Problem-

stellung anzuwenden. Die vorliegende Arbeit gibt mit der
obengenannten Methode ein iibersichtliches Verfahren fiir

diinnwandige StZbe an.

Die Querschnittsverformungen haben beim geraden Rohr mit
kreisformigem Querschnitt auf das Tragverhalten im allge-
meinen keinen merklichen EinfluB. Eine Ausnahme bildet
eine Belastungsart, welche mit dem aus der Theorie der
diinnwandigen Stdbe bekannten Bimoment verglichen werden
kann. Losungen hierfiir sind aus der Schalentheorie bekannt,
z. B. Wunderlich [5]. Diese Ldsungen sind in der Theorie
der vorliegenden Arbeit enthalten.

Die Karmanschen Gedanken sind von Dziewolski [6] auf eben
gekrimmte Stabe mit Kastenquerschnitt iibertragen worden.

Mit genaueren Theorien fir eben gekriimmte StZbe mit poly-
gonférmiger Profilmittellinie sind bisher nur einzelne
Querschnittsformen untersucht worden. So z. B. von Sackel

[7] und Cornelis/Cartilier [8] Kastenquerschnitte und von
Friemann [9] I-Querschnitte. Eine Theorie fiir eben gekriimmte
Stdbe mit allgemeinen Querschnittsformen versucht Bejlin [10],
indem er die Querschnittsverformungen infolge des Spannungs-
zustandes aus der Theorie der gekriimmten Stdbe mit unverform-
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barem Profil bestimmt. Die Ergebnisse sind aber auch sehr
stark von der Art und Form der Querschnitte abhdngig und
werden nur fiir das I-Profil ausgewertet.

Etwas allgemeiner und dennoch iiberschaubar kann man das
Tragverhalten gerader Stdbe mit polygonférmigem Querschnitt
beschreiben. Die Grundgedanken fiir diese Theorien findet

man bei Wlassow [B2]. Eine allgemeine Theorie gibt Sedlacek
[B3] in Matrizenschreibweise an. Eine n#herungsweise Bertick-
sichtigung der Schubdeformationen findet man bei de Boer [11].
Uhrig [15] untersucht auf etwa gleiche Art Schwingungen von
mehrfach zusammenhdngenden Kastenquerschnitten. In der
Dissertation von Kreuzinger [12] werden alle Einfliisse

noch genauer untersucht. Alle Arbeiten zeigen, daB bei den
geraden Stdben mit polygonférmiger Profilmittellinie die
Querschnittsdeformationen nur bei Torsions- und Bimomenten-
belastung eine Rolle spielen. Entsprechendes gilt fiir
Stabilitédts- und Schwingungsprobleme dieser Stabe.

Im Zusammenhang mit den polygonformigen Profilmittellinien
sei auch noch auf die umfangreiche Literatur iiber Faltwerke

hingewiesen.

1.2 Voraussetzungen

1. Geometrie des Ausgangssystems:
Wanddicke und Querschnittsform sollen langs der Stabachse
unversnderlich sein. Im {ibrigen wird auf die sonst
iiblichen generellen Voraussetzungen, daB die Querschnitts-
abmessungen gegeniiber der Stablénge und bei dlinnwandigen
Stdben die Wanddicke gegeniiber den Querschnittsabmessungen
klein sein miissen, hier verzichtet. Jedoch kann im Einzel-
fall die Art der Lésung und speziell die Aufwendigkeit
der numerischen Rechnung an derartige Voraussetzungen
mehr oder weniger streng gebunden sein. In einigen Fdllen
konnen auch Vergleiche mit Systemen aus der Schalen-
geometrie zugelassen werden.
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2. Formanderungen:
Das Gleichgewicht wird am unverformten System angeschrie-
ben. Es werden also kleine Verschiebungen vorausgesetzt.
Der verwendete Verzerrungstensor enthalt nur lineare
Glieder der Verschiebungsableitungen, diese miissen also
auch hinreichend klein sein.

3. Hypothesen fiir die Verschiebungen:
Die Hypothese der Schalentheorie "Normale bleibt Normale"
wird fiir die Stabwandung in der vorliegenden Theorie in
etwas "milderer" Form benutzt. Es wird hinsichtlich der
Verschiebungen in der Querschnittsebene angenommen, daB
eine Normale zur Schalenmittelflédche im unverformten
Querschnitt auch Normale zu der verformten Profilmittel-
linie bleibt, dagegen wird hinsichtlich der Verschiebungen
in Richtung der Stabachse nur unterstellt, daB eine solche
Normale nur eine Gerade bleibt, also nicht unbedingt normal
zu der verformten Mantellinie. Die Bernoulli-Hypothese der
Stabtheorie wird nur als Losungshilfe fiir Teill&sungen
benutzt.

4, Stoffgesetz:

Die Spannungen seien den Verzerrungen proportionsl. Es
gelte also das verallgemeinerte Hookesche Gesetz. Das
Material sei homogen und isotrop. Punkt 5 schrédnkt diese
Voraussetzungen jedoch geringfiigig ein.

5. Die Normalspannungen und Dehnungen quer zur Wandung
werden vernachlassigt. '

6. Temperatureinfliisse bleiben unberiicksichtigt.

1.3 Allgemeine Vorgehensweise

Wie in der Schalentheorie werden die Verschiebungen der Konti-
nuumspunkte durch die Verschiebungen der Mittelfl&che ausge-
driickt. Dabei wird in der vorliegenden Arbeit die spezielle
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Art der Schale - gleichbleibende Form entlang einer ebenen
Kurve (Stabachse) - beriicksichtigt. Verzerrungen und Span-
nungen lassen sich damit durch die Ableitungen der Verschie-
bungen der Mittelfldche darstellen. Fiir diese Verschiebungen
werden Summen von Produktansatzen gewdhlt, dessen einer
Faktor jeweils nur eine Funktion der léngs der Profilmittel-
linie laufenden Koordinate und der andere eine Funktion der
langs der Stabachse laufenden Koordinate ist. Die erste
Variation des zweiten Faktors (Funktion der Stabachse)
multipliziert mit einer sinnvoll gewzZhlten Formfunktion
(Funktion des Querschnitts) wird als virtuelle Verschiebung
gewdhlt. Die virtuelle FormZnderungsarbeit, gebildet aus dem
Produkt der wirklichen Spannungen (ausgedriickt durch die
wirklichen Verschiebungen) mit den virtuellen Verzerrungen
(ausgedriickt durch die virtuellen Verschiebungen), wird
gleich gesetzt der virtuellen Arbeit der eingepridgten Kridfte.
Das so entstehende Differentialgleichungssystem hat als
unabhéngige Variable die Bogenlange der Stabachse und wird
geschlossen oder numerisch geldst.

2. Aufstellung des allgemeinen Differential-
gleichungssystems

2.1 Koordinatensysteme

Wegen der Voraussetzung, daB alle Verschiebungen hinrei-
chend klein bleiben, reicht es, wenn hier nur raumfeste,
zum Teil aber krummlinige Koordinatensysteme definiert
werden.

Die Wandung des diinnwandigen Stabes wird zunidchst als

dreidimensionales Kontinuum betrachtet und in der orts-
abh&ngigen orthogonalen Basis g; beschrieben. Mit Hilfe
von kinematischen Hypothesen égschieht die Reduzierung
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auf ein zweidimensionales Problem iliber der Mittelfl&che
der Wandung, welche in der ortsabhingigen orthogonalen
Basis a: beschrieben wird. Durch Integration entlang der
Profilmittellinie (orthogonaler Schnitt durch die Mittel-
fldche) wird das zweidimensionale Problem auf ein eindi-
mensionales entlang der Stabachse zuriickgefithrt. Das
begleitende Dreibein der Stabachse ist die ortsabhingige
orthonormierte Basis ¢: . Die Beschreibung der Stabachse
selbst geschieht endgiiltig in der ortsunabhingigen ortho-
normierten, also kartesischen Basis &;.

2.1.1 Globales System

B'_'R(?) eq Q@=12 (2.1
t = beliebiger Parameter

s-> Bogenldnge
i=123

Bild 2.1

Als Stabachse soll eine Linie verstanden werden, entlang
welcher eine ebene Kurve, die Profilmittellinie, als
Erzeugende die Mittelfldche der Stabwandung beschreibt.
In vielen PFdllen ist es zweckmidBig, als Stabachse die
Verbindungslinie der Querschnittsschwerpunkte zu wzahlen.
Sie kann als ebene Kurve in der Ebene @&, )y G des karte-
sischen Koordinatensystems ¢; in Abh#éngigkeit eines Para-
meters ¢t eindeutig beschrieben werden. Im Sonderfall kann
dieser Parameter die Bogenlange $ sein.
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2.1.2 Lokales System der Stabachse

Das begleitende Dreibein der Stabachse ist die orthonor-

mierte Basis ¢; mit folgenden Richtungen der Einheits-
vektoren:

¢. » Tangentenrichtung wachsender ¢

<1~ Normalenrichtung nach auBen weisend

€3 7 Richtung von &,

Nach Duschek/Hochreiner [B4] ergeben sich die Basisvek-
toren fiir die vorstehende Definition wie folgt:

_ -

(2.2)
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mit der Kriimmung g¢=)R" R" .

Im vorliegenden Fall der ebenen Kurve ist also Ca = Es
bekannt. Damit 188t sich ¢: leichter ermitteln:

Ce = Cr X85 . (2.3)

Die Basisvektoren C. sollen nun in Abh&ngigkeit des
Parameters ¢ im System &/ dargestellt werden.

k
£" = ('l. Qk (2.4)
. & . .
mit C; als Transformationsmatrix.

Der Zusammenhang zwischen der Bogenlénge s und dem
Parameter £ ergibt sich wie folgt:

to

dR d - LD A =
as - dToL_'é df""l/,?\f _{? C{f-—V/ﬁd'f

_ds ot _
"““‘_df U.nd d—,S—-

3
<
"
X9
-

A
ViR

(2.5)

Damit ergibt sich die Kriimmung zu:

=7 R"R" = V”’;]/@?)(Q'B)‘(?‘B)T.

Ist der Ortsvektor X = By gegeben, so l&Bt sich der
Basisvektor C. durch seine Ableitung angeben:

_dRdt 4 5
STt as v B (2-6)

L d
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In Komponenten von &; geschrieben heiBt das:

Co = Cy 8= 3(751, R* 0 )

Cz = 'go xgl"' C’:’g‘(‘z g’(é‘l—?‘. 0)

~

Die Transformationsmatrix Cf lautet also:

pE Fa
4 Aa ‘
C:(= g?z "‘V’/-\) 0 (2‘7)
10) 0 7

213 Lokales System der Mittelflache

Die Erzeugende der Mittelfldche ist die unveranderliche
Mittellinie des Profils, welche auch ihre Lage im
System ¢, entlang der Stabachse nicht &ndert.

Protilmittellinie
C2
P \/ Q@

~N

= ’(;) Ci

t
1=
]

wm
n

Bogenldnge

&
v
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Die Profilmittellinie liegt wegen der Definition des
Querschnittes ( L zur Stabachse) in der Ebene C2 , s .

Der Ortsvektor}f weist zu einem Punkt der Mittelfliche
und ergibt sich zu:

]
4

K=R+r = Re: +r'g

Mit (2.4) ergibt sich:
K= (RE+r (i) e, (2.8)
mit R°=0 wunda r'= 0

Die Basis ¢&; wird wie bei der Schalentheorie in Green/Zerna
[B5] definiert. Damit ergeben sich folgende Richtungen:

. ~ Tangentenrichtung der Stabachse

+ ~ Tangentenrichtung der Profilmittellinie

RN Q

3 ~ Normalenrichtung der Profilmittellinie
nach auRen weisend.

Seien @7, #*die Parameterlinien auf der Mittelfldche und
der Ortsvektor j;{= K(@j ©0*) gegeben, so ergeben sich die
Basisvektoren <, wie folgt:

Zr X Lo

Cu= Mow mit wemn | @ 2t (2.9)

Fir das Folgende sei vereinbart:

lateinische Indizes laufen von 1 bis 3,
griechische Indizes laufen von 1 bis 2.
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Als Parameter werden gewadhlt

O=s5s; @=5 (2.10)

und die partiellen Ableitungen wie folgt geschrieben

o)
96‘ "( ),c(

Die Ableitungen des Ortsvektors K lauten also:

K = (Rt Corr“Cile. . (2.11)
Nach (2.10) ist R‘= R'joy) und r*:ro%?) und damit
Ri2=0 und r%,=0 . Mt (2.7) auch C4,.=9- (2.12)

Die Basisvektoren Q; lassen sich also im globalen System
E€: angeben

Qo= (R, +r¥Ci,) e

Qz" rl(:-l Ct: £ (2-15)

a Q+x Qs
2 —_—

Eine Komponentenschreibweise in der Basis ¢/ wird mit
folgender Definition erreicht.

[}

Qu A/i,@é mit:
A,,"" Rin*ka’i,ﬂ
A,;, Yl(,z, C;(

i _Eb AT AL

LW AAN e AT AT

(2.14)
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Die Metrik zu dieser Basis ist

A AL
;. = O  ALA; © (2.15)
0 ) 4

Vegen Qu=Alei=A, gl wnd i€ gilt Al A

Die Basis ist orthogonal aber nicht normiert. Der Kriimmungs-
tensor der Mittelflidche ergibt sich zu-

(2.16)
¢ ; [
b"‘ﬁ - Aﬁ./’ A;’ £ ,€J’ = ’40((/3 AJJ JcJ '4:( /J'Asz
2.1.4 Lokales System der Wandung
(2.17)

Bild 2.4
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Der Ortsvektor P zeigt zu einem beliebigen Punkt der

Wandung. Die Basis der Wandung ist definiert als

ge= P (2.18)
Mit (2.17) und (2.9) ergibt sich
Gu = Qu+ O°Asu  und 9= a5 . (2.19)

~~

Die Metrik der Wandung 1aB8t sich in Abhangigkeit der
Metrik der Mittelflache angeben.

g?l( = gl‘ 'jl(
Gup = (Qur O7Qsu) (25 + 0° @5 0) (2.20)

Mit (2.16) und dem daraus folgenden Ausdruck b; Qu=~Qs,p
ergibt sich

Gup = Qup = 28°bp +(079°6, 2 b/sJQf

L]

Oup -2 by +(O) 61 b Opy (2.21)

J«r
G

"

0, ?33:4

Berilicksichtigt man die Orthogonalitdt der Basis g + 80
muBl gelten ~

Es ergibt sich also
g('(") T Qs - < 036‘(«) +(&’) ) 6:/) 5/:;) Al )

(/)

Qo) = Ay (1~ O'42)" | 920 = 7 (2.22)

(iiber < s0ll nicht summiert werden).
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Die kontravarianten Metrik-Koeffizienten sind also:

@) _1__

q ol 9’“:0 fir (#4& . (2.23)
ec)

Nun sollen noch die Christoffel-Symbole der Wandung, also
fir die Basis ¢, angegeben werden. Allgemein gilt

/—’j:« =7 ?i‘e(?u,j * Gl 94'«,!) -

Fir die orthogonale Basis ergibt sich mit (2.22) und (2.23)
vereinfacht:

C_ A i) . .
[ 2 9 quif + Gijpue = Gt ) - (2.24)
Beriicksichtigt man

9;.,29/1(20 for (+« und ¢, =9¥ =4

/

so ergeben sich die Christoffel-Symbole wie folgt:

944 .1 g/l»f, P 9/)4_ 3
1 A a4
/_','k =39 Qoar,2 ~Gaz, o

- 9/'4. 2 gzz. 1 o

& A, 22
[Fe=3 g Gr2,4 G2,z Gus (2.25)
0 G2, 3 0

[—' ,'Z, = 2'/,/ % - 92:.,3 0]
O 0 0
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2el Beschreibung des verformten Zustandes

2.2.71 Verschiebungen

Der Verformungszustand des Kontinuums wird durch die drei
Verschiebungskomponenten eines beliebigen Punktes der
Wandung eindeutig beschrieben.

u=u; gt (2.26)

lansd

Diese Verschiebungen sollen nun durch die Verschiebungen
der Mittelfldche und je einer Verdrehung der
Normalen in &7 und &% Richtung ausgedriickt werden.

Die Verschiebungen der Mittelflache seien angeschrieben zu:

—

UUp = U; g, (2.27)

mit EL-als Tensor-Komponenten.
Die physikalischen Komponenten sind dann

U = Ul (2.28)

Mit der Umkehrung von (2.28) ergibt sich die Verschiebung
der Mittelfliche

Um= W Yaug ac . (2.29)
Wegen Q3;=- 148t sich (2.29) auch wie folgt schreiben

un = u,c—p a(.(-() ’@x + aj gJ. (2.30)

—~

Fir die Verschiebungen des Kontinuums soll nun ein linearer
Ansatz iliber die Wanddicke gemacht werden

YU=Umt+t @y . | (2.71)
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Die Verdrehung der Normalen auf der Mittelfl&che wird
hier in folgender spezieller Form gewdhlt:

w=wea =-(W, +blll,)a" . (2.32)
Die Verdrehungen w, setzen sich also aus zwei Teilen
zusammen. Der erste RL sind zwei zundchst von den
- Verschiebungen der Mittelflache unabhingige Funktionen,
wdhrend der zweite Anteil durch die Kriimmung bedingt
aus den Verschiebungen der Mittelfldche entsteht. Setzt
man W, =ZZLd , so entsteht aus (2.32) die Normalen-
Hypothese der Schalentheorie. Hier bedeutet dieser
Ansatz zundchst "Normale bleibt Gerade".

Wegen der orthogonalen Basis gilt bl=p fiir Az« .
Mit den physikalischen Komponenten der Verschiebungen
der Mittelfliche ergeben sich die Komponenten von (2.31)
bezogen auf die Basis g;izu:

Uu =7 ot ae) (/’~ 03‘6\}:&&& - @3 Vvo(

(2.33)
U, = U,
und auf die Basis 95 bezogen:
= Voo @ [ (1- 85N U - O WL ]
s = U (2.34)
nit (2.22)
Ue= (203 b Gg U - O° Wi ]
(2.35)
w,= W, .

Die Schalennormale verdreht sich also um einen Anteil,
der aus den Mittelflichenverschiebungen U« entsteht und
fiir diese Verschiebungen allein die Normalenhypothese er-
fillt Diesem Anteil addieren sich die zunichst noch offe-
nen Verdrehungen W,.
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Es zeigt sich in der weiteren Rechnung, daB es zweck-
médBig ist, iliber die Verdrehungen wie folgt zu verfiigen.

W, = LJ#
M/z = a:,z

(2.36)

Damit ist die Normalen-Hypothese nur in der Richtung der
Profilmittellinie erfiillt. Die unabhingige Funktion (L.
erlaubt in der weiteren Rechnung einen sehr iibersicht-
lichen Formalismus, erhcht aber nicht den Grad des Dgl.-
Systems gegeniiber dem Fall W, = U, , welcher die
Normalen-Hypothese auch in der anderen Richtung erfiillt
und an einem Beispiel zum Vergleich gerechnet werden soll.

Die Verschiebungen des Kontinuums schreiben sich also im
einzelnen wie folgt:

(1- 867 ) [V, U, - 7 U, ]

U, =
Uy, = (A —@’bf)[mzz U, -0 a.?,&] (2.37)

Ms’d,;.

2.2.2 Verzerrungen

Nach Green/Zerna [BE] ergeben sich die Verzerrungen fiir
kleine Verschiebungsableitungen zu:

Vo= T Uit + el ) . (2.38)

Der senkrechte Strich bezeichnet d&e kovariante Ableitung.
Auf eine Namensgebung des Verzerrungstensors sei hier

verzichtet, weil die Verschiebungen so klein sein sollen,
daB der Bezug auf eine raum- oder kdrperfeste Basis nicht
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zu unterscheiden ist. Verwendet man die Definition der
kovarianten Ableitung

Uil = e =17 Uy (2.39)

mit &/, als partieller Ableitung, so schreiben sich
die Verzerrungen wie folgt:

. .
Si = Z[u/« U - & /-:’i u./) : (2.40)

Setzt man fiir ¢, die Ansitze (2.37) ein, so ergibt sich
wegen der einseitigen Normalen-Hypothese d3y > ¢35, =0
und zusdtzlich ;=0 .

Die Ubrigen Verzerrungen ergeben sich mit (2.25) wie folgt:

J;lll = (’(ﬂ,a - /_,/:q (4(

= U”I”— 3?44944'4 u4+£ 922‘?44'1 uz +£’?Aﬂ,3 U.S

4 ¢
dﬂﬂz.: z ("('hl Uy -4 /-:ra tey )

= 2"’(661,& "“Uzm' ?’ML 7 ?u,,, a&)

"'—’l

J:B: %'(L"m“’ Up g~ 2 oy U )
if(u,,,, tlUya =g Garg Y, )

4

AJ‘?& = Uy, - /—:u. “’y

= (g, + 2_.?4-,5)22'4 U, ‘21'7“‘7&4,; C, *215722,3 Us .

Setzt man die Ansdtze (2.37) ein, so ergeben sich die
Verzerrungen zu:
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Yan = -6°62, [ Gan Uy +Gu¥ Q™ (,me‘fg,,,,z Ya™ Uy +3 gu,s Us
"2 G 197 U, (2.41)
—} 9361‘14,4 pgdd aan a'f - 93 1 ?44 amy ““,4

&rg= ,’7’[% A"y Qan Gon Uy +G, V" Ut a®, Y0y ¢, U,
s Y o U&m -&’{éi‘é&tﬁal;{v 79&, Q,, .zz-g-‘;‘?u a*“t aJ,Za'l (2.42)
=8 (0°6;,+a”], ) G a'h)a‘F - @379« a” Uy, , ]

s = F(Usy- Uy ) (2.43)

XZ& = % 9&,4 ;aM a') -9-'6:: pgzz Uz. +9u. VQ“' Ug,,a
4'% 912.,3 UJ - :'5,’ 930&‘:’4’. Z’gzz ag; a.:’,z *6‘%/%2 all a‘f';z_ (2.44>
_g 939;4,4 /g—mam‘ L[s‘ )

Die Verformungsgrdfen ([ sind nach (2.29) und (2.30)
physikalische GroBen, weil dieses die praktische Wahl
der Ansatzfunktionen nach Abschnitt 2.3.2 vereinfacht.

2.2.3% Spannungen

VoraussetzungsgemdB sollen hier lineare Beziehungen zwischen
Spannungen und Verzerrungen gelten. Das verallgemeinerte
Hookesche Gesetz lautet dann: '

TY =fpu“y,, (2.45)
Fir homogenen und isotropen Werkstoff hat der Elastizitéts-

tensor £49%¢ npur die zwei unabhéngigen Konstanten:
Elastizitdtsmodul £ und Querdehnungszahl . .
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Mit dem Schubmodul

E

G= — (2.46)
Z(4+/~)

148t sich der Elastizitidtstensor relativ einfach schreiben:

(jles ey ek, 2 o ek
EJ" = 6‘(? /(7J1+g 19'./“4./-:;/‘;’ yJ? ) . (2.47)

Trotz des Ergebnisses {3;=¢& aus den Ansidtzen (2.37) fiir
die Verschiebungen soll hier auch

z¥=0 (2.48)

gesetzt werden. Dieser Widerspruch zum Hookeschen Gesetz
sei hier als unwesentlich hingenommen, zumal der Arbeits-

32

ausdruck aus 3332' sowieso verschwindet.

Fiir die Spannungs-Dehnungs-Beziehung gilt dann:

TV - EV¥ L,
. | , (2.49)
s d = thry ‘ ! ok
miv  E9M- GlgTgit gitgie S22 gig)

Beriicksichtigt man 9"“=0 fiir /4 & und definiert

£E

&

(2.50)

so ergeben sich die im weiteren interessierenden Kompo-
nenten des Elastizitatstensors wie folgt:

A122

Anan = A1 A1 — _ 24’-"”__ = ”
ET7e Eg™ig™, E7 ER7 s  Egg 22
E/;zaz_; E/’224= 52442=EZA£4 - 6949.722 ,
Ez;z/rg - 54334 _:gynng rt——snsn = 6‘744?33’
2222 & 22,22
E £9 g -

(2.51)
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Damit berechnet man die Spannungen zu:
=BG g9 ) E GG (D gn 9 e ]
T"*=26 A P G 9792 (2 i, | (2.52)
TR=2 G g™ g™ Iy = 59’"9'"['3 das |

2"22'= E(?zzyzz(yu +/u ym?zz(ﬁm)= Eyzzgzzﬁ&% ?4"‘732. /,},,].

2.3 Herleitung des Differentialgleichungssystems

2.3.1 Ubergang von der Tensor- zur Matrizenschreibweise

—(k

Fiir die weiterhin zu verkniipfenden GréBSem 4;, und T
sind nur noch Jje vier von Null verschiedene Komponenten
vorhanden. Es bietet sich hier also an, diese GréfBen

als Spaltenmatrizen zu definieren. Damit wird die weitere
Rechnung wesentlich iibersichtlicher und die Schreibweise
sehr vereinfacht.

J’:' ; . 34," ‘Z’q P
PC ~—al
r-|% | - 2 L ;= |- i (2.54)
~ 2 ¥, 7, M
_OMq—_ | d/'zz_ L ?‘f_ | ?LLJ
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Der Zusammenhang (2.52) ergibt sich damit zu:

T=£Y (2.55)
mit der speziellen Elastizitidts-Matrix
rEy’"g"" 0 a /L«Ey"'y“ -
| 7 agre oo 2 (2.56)
~ o 0 Ggmgu o .
/A £ 44922 0 O E"yzzyu_-

Indizes enthalten in dieser Schreibweise keine Summations-
vorschrift mehr, sie bezeichnen nur einzelne Komponenten
oder Koeffizienten.

2.3.2 Produktansitze fiir die Verschiebungen der Mittel-
flache und Verdrehung der Normelen

Zur Erzielung eines linearen gewochnlichen Differential-
gleichungssystems entlang der Stabachse werden fiir die
Verschiebungen der Mittelfldche und die Verdrehung (/4
folgende Produktansétze gemacht:

) (2.57)
d-r Y.

Dabei sind # = 9¢e2) dimensionslose, fiir jeden Querschnitt
gleiche, Formfunktionen und V- V(o") entlang der Stabachse

veridnderliche Verformungsfunktionen.

Die einzelnen Matrizen haben folgende Form:
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(L, ]
;- Lls
—~ (,L5
i LLu (2.58)
-'Z/M“-'?GN,O ‘ 0 / o - o, 0 0 -:ZA g Q Q-
0 O, Naa+am, O - o, 0 (0] Z,'ngo
,\?- c 0O, 0 - O N3 ey O 0 _,Q 2/‘2'3’9
0 o, 0 O 0 0O i Rua "?wj 2 2 0 %
(Vﬂ ~ 5 - . r
. Vas Vi Vaa [ Ve
V .
AVJ _ ~VL y V4= , Nz: R p 'VVJ: ”\é—
3 . . . .
V4 | va_j _MHJ | V.;z_j | an

Die Art der Funktionen 7 und die einzelnen Zahlen ¥ /.4, R
miissen je nach der Problemstellung sinnvoll gewdhlt werden.
Fiir den Verdrehfreiheitsgrad (/, sei hier eine Einschrénkung
erlaubt. Da es in vielen Fdllen geniigt, {y = U,,, zu setzen,
sei hier darauf verzichtet, fiir’zv separate Ansatzfunktionen

zuzulassen. Es wird also immer
:zu = :zj (2.59)
gesetzt. Damit ist (= R .

Fir die auftretenden Ableitungen der Verschiebungen ergibt
sich dann mit dem Ansatz (2.57):

u,d = NVI4
= X (2.60)
,(({/L = 7'53 .
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Setzt man (2.57) und (2.60) in die Ausdriicke fiir die
Verzerrungen (2.41)bis (2.44) ein, so kann man die
Verzerrungen wie folgt darstellen:

{=-vVev V, (2.61)
mit den Querschnittsfunktionen:

}ZM Va XM ,\‘Z"" VM [Vum 4'4"21
Vaa Vg V33 Vi ' Viz= [ czq 0 "c'zm]
Y= Vi Y Vs Vo mct Yis = ["}5« ' "iu]
Yo Ver Vs )f#"_ [ Viea ' ‘7:'%]

Entsprechendes gilt fiir V.

Darin sind die von Null verschiedenen Werte, unter Berlick-
sichtigung von (2.59):

V 4 == Osb:,,. ‘/\_7,_:, 74
an= fy»m,g, ‘/;EL ‘?z,
XAJ = g 9"4,3 ’Z_; - % 93944,2. lyua“ ?J-Z.

VA'«# = JCLM,., }/5’«044 ?3
~
Yg, B /g Qm’fL Vodq 944 74 *?m\ 10“ 74,2
A 22 _’/— ~ ~
ks 3 O, VG, 9&1 ‘21
~

,\\f‘&'-? - 9.‘(‘9417:44*0um yyu @, )73,& (2.62)
~Vg,w = —95(5J6:z + 0412, V?ﬂn 04n ) ?} - 95’944 044 ?J,Z

Vie = ~ 13

~
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Vor™ 3 Quenva™ .

Vo= ’9355.2.'1/927' pe * g&&WZ&.L

Vs = 3 Gy 7+ ~30°a%,V Qe Qe ez “0Y G ™ s, 22
Vuw = =369, V9 "a™ v,

E”' = gM Va'm 74
;\_gqu- :_@3ng a™ 1,

Eﬂ.z = ?LJ.'/?‘T)"‘ZL
1’.'—!,3 = ‘93 V?u. a® ’Zé,b

(2.62)

Vs = 45
~

2.%.3 Virtuelle Verschiebungen

Die virtuelle Verschiebung kann als erste Variation der
Verschiebung « betrachtet werden. Damit die bisher
gemachten Voraussetzungen auch fiir die Variationen der
Verschiebungen gelten, werden nur die Verschiebungen

der Mittelfliche und die Verdrehung (Ly variiert, Nach
(2.37) ergeben sich also die variierten Verschiebungen zu:

s = (1-0°5:) (VG SUs - O° S U )
dus=(1-60°6; ) (V9. Uy -0 U, ) (2.63)
JUJ ara_g .

Unter der Variation der VerformungsgroBen soll nun folgendes
verstanden werden:

"

"

dU=9dl . (2.64)
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Bei geniigend groBer Anzahl der Ansatzfunktionen / ist

~7

dieses sicher eine ausreichende Nzdherung.

2.%.4 Virtuelle Arbeiten

Zur Aufstellung des allgemeinen Differentialgleichungs-
systems soll das Prinzip der virtuellen Arbeiten benutzt
werden:

dW=dJA . (2.65)

JWist die virtuelle Formsnderungsarbeit, J4 ist die
virtuelle Arbeit aller eingeprégten Krédfte. Bezeichnungs-
weisen und Definitionen nach Lehmann [B6].

Die virtuelle Formdnderungsarbeit ergibt sich als Integral
iber dem Produkt der wirklichen Spannungen mit den virtu-
ellen Verzerrungen, erstreckt iiber das Volumen des Stabes
plus spezieller Randterme, z. B. aus federnder Lagerung.

SW-[TTqgave sw?
)

W= W'+ Itk

(2.66)

Das Volumenintegral wird aufgespalten in die Integration
iiber die Stabldnge L und den Querschnitt @ .

Iw= | [[eTiyAg do'worao” (2.67)
(L) Q)

Mit (2.61) ergibt sich /¢ zu:

Va (2.68)
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JlWY 148t sich also schreiben zu:

(W | [T (e dy +Z (U ) ol o0 cle” (2.69)
(¢ (@)
und nach der partiellen Integration (2.70)
AN STTE) 4790V | dloule Y ae” .
JW Qg RO LY [JHTTE) 5078 ] v

o (LNQ)
Analog zu /W wird auch dA zerlegt in die virtuelle

Arheit der Fldchenlasten verteilt iiber die Mittelfliche
und Randterme, z. B. aus Einzellasten.

Die Matrix der Belastung enthilt die Tensorkomponenten
-¢%.

Pz

7| (2.71)

P

f:

L

Dabei ist P ein fléchenhaff verteiltes Moment, welches
versucht, die Mittelfliche in Langsrichtung zu verbiegen.
Diese Belastung kommt wohl kaum vor, so daf}

Pu = O (2.72)
gesetzt werden kann.

Das Integral iiber die Mittelflsche wird als Doppelintegral
iiber die Stablange L und die Profilmittellinie P geschrieben: -

TA | 7@ pTd U dotdo” + JAF

(&) (P

JA= AT+ S AR . (2.73)
Setzt man den Ansatz (2.57) ein, so ergibt sich:

JA - f /7/?"77"7  V ct9*at®” (2.74)

(¢) (P)



Das Prinzip der virtuellen Arbeit (2.65) lautet also mit
den zuvor ausgerechneten Ausdriicken:

JNV+JA)Q*"0/A?‘JAR -
L
[ 7 xg ao’wot 1V,

(2.75)
(ff/[(ft )t VTL Ty JaO A Y ST
DR
+ R /fﬁw [V o8 A0 [ AR <o
)%

Bei Einhaltung mechanisch sinnvoller Randbedingungen auch
fiir die Variationen muB gelten

- L
[Z/ﬁ?@@ dé?df?‘(fy] +WA- LAR =0, (2.76)
Es bleibt also von (2.75)

JEN[67273),, ot0ue™ [[5 175 doce*

AT, (&)
(2.77)
- [YE 9Ty we | LY d0”
(P/

Beriicksichtigt man, daBl die Variationen J}/ beliebig sein
missen, so muB der Integrant von (2.77) verschwinden, und
zwar auch fiir jede Variation 4>, d V7, /Uiy, (Vs allein.
Es entsteht also folgende Differentialbeziehung

A[OFE77),, dowe™ [[77 57y ote bs™ [z 7 ply d6°=0. (5.98)

& (&r P)
Nach (”.55) ist die transponierte Matrix der Spannungen

——

)

—

G

Te T (2.79)



mit ,{"‘ nach (2.61)

T

F= Ve vlpT. (2.80)

~r /\—"’

Setzt man dieses in (2.78) ein, so entsteht

/f[W(JZ’v +MIBT)EF], o6t
/./7’""(1/’[;’4‘“ ,,"_T’gy o/é”ﬂ@‘-/‘/\";b HE*® = .
() (P
Um ein Differentialgleichungssystem erster Ordnung zu erzeu-

(2.81)

gen, Sein die Einzelwerte des Ausdruckes

@) *
als neue SvstemgroBen elngef‘uhrt. Diese Funktionen kann man

als generalisierte SchnittgrdBen deuten.

Das Differentialgleichungssystem erster Ordnung 1#Bt sich
dann wie folgt schreiben, wenn man nach den Systemfunktionen
Y ,Q,( und ihren Ableitungen sortiert

Vi[5 eTegaouet = - VT[T ao'o i
i “ (2.83)
Vi //Wa £ valo¥s™ U=V V5o TE 8 AOuB +/1azo pale"

(Q) (?)

Die zugehdrigen Randbedingungen sind nach (2.76)

[KTJV]L+JWﬂ—f/42=O- (2.83)
0
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Die Integrationen iiber d&° und & &* lassen sich ausfiihren,
wenn die Formfunktionen #i» vorgegeben werden. Dieses
muB je nach Problemstellung sinnvoll geschehen. Werden
diese Funktionen wie in (2.58) angenommen, so ergibt das
System (2.83)

J=2N+rm+2L)

lineare Differentialgleichungen 1. Ordnung fiir J
unbekannte Funktionen ) und & .

2.4 Uberlegungen zur Losung des Differentialgleichungssystems

Das Gleichungssystem (2.83) besteht aus ] linearen Differen-
tialgleichungen fiir ] unbekannte Funktionen im allgemeinen
mit nicht konstanten Koeffizienten. Es liegt in der Form

§3'= £y+2 (2.84)
vor, mit '
Ig-’;‘('}/’l, Yoy 73, - ’.'17‘(4" A )
(2.85)

= (Vonr Van, o Yipsi Yo Yo, Vot Yo, Kra W, %«"‘Vm, W Ky, Kiw - Hos).

Multipliziert man dieses System von links mit der inversen
Matrix von B , so erhslt man

y'=3'Cy+372 . (2.86)
Dieses System kann man im einfachsten Fall geschlossen ldsen.

oder aber bei groBer Zahl der Gleichung elektronisch mit den
bekannten Naherungsverfahren.

Die Umformung von (2.84) nach (2.86) muB bei nicht konstanten
Koeffizienten in der elektronischen Rechnung fiir jeden Itera-
tionsschritt zur Ldsung des Dgl.-Systems neu erfolgen. Dieses
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erfordert bei groBen Systemen sehr viel Rechenzeit.

In vielen praktischen Fdllen enthalten die Matrizen

B , € und D aber konstante Koeffizienten. Dieses ist

bei konstanter Streckenlast immer der Fall, wenn die
Krimmung der Stabachse unabhédngig von der Bogenlinge

S= 0" ist. Die obengenannte Umformung 1#B8t sich dann

vor der Iteration zur Ldsung des Dgl.-Systems elektronisch
durchfiihren. Das System liegt dann in folgender Form vor

/) —_— —

y—.:cylj-f'/ (2'87)
A~ ~o~ ~

und 188t sich unmittelbar z. B. mit der Romberg-Integra-

tion l0sen.

Zur Vermeidung von numerischen Schwierigkeiten sei noch
folgendes bemerkt. Im allgemeinen treten unter den Funda-
mentalldsungen Ausdriicke der Form e*? mit reellem « auf. Die
Anpassung dieser Funktionen an die Randbedingungen fiihrt
oft schon bei geringen Stablingen zur numerischen Uber-
forderung des Rechners. Wegen der konstanten Koeffizienten
der Gleichung (2.87) reicht es aus, wenn die Romberg-Inte-
gration fiir einen hinreichend kleinen Abschnitt 4Z der
Stablinge L und fir das homogene Dgl.-System mit den J
Anfangsbedingungen
A= (2.88)

J -mal durchgefiihrt wird. Es ergibt sich dabei eine Uber-
tragungsmatrix, welche folgenden Zusammenhang zwischen den
Schnitten » und #++1 beschreibt.

y’.ﬁi’; - £ Yo . (2.89)

Addiert man dazu die Integration R des inhomogenen Systems
mit der Anfangsbedingung

Yo = % (2.90)

~ [
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so ergibt sich der Zusammenhang zwischen den Unbekannten
in den Schnitten N und rn+7 wie folgt:

Ynea=F gn+ R (2.91)

Teilt man den Stab in 7 Teile, so erhdlt man J(7-1)
Unbekannte in den Schnitten plus 2'-é;— an den
R4indern als Randbedingungen. Es entsteht also ein
lineares Gleichungssystem fiir J-7 Unbekannte, dessen
Losung die Losung des Randwertproblems

D AYm-& (2.92)

y'=Cy+J

ist.

2.5 Varianten zu den kinematischen Hypothesen fir
die Verschiebungen

2.5.1 Normale bleibt Normale

Die in der Schalentheorie mit viel Erfolg angewendete
Hypothese "Normale bleibt Normale" soll hier in die
Theorie eingearbeitet werden, um an einigen Beispielen
Vergleiche zu rechnen.

Ausgang der Uberlegungen ist die Gleichung (2.32) fiir die
Verdrehungen der Normalen. Die Normalen-Hypothese fordert
fiir diesen Ansatz

W= Wy Q""((Is.ez'*ba: U) )2"(. (2.93)
Mit (2.36) wird also
a‘;‘ = Ujl4 . (2-94)

Dieser Zusammenhang kann so in die Verzerrungen (2.41)
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bis (2.44) eingesetzt werden. Es ergibt sich als wesent-
liche Anderung

$s=0 wund T7=0. (2.95)

Die Gleichung T=£ § (2.55) gilt nun mit folgenden
Matrizen

A

5a) | & T [T E9™9™ O m Eg™g*
,‘Zz 4 =25:zu,{,’-\= ‘Z’L='t"’-,£= o Gy"q?a O
L

y.g_ J,ZZ r\-J -2-L2 L‘gy«gu O E yQy 22
(2.96)
Der Vektor |/ in (2.58) ergibt sich jetzt zu
.lg .
4 % ( )
- |~ 2.97
e

Wegen (2.96) entf#llt in den Matrizen Y und ¥ nach (2.61)
die dritte Zeile, statt dessen erhidlt die vierte die
Nummer drei. Entsprechend sind die Zuordnungen (2.62)
umzudeuten.

Entsprechend (2.97) entstehen jetzt nur drei Gruppen von
unabhéngigen Variationen, dafiir aber wegen des Auftretens
von l@,ﬂﬂ eine zweimalige partielle Integration. Es
entstehen also wieder vier Gruppen von generalisierten
SchnittgroBen:

K- [T 5 douet < az
(@) :

e il [l 278 oo

(@)
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Das vollstdndige Dgl.-System entsprechend (2.83%) lautet

dann
Yo 7 e dowe™ =T[5 € u AP T it 2t
~ 0 R)
Vo l[IT 225 ao’oo* i U T2 B s (a.0)
!
Vs [WTTTE v do*el* K=~ Y Z{”fm"éﬁ‘ oA A" [l pi g 6" =2
~ ), ~ ¢ o

l/.?(ﬂ = K’\"-

(2%

Man sieht, daB das System (2.83) wesentlich schematischer
aufgebaut ist. Es soll deswegen im folgenden in der Regel
benutzt werden, wenn auch gegeniiber dem System (2.98)

einige Querschnittswerte der Form //( - - )d@3«4e* mehr
)
auszuwerten sind, da diese in den Gleichungen Vi1 = Ve

entfallen.

2.5.2 Vernachlédssigung der Mittelfladchendehnung in
Richtung der Profilmittellinie

Diese Einschrénkung der Verformungsfreiheitsgrade ist in
den meisten Fidllen sicher eine brauchbare Néherung. Sie
ist auch geeignet, die Ordnung des Dgl.-Systems herabzu-
setzen. Da jedoch der groRte numerische Aufwand in der
Integration der Querschnittswerte nach (2.83) liegt und
deren Anzahl durch die obengenannte Néherung nicht abnimmt,
sei hier auf eine allgemeine Herleitung des Dgl.-Systems
verzichtet.

Die Bedingung fiir die Forderung

b (6020) = O (2.99)
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ergibt sich aus (2.44) wie folgt:

0 - g yu,,, 1¢” L{,, "'yu. o U, * —% 91_:.,3 (/(3 .
Beriicksichtigt man (2.22), so ergibt sich:

0- f Qu,.,?}F Uq + YO,y ul,,z, - b.u. U3 . (2.100)
Diese Bedingung soll in den Beispielen nur benutzt werden,
wenn dadurch ein Dgl.-System entsteht, welches mit trag-

barem Aufwand geschlossen zu ldsen ist.

Fir eine gerade oder kreisformige Stabachse geht die
Bedingung (2.100) in

0 = va;L (/(Z,L - 626 u\; (2.40")
{iber. Diese Bedingung wurde von Karman [1] in der Form

_.%_ U3 - Uz,z, (2.102)

fiir Kreisquerschnitte benutzt.
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2. Differentialgleichungen fiir Sonderfalle
und Beispiele

3.1 Der gerade Stab

32,1.1 Geometrische GréBen

Die Stabachse liege in Richtung des Basisvektors e. und
der Parameter ¢t sei die l&dngs der Achse laufende Koor-
dinate @7 . Die Gleichung der Stabachse lautet dann

R= 0. . (3.1)
Das begleitende Dreibein ist

€= & (3.2)
uﬁd damit die Transformationsmatrix

ci= 5. (3.3)

Die Basis der Mittelfliche ergibt sich nach (2.13) zu:

,Q‘»v“ (ﬂ"m + "‘(C’:(,n)gcl = ,€4

Qu=rS,Coeo=rig ; mitri=0 (3.4)

3
Qs =Yy B + r”m e
Ciw = dig . (3.5)

Der Kriimmungstensor weist nur eine Kriimmung auf:

0 0 )
Oup = : s | =hr - (3.6)

- 2 2
0 Ve ¥ a0 0 ¥z



Die Metrik der Wandung ergibt sich nach (2.22):

1 0 o
Gie= | 0 (1-0°62)" 0O
0 0 1
-1 o O
: A
(& e
g7=1 9 wempr °
0 0 : 1

Die Christoffel-Symbole sind nach (2.25):

0

0
—st:,,,
- b:

0
b (1-6)
0

9
- b}
0

0
0

0

(3.7)

(3.8)
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3.1.2 Kreisquerschnitt

0%=r¢ (3.9)

Die Komponenten des Vektors y- und deren Ableitungen sind:

2

2 ' 2 -7 .
= Y Sn r,, = cos r === Sthn
P, 2 P, T izz r P (3.10)
r’= rcosg, r,, =-sing, riazs = F cosp .
Damit ergibt sich nach (3.6)
2 4
bi=-2
(3.11)

Die von Null verschiedenen Koeffizienten y und vy sind
nach (2.62):

4 - - —— .
,&4'21!}1&‘*2—923‘2;&“" 23;

2 3 3
!‘*l'(4+ %}271,; P Vs = ;(/"" g/?.? -1+ ‘g')_z.r,z.z.,'

(3.12)
V= e s Vo = -911:{3 i V= M+§722L i
Vs = - o+ 703}23,1 H :?—33 = ZJ i
Im folgenden wird die Abkiirzung
ye o+ g (3.13)

benutzt.



%.1.3 Physikalische Spannungen und Schnittgrofen

Die physikalischen Spannungen ergeben sich mit (2.52) und
(2.54) zu:

~?

Can =

l

?
G\»’]?

o -
Gz = THgam g = T \
G ,Zawgﬁj?i:ﬂ 2}'/52 (3.14)
Gaz = TH9 gee = T Gu

"

Die physikalischen SchnittgrdBen ergeben sich aus den
Spannungen:

a) Normalkraft

N=[G.ag ; mit d@=v. g, ao’ad'=g; d6«6*

(Q)
00V Qe AE /O 0V Gy XO O’
A e [ g A
/\/=( G[/ V9 Tadlg A A it Vg Y0 er 9 <V v
)

b) Biegemoment

/4-=j9ﬂs;,z'[ﬁf Aot o0}
(R)

mit 2 = Abstand des Querschnittselementes von der
jeweiligen Biegeachse.
Fiir die Biegung um die Achse p=0 ist

= 011".5/'n¢

@)

(3.16)
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c) Torsionsmoment

T =[G r & Vg a0d6?

(Q)
7= fﬂ? T r 875, do*do’ (3.18)
(R

d) Querkraft

Fir die Biegung um die Achse ¢=0 ist die zugehdrige
Querkraft

@ ‘-’//{b‘,,& cosg + Oy J/msp)ﬁ: A AOF

)

&= [[(TAl7 corp + TV sinp) Vg dO°lO . (3:19)

(Q)

Bei der Varianten "Normale bleibt Normale" ist die
Querkraft wegen 0bs; =0

aus der Bedingung M, =&
zu bestimmen.

%.1.4 Ansdtze fiir die Formfunktionen

Fiir das Biegeproblem um die Achse =0 und das Torsions-
problem werden folgende Reihenansidtze gemacht. Sie lassen

die Losungen der iiblichen Biegetheorie und Querschnitts-
verformungen zu.

=S

a = 749, 744,74&, o /}?-wv
”a = /" ri”?! S‘IH(IZ?)’ v ) S‘I'VI/A/?)

S =3
r.
1]

'?zo ,‘?za, ‘732., o Ham

(3.20)
A, cos@, 5/'»7@?9), S‘/m(&f/, vy, rl'm(f‘?¢)

N3
o
"
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7sg/4,gm¢,mu%¢hcmnqmuncﬁ(my,(&a»
7¢ = e

Beriicksichtigt man, daB fiir den geraden Stab mit Kreis-
querschnitt gilt:

V4 =1, V7 V9= & (3.21)

und vergleicht die Ausdriicke fiir die physikalischen mit
denen filir die generalisierten SchnittgrdBen (2.82) unter
Verwendung der Ansdtze (3.20), so stellt man folgende
Identitdaten fest:

A/Eh//foi ME”'/\//M"M;,,{'TEY"&()‘O;
(3.22)
Ein Beispiel fiir Wolbkrafttorsion ist im Abschnitt
3.1.6 behandelt.

23.1.5 Numerische Auswertung fiir einige Belastungen

3.1.5.1 Biegeprobleme

Wie schon im Abschnitt 3.1.4 angedeutet, soll hier die
Biegung um die Achse @=o untersucht werden. Dieses ist
aber bei einem doppeltsymmetrischen Querschnitt keine
Einschrankung der Allgemeinheit.

Es hat sich durch viele Vergleichsrechnungen gezeigt,
daB es hier vOllig ausreicht, sich auf folgende Ansatz-
funktionen zu beschrinken

:Z»r Nas = J/Mf
Ho= faa = cosP (3.23)
G R

i

"
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Die Abweichungen der Rechnungen mit mehr Ansdtzen zu
denen mit den vorgenannten sind nur wenige °/00.

Mit den Ansdtzen (3.23) ergibt sich auBerdem fiir Rotations-
schalen mit Abmessungen, welche einen Stab charakteri-

sieren, also etwa %’-‘ < 34 ; daB die Ldsungsfunk-
tionen in folgenden Relationen zueinander stehen:

Ve = Va4

Vi, = Va4, (3.24)

A
? MM z-,/«ld,"

Nimmt man die Ansdtze (3%.23) hinzu, so stellt man fest,
daB die so gewonnene Losung die Bernoulli-Hypothese der
Stabtheorie erfiillt, wenn in (3.24) das Gleichheitszeichen
steht. Dieses ist eine Bestadtigung der herkdmmlichen Stab-
theorie auch fiir diinnwandige Sté&be.

Abweichungen von der Biegetheorie der Stdbe

1. Verformungen

Die bekannte Biegelinie der Stabtheorie findet sich hier
in der Verschiebung L, = |4, cosp fir @=o0 wieder.
Sie ist also gleich der Funktion 144(97 . Diese so0 nach
der vorliegenden Theorie ermittelte Biegelinie enthdlt
automatisch Verformungen aus den Schubspannungen. Einen
Vergleich mit der Stabtheorie zeigt Bild %.1. Diese
Ergebnisse, wie auch viele der weiteren Beispiele, wurden
mit Hilfe der Schalentheorie nach Wunderlich [14] {iber-
prift. Die Abweichungen zur vorliegenden Theorie waren
in den Bereichen der Giiltigkeit der Schalentheorie

(s. auch Bild 3.4) unwesentlich.

Die Querschnittsverformungen selbst sind fiir gerade stab-
dhnliche Schalen so unwesentlich, daB sie hier nicht
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ndher untersucht werden sollen.

SchnittegroBen

Die SchnittgroBen der Schalentheorie, also Integrationen
der Spannungen iiber die Wanddicke, werden in der vorlie-
genden Theorie nicht explizit bendtigt und auch nicht
ermittelt.

Gemeint sind hier die SchnittgréBen der Stabtheorie, wie
sie in Abschnitt 3.1.3 in (%.15) bis (3.19) definiert
sind. Bei statisch bestimmten Systemen treten bei diesen
SchnittgréBen zur Stabtheorie natiirlich keine Unterschiede
auf. Bei statisch unbestimmten Systemen ergeben sich
jedoch geringe Abweichungen, weil die vorliegende Theorie
Verformungen aus Schubspannungen beriicksichtigt.

Wesentliche Unterschiede treten bei statisch unbestimmten
Systemen mit kurzen Stdben auf, da das Tragverhalten

dann nicht mehr der Stabtheorie entspricht. Ein sinnvoller
Vergleich mit der Stabtheorie ist dann auch bei den Span-
nungen nicht mehr mdglich.

Spannungen

Es treten in diinnwandigen Staben zum Teil erhebliche
Abweichungen der Spannungen gegeniiber denen nach der
Biegetheorie der Stibe auf. Fiir einige hiufig auftretende
Fdlle sollen diese Abweichungen hier in Abhdngigkeit von
Systemparametern auf die Spannungen nach der Biegetheorie
bezogen werden. Der entsprechende Quotient sei im folgenden
Uberhdhungsfaktor genannt. Die so entstehenden Diagramme
konnen dann als Bemessungshilfen benutzt werden, ohne daf
die vorliegende Theorie oder die Schalentheorie herange-
zogen werden mufB.

Die Abweichungen sind zundchst bei kurzen Stdben im
ganzen System wesentlich. Dieses ist aber ein Problem
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der Schalentheorie und nicht primdr Gegenstand der
vorliegenden Arbeit. Ab welcher Lange die Schalen
sinnvoll mit St&ben zu vergleichen sind, héngt vom
Problem ab und ist aus den folgenden Diasgrammen zu
ersehen.

In diesem Fall sind die Abweichungen nur noch an
Krafteinleitungs- und. Einspannstellen wesentlich.

Da Krafteinleitungen von Fall zu Fall verschieden und
schlecht zu normieren sind, sollen hier nur Einspann-
stellen untersucht werden.

An einer Einspannstelle eines diinnwandigen Stabes
sind die Verschiebungen aller Punkte des Endquerschnit-
tes behindert. In der vorliegenden Theorie heiBt das

Vi=V=Y-V=0. (3.25)

Dagegen konnen die Ableitungen dieser Funktionen
wegen der Verformungen aus Schubspannungen von Null
verschieden sein.

Ein freies Ende hat die Randbedingung

K-K-K=K =2. (3.26)

Fir die folgenden Diagramme wurden folgende Quer-
schnittsbezeichnungen und Werkstoffkenngrofen
benutzt:

Aufenseite

Mittelfldche

Bild 3.2
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Werkstoff: Stahl: spezifisches Gewicht ¢'= 7 85 4552

mm3

Elastizitdtsmodul E¥=2,43A05;£¥T

Querkontraktionszahl /p1=6233

E
2.{/14-/«)

Gleitmodul G=

Im Bild %.3% ist der Normalspannungsverlauf an der Ober-
seite, also @-= %? , eines beidseitig eingespannten
Rohres unter Eigengewicht entlang der Stabachse aufge-
tragen. Vergleicht man die Spannungen in der Mittel-
flache und mit Ausnahme des Bereiches der Einspann-
stelle auch die der AuBenseite, so sieht man, daB die
Kurven der Biegetheorie des Stabes im ganzen Bereich
etwas iiber denen der vorliegenden Theorie liegen. Dieser
Unterschied entsteht durch die Vernachlédssigung der
Querkraftverformungen bei der Ermittlung der statisch
Unbestimmten nach der Stabtheorie. Die Abweichungen
sind aber unbedeutend. ’

Dagegen sieht man deutlich den Einspanneffekt der Wandung.
Die schnell abklingenden Biegemomente der Wandung, wie sie
aus der Schalentheorie bekannt sind, treten auch hier auf.
Die damit verbundenen Spannungen nehmen gemessen an denen
nach der Biegetheorie der Stidbe relativ groBe Werte an,
welche auch bei sehr langen Stdben von beachtlicher
Bedeutung bleiben.

Das Beispiel in Bild 3.4 zeigt, daB die Normalspannungen
an der Einspannstelle auch bei Rohren, welche mehr als
100mal so lang wie dick sind, etwa 50 % hdher sind als
diejenigen aus der Stabtheorie.

Die Berechnung nach Wunderlich [14] zeigt hier im Bereich
der Schalenabmessungen gute Ubereinstimmung mit der vor-
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liegenden Theorie. Bei grdBeren Rohrlingen wird der Giil-
tigkeitsbereich der linearen ersten Aproximation der Scha-
lentheorie iiberschritten, wie verschiedene Vergleichsrech-
nungen bestatigten. Die Variante der vorliegenden Theorie
"Normale bleibt Normale" nihert sich Jjedoch bei groBen
Langen der Theorie mit dem weiteren Freiheitsgrad "Normale
bleibt Gerade" in Stablingsrichtung (2.3%6) immer wmehr an.
Die Unscharfe der Schalentheorie liegt also nicht in der
kinematischen Hypothese, sondern in der Bildung der
Verzerrungs- und SchnittgroBen-Tensoren. Diese Fehler
werden in der vorliegenden Arbeit durch numerische
Integration der Querschnittsgrofen in dem Dgl.-System
(2.8%) vermieden. Diese Methode beinhaltet zwar einen
groBeren programm- und rechentechnischen Aufwand, sie
liefert aber sowohl im Schalen- als auch im Stabbereich
zuverlissige Ergebnisse.

Bei der genaueren Betrachtung des Uberhshungsfaktors
-%% der Normalspannungen in Stabachsrichtung an der

Einspannstelle stellt man folgendes fest:

1. Die SchnittgréBen nach (3.15) bis (3.19), welche
sich auch aus Ergebnissen nach der Schalentheorie
ermitteln lassen, stimmen bei kurzen statisch
unbestimmt gelagerten Stiben nur schlecht oder
iberhaupt nicht mit denen aus der Stabtheorie
iiberein. In diesen Fzdllen ist es nicht sinnvoll,
einen UberhShungsfaktor anzugeben.

2. In den iibrigen Fdllen, also bei statisch bestimmt
gelagerten oder entsprechend langen StZben, beein-
flussen drei statische GroBen und die Querkontrak-
tionszahl den Uberhshungsfaktor. Diese drei GroBen
und die anschaulichen Deutungen ihres Einflusses 8ind:

a) Das Biegemoment .
Die Normalspannungen in Richtung der Stabachse
rufen wegen der behinderten Querdehnung amn der
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Einspannstelle und in ihrer Umgebung Normal-
spannungen in Richtung der Profilmittellinie
hervor. Wegen der Kriimmung der Profilmittel-
linie haben diese Spannungen Komponenten quer
zur Wandung, welche Langsbiegung in der Wandung
bedingen.
b) Querkraft
Die Aufnahme der Querkraft geschieht im
wesentlichen durch aufrecht stehende Wandteile
(Richtung der Querkraft). Durch die Gleitungen
in diesen Wandteilen entstehen in endlicher
Entfernung von der Einspannstelle Verschiebungen,
welche auch den flachliegenden Wandteilen aufge-
zwungen werden. Die flachliegenden Wandteile
reagieren darauf mit Biegespannungen in Achs-
richtung.
¢) Belastung auf der Mittelfl&che
Dieser EinfluB ist nur bei sehr kurzen Staben
von Bedeutung.
Um die Anteile der einzelnen Einfliisse darzustellen,
wurde der Uberhdhungsfaktor fiir verschiedene Fille in
Bild 3.5 in Abh#ngigkeit des Patameters
Mo . (3.27)
r Qo
mit M, und &> als SchnittgréBen an der
Einspannstelle nach der Stabtheorie
aufgetragen.

Den EinfluB des Biegemomentes Mo (nach 2a) erhilt man,
wenn man ein System ohne Querkraft, also fiir % &~ oo
rechnet. Der Uberhdhungsfaktor fiir die AuBenseite ergibt

sich fiir den Querschnitt mit Z2-04 z« 4 %?9 . Fir

andere Verhdltnisse é ist dieser Faktor in Bild 3%.6
fiir p<033 dargestellt. Fiir 4 =0 ist dieser Faktor
identisch 4,0 . PFiir kleinere negative «< wéchst der
EinfluB der Querkraft (nach 2b) allmdhlich an. Ein

Grenzwert fiir « : 0 existiert nicht, da fiir M, =0
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die Spannung nach der Stabtheorie Gy =0 wird. Fir
positive « kehrt sich der EinfluB der Querkraft um.
G Mo +

Es entsteht eine zur Asymptote = fir 2 _ . T oo
Gs Y Qo

antimetrische Kurve. Diese Abhidngigkeit ergibt sich
aus Bild 3.5, wenn man die rechte Teilung auf die

Kurve "ohne Streckenlast" anwendet. Die UberhShungs-
faktoren fiir die Spannungsverhdltnisse an der AuBen-
seite kOnnen in Abhéngigkeit von den Parametern des

Querschnittes % und der SchnittgroBen fé‘; der

Rurvenschar in Bild 3.7 entnommen werden.

Mo
Y Qo

eine bezogene Lange f%r zugeordnet. Fir drei haufige

Fir konkrete Lastfdlle ist dem Parameter jeweils

Fdlle sind diese Zuordnungen in den drei unteren
Teilungen des Bildes 3.5 angegeben. Man sieht, daf

der EinfluB des Eigengewichtes (nach 2¢) fiir einen
Kragarm erst bei einem Verhdltnis Lange zur Querschnitts-
hohe, also j%f , von kleiner als 2,0 merklich auffallt.
Auch bei einem statisch unbestimmten System (z. B. beid-
seitig eingespanntes Rohr) unter Eigengewicht ist die
Kurve "ohne Streckenlast" schon fiir ein Li&ngenverh&ltnis
von 2’#'_>5 brauchbar.

Zusammenfassend kann gesagt werden, daB es bei geniigend
langen Feldern unabhingig vom System und von der Bela-
stung ausreicht, den Uberhdhungsfaktor aus den Diagram-
men 3.6 und 3.7 in Abhingigkeit von den Schnittgrdfen

an der Einspannstelle und den Querschnittswerten zu
entnehmen. Aus Bild 3.6 ist zu erkennen, daB die vorlie-
gende Theorie bei numerischer Integration der Querschnitts-
gréBen (2.83) mit endlicher Genauigkeit nicht nur fiir
diinnwandige Profile gliltig ist. Der Uberhdhungsfaktor
geht fir -Q‘q>2.oo , also fiir den Vollquerschnitt, recht
gut gegen 1. Dieses ist auch zu erwarten, da auBer der
Hypothese "Normale bleibt Gerade" keine weiteren Naherun-
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gen gemacht wurden. Diese Hypothese bedeutet aber fir
den Vollquerschnitt das Ebenbleiben der Querschnitte.
Bemerkt werden soll noch, daB die numerische Integration
der Querschnittswerte fiir —f’:=2.00 wegen der auftreten-
den Division durch Null nicht mdglich ist. Die Rechnung

wurde bei T_}l = 1,99 abgebrochen.

3.1.5.2 Bimomentenbelastung

‘Als Belastung des geraden Rohres sei an einem Ende eine
Spannungsverteilung der Form

Gan = G cosR ) (%3.28)

aﬁfgebracht. Diese Belastung bdbildet eine Gleichgewichts-

gruppe.
Die Spannungsverteilung hat also folgende Form

+G -G

Die Verschiebungsansitze seien hier

Mz = cos(2q)
Doy = Sin(2) (3.29)
Vs = Co.r(z,go}

Als Bimoment sei nun folgender Ausdruck verstanden

B =/GM i CoS{ch}O/Q = [fz—n y/m I v (05(2.?)'1/771 o @AD?

(<)) Q)

8= 6r [[¥*cost(2p) olO'cAO® . (3.30)
@)
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Wie allgemein bekannt ist, bildet die Gleichgewichts-
gruppe eine Ausnahme zum Prinzip des schnellen Abklin-
gens dieser Einfliisse (Prinzip von de Saint-Venant).

Un die Losung fiir diesen einfachen Fall iibersichtlich
darzustellen und im speziellen auch geschlossen zu

l6sen, sei hier die Theorie kurz aufgerollt.

Die Verschiebungen nach (2.37) sind:

Up= U= Uy = (V- O Vas) cos(tp)
Up = O(EUL -0y ) = F(T V42 0 Vou ) sin(2) (3.31)
u; = Uy = |, cosl2)

Daraus die Verzerrungen nach (2.41) bis (2.44)

Vor = (Vign - O Ve, ) cos (29)
&

"

2(-23 Vo # 8 Vpu 0+ 8 F 6 Yy 1 #2 2 iy ) 5 (20)

(3.32)
&3=§(KLM’%4)“”Q¢)
foy~ 2 (202, + V(144 %’) Vi, ) corl2g)
und die Spannungen aus (2.52)
T B Bt
?-nz - 6 _{’: Z»(r
o (3.33)

(Z/Bt 6 Z dA/u
T ,FT(,%[J;ZV e ]



Die von Null verschiedenen Koeffizienten y und v sind
nach (2.62):

Vors = -4 & sin(2p) Ve = COS(2)

Vies = 2 %3 sin(2@) Vo= —@coslp)

Voo = = cOs(2q) Voas = 8 8inm (2¢) (3.34)
Vieas, = 2 /7""‘2(05(2'59) Vige = 2 ,Q—!d" £ (20) :

Vs = f’-‘d‘(/h“*g) cosldg) \‘?334 = (or(.z?o)

Damit ist die elektronische Rechnung vorbereitet. Ahnlich
wie (3.22) ergibt sich hier folgende Identitit:

B= rik, - Ues . (3.35)

Um eine geschlossene Ldsung zu erhalten, sollen hier die
Varianten nach Abschnitt 2.5 angewandt werden.

Es ist also wegen:
"Normale bleibt Normale" (/.= U, (3.36)
und  Jfea(g7-0) =0 Flh= U '

Daraus folgt hier

Vu = Vsz.,zr

(3.37)
- VJ"& =2 Vo,

Setzt man diesen Zusammenhang in (3.32) ein und nimmt zur
Schreiberleichterung folgende Umbenennungen vor

Voo = U , | )
5.38,
V.?z.= W
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so erhialt man

¢ = [U,,, -0 W, ) cos(2)
dhs = (’ U*(Q— - 1) W, W, ) sin /z¢) (3.39)

Pos= 3 %’%’ rW cos (2]

AuBerdem sei hier der EinfluBl der zweiten Ableitung der
Wandverschiebung W vernachlédssigt. Die Einschrénkung
erscheint gerechtfertigt, weil die Kriimmung in L#ngs-
richtung der verformten Wandung sicher klein sein wird,
zumal sie in dem entscheidenden Ausdruck noch mit kleinen

Werten &2 multipliziert wird. Es wird also
(U.-W,.)= U, (3.40)
gesetzt.

Unter Vernachlédssigung der Querdehnung, also fiir st =&
ergeben sich nun endgiltig Verzerrungen und Spannungen zu:

J‘,,,, = U, cos2eq)
= (- .,6(+(»cr c) W) simlep) (3.41)
J@u= 30 & W(of(z?o)

2N

TV = E U, cos(2¢)
T EA A, - £2 L(-rw(mr‘m) Wia) sin(2¢p) (3:42)
T2 cd’,—' &y, = 53,,,, ,. Wcof(z¢)
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Bildet man nun die erste Variation der Form#&nderungs-
arbeit nach (2.66), so ergibt sich

S W= ‘/E//[co:"(!,q’) Ua {U A

(L) (@

+2 B UAGY )W )R U 0%1) W) sin’ )

+3 F%a 53'36" y‘@:cos‘(z‘ﬁ WJWJX“’@!“/@L‘/QA =0
(3.43)

Wertet man die Querschnittsintegrale aus und fiihrt ghnlich
wie in (2.82) generalisierte Schnittgr68en ein, so ergibt
sich folgendes Dgl.-System:
K, $+€AU,,
2 t N
Woa= GEA[ B+ AE) U (145 5 )W, ]

C L (3.44)
K = GEA[BMFE)UE+5 2 )W ]

2
L(w,4=f£' EA F-’z. f,"—,_W

*lw

mit der Querschnittsfliche A=27vrh.

LA
Beriicksichtigt man }h'z<<4 fiir diinnwandige Rohre und

eliminiert aus (3.44) drei der Funktionen derart, daB
man eine Dgl. fiir W/ erhdlt, so ergibt sich:

YJ*M//*MM -6 {2f.M///m +/71.f W =0 (3.45)
mit f- :f—:

Die chg;akteristische Gleichung lautet also

Y-‘-J'A‘/'__ éfr?_/\a.,_”z’f =0 (3046)
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oder mit 2= ré A%

X°-6fH+ALS =0 (3.47)

Dessen Losung ist
x,, = 3f(/l'_“';//l- £7)

wegen f<<A1

#,,~ 3p(1tifEF ). (3.48)
Mit (3.46) ergibt sich
e = Y38(12E) (3.49)

Die allgemeine Lésung der Dgl. zu diesen vier Wurzeln
laute mit der Abkiirzung

38 = )
(3.50)

W= c:ch (AF) cos(A%)+bch(AF)simAE)+cshU%)cos(D5)+ct-sb() 5 )sim(iE) .

Fir die Randbedingungen sei folgender Fall angenommen.
An der Stelle ¥ =0 wirke das Bimoment

B= f(? res2p) dé?rf'l‘:'"r cos(aqp) AR
(@ g)

3=/E U, rces’(Re)cfR= T EAr U, = v Ky
(&)

und die Verschiebung A/ sei Null.
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Der Rand X=f sel kraftefrei.

x=0 ~» W=o0

W, - %8
(3.51)

X'=/("> W, = o
Kw"o

Reduziert man diese Randbedingungen auf die Verschiebung
W, so ergibt sich:

X=0 ~ Wzof'M/I/M;-{z/_:A

(3.51)
=L ~ rW,-éfW=0; r’w,, -6LW,, =0

Diese vier Randbedingungen ergeben mit der Dgl. (3.50)
und unter Berilicksichtigung von

MNoe< e T

folgende Konstanten

a=0
po kB ch*OF) CuL
T EAN cos(Af)simAE)-ch()E)sh(AE)
(3.52)
C=- +B . cost (A §) A
EAN s E)cimld€)~chODE)sh(A$§)
d=- %2

T EAN
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Die gesuchte Biegelinie der Wandung und ihre erste
Ableitung lauten also:

W= ol (5 ch(A%) 50 (A%) + C sh(AF) cos (A%) + sh (A-’r()s/lo/,\%f))

(3.53)
W= oA F((B-2)shi(03) sin(03)+(5+2) cbs 45 ) cox (AF)
L ch(E)sin(AE)+ sh(\T)cos(VF) ]
Fiir kleine Argumente A€, also etwa €<~ , lassen sich

diese Funktionen durch Polynomreihen auf folgende Form
bringen:

3)% B

W””“!(Aéﬁ = e <
"~ By (3.54)
/4"’754w3

Fiir groBe Argumente /\% , also fiir sehr lange Rohre,
ergeben sich die Konstanten 4 und ¢ zu

5 ~ -~ / c =~ O .
Die Biegelinie der Wandung ergibt sich dann zu

W= ~d (ch(45)~sh(AF)) sin(A%) |
(e (43)- 0 (35)) a7 (3.55)

W,, = A7 [(cblA3)-5b14%) sin(05)- (ch(r5)~ st (4%))ces(4%) ]

oder
- ¥
W =~ "0/ (- S/%(/\?J

-A% y (3.56)
M/IA":: 61)% é (5/»,(,\{)-[,_,5(/\7)) o
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sie ist also die Funktion einer gedédmpften Schwingung.
Die Liange einer Halbwelle ergibt sich zu

hl

~
Ly = S (3.57)
Die maximale Verschiebung tritt an der Stelle
A (3.58
auf und hat den Wert
mox |W | = ola"l*fin.,i’—= e o . (3.59)

Die Ableitung der Biegelinie der Wandung an der Last-
einleitungsstelle, also fir ¥=0 , ist

Wagredd . (3.60)

Die Brauchbarkeit dieser Losung soll im folgenden durch
ein Beispiel kurz dargestellt werden.

Ein gerades Rohr aus Stahl mit

- 5
E=2 140 — //,«.=0,33 (3.61)
mit dem Querschnitt
Y= A00 rmrm ; h= A mm (3-61)

soll am Ende ¥=0 mit dem Bimoment

B= 10° N (3.62)

belastet werden.
Es ergeben sich folgende Systemwerte

A= 6283 mm*; X=Q1376 . (3.63)
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Verformung und Ableitung fiir kleine Argumente:

W=4,54é'/0‘}-f [ran]
(3.64)
W, = A516:10° 72 [ -]

Diese Ndherung stimmt bis zu einer Rohrl#nge von JZ= &00mum,
mit der geschlossenen Lésung nach (3.53) gut iiberein.
Jedoch ist fiir diese kurzen Rohrliangen die Vereinfachung
(3.40), wie genauere numerische Untersuchungen gezeigt
haben, kaum noch zuldssig (s. Bild 3.8).

Fliir groBe Argumente ergibt sich:

/(H': 2 381 iz

,€w= 5‘9? mr

(3.65)
moax W= O S56%3 nim

-3
M/M(xw) = 2, 303 10

Diese Werte stimmen sehr gut mit denen in den Diagrammen

3.8 und 3.9 iberein. Mit geringen Fehlern sind die
Werte (3.65) schon fiir Rohrlingen von € > 2 000 mim
ausreichend.
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Wito)
]
10 ]
N
Material:E = 2,1 -10° Tm? ;
Querschnitt: r =100mm, h=1mm
] Belastung: Bimoment: B=10% Nmm an der
\ Stelle x=0
W\
1\ S »
1\ } num. Losungen (Dgl. 8. Ordnung)
\\ === geschl. Losung (Dgl. 4. Ordnung)
-
10 -
103
e
100 1000 10000 L [mm]

Bild 3.8 Neigungswinkel der Wandung an der Lasteinleitungsstelle
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3.1.6 Geschlitzter Kreigquerschnitt

An diesem Querschnitt soll ein Beispiel fiir die Wolbkraft-
torsion gezeigt werden. Als Ansgsdtze werden folgende Funk-

tionen gewdhlt:

Wy= Voo + U, @+ Vie Sing

(/(2' - \/2,0 + Vz_’_ COS'¢
Us = Vo cingp
L[Lf = Vlﬂ.. .f/m? .

Der Anteil Vsg ergibt die Verwdlbung des Querschnittes.

Mit dem Ausdruck %W+u%¢'kann man iber die Normalkraft

verfiigen. Die iibrigen Ansitze lassen eine Verdrehung des
Querschnittes um einen beliebigen Punkt auf der €s;-Achse

zu. Fihrt man wit diesen Ansdtzen die numerische Lésung

des Gleichungssystems (2.8%) unter Beriicksichtigung der
Randbedingungen (2.83) aus, so erhilt man Lisungen fiir die
Wolbkrafttorsion, die auch im beschrinkten Umfang Querschnitts-

verformungen enthalten.

Hier soll nun gezeigt werden, wie man durch Beschrinkung

- der Verschiebungsfreiheitsgrade mit der vorliegenden

Theorie die herkommliche Theorie der Wolbkrafttorsion fir

dinnwandige offene Querschnitte herleiten kann.
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Zu diesem Zweck werden kinematisch die Normalenhypothese
der Schalentheorie und die Erhaltung der Querschnitts-
form des Stabes vorausgesetzt. Dieses bedeutet:

Vuz.’ Va4
V32,= VLL .

Mit diesen Beziehungen erhdlt man die Verzerrungen und

Spannungen nach (2.41) bis (2.42) bzw. (2.52) fiir m=0
wie folgt:

, 3 .
(n,.,"' 20,9 +VA4,4?9+ %2,,4 f"”f -0 %2,44 (,h?p

- 83
X}IL: %(?—’%,,, t %'1/4;., (Off""fz%om +d4LV2_2,4 (off“'?‘//ﬂ‘f) VZZ/" (off]
f(,\/w” E quv
TY-26 %t

wit = 1+ £ .

Die Beschrankung auf Torsion fordert nun, daB die Schnitt-
groBen M und & identisch verschwinden miissen. Nach

(3.15), (3.17) bzw. (3.19) ist:

W~ [[rTmadotde?

@)

M= [T sing o0 A"

(@)

&= [[1 T ¢ corp 4O’ E*
(@)

Setzt man diese SchnittgroBen gleich Null, so erhdlt man

die folgenden Beziehungen zwischen den Verformungsfunk-
tionen

N=0M %10,4+TVM,4 =0

2. bL* 2 )-," =
M=0 > (171 35 [ Von g+ V(1% 2) Vo200 = O
&0 > Vg +7 Voay =0 .
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Wihlt man weitere nichtlineare Ansatzfunktionen, so er-
h8lt man hier umfangreichere Beziehungen, welche eine
verfeinerte Theorie ergeben.

SchlieBt man Starrkdrperverschiebungen aus und beriick-
sichtigt r*>>4*, so kann man die Verschiebungen in Rich-
tung der Stabachse durch die Funktion J)4;,41 ausdriicken:

}//lo-.-gp’r'V

L2,1
)
Vi = =2+ Vi, 4
V/]L = —r ’/2214 .

Die Verschiebungen lauten damit:
U, = r(:Z’IT“z'f? -J"ngﬁ} Vo, n
Up= Voo + Vo corp
U = Voo Stngf
Uy = Vaz,4 I""'f .

Fir die Verzerrungen und Spannungen errechnet wman daraus:

P %P(F*?"Zadﬂﬂmf}%z,na
d’l’z-_' %(dﬂ& %.0,4-4% L/&m)

T E1r(r-p-2d ) s
77 = 6(V50,4 - Z%‘- VZZ/") ’
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WNir den lastfreien Bereich erhdlt man die virtuelle Form-
dnderungsarbeit nach (2.67) zu:

JW=[ [J(T" S t2 0240 ) T dO'n A0 =
L (&)
Ausgeschrieben heiflt das hier:

JW= .///[¢'er(” ¢-Z,cf'f~a¢) Va2, 44 JV«!LM

Ly @
+ G (V0,0 o2 Vi, o) (0" T Vhina= 3 Y, )] 8 d Ot O

Fiir die Variation /¥, entsteht daraus die Euler-Gleichung

G Vio [[P2cooto" -, , [0 ot6'8]- 0.
(@) (G
Ausintegriert entsteht daraus
3

L7 (b + 85 ) Yo =T h Yiny = O

oder
2 h* -
(1+ %5 ) Voo = 3 Vypa = O . (%.66)

Der Rest der virtuellen Formdnderungsarbeit lautet unter
Beriicksichtigung der vorstehenden Beziehung:

f[f[[ AO(T- -2 1in @) (1 8 ) dO° A0 Yy Yy,
“ (%.67)

-G [[f (45128 ) oOA" Vg { Us,r [ X070

@)

Fir dinnwandige Querschnitte ergeben sich die Querschnitts-
integrale zu:

[[rte(r-p-200mg)(143 K )aot&*~ 1 h 7 (7% 8) - &

(8)
[t i et -a-t 5 Jaewer~ $r b= Dy
1))

nit (m= Wolbwiderstand um den Schubmittelpunkt
7T=-Torsionstrégheitsmoment fir offene Querschnitte.
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Damit entsteht das Wolbmoment als
—_— a
/v = "’(’ me '

dessen erste Ableitung das sekundire Torsionsmoment /;
ist. Die Gleichung (3.67) lautet also

f[E(M VLD/)AO/ 2.2.44-"&77— ‘/VLA70/Q

@)
Nach einmaliger partieller Integration entsteht

[f‘lw Jl/zz,m] /[b M 1,0444+GZ‘ 04]‘/%:440/9 0.
o {L)
Der Ausdruck

e

_Eclmﬁf’ '/2.0,44/14-677',7"%0,”: /

ist das gesamte Torsionsmoment. Nach der zweiten
partiellen Integration ergibt sich:

A L
[-FT,, "”41:'"]0"' [r ! ‘7/1/2&.4]0

/(— f7 46}4444 +6 Vw,,,,,]fVu ANO"= 0.
(c)

Dieses ist die vollstidndige Beschreibung der Wolbkraft-
torsion mit der Differentialgleichung fiir die Verdrehung

IE_) 0" = o
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Die Lage des Drillruhepunktes (Schubmittelpunktes) ge-
winnt man aus der Beziehung (3.66)

2 a
(41‘3:%)%.0,4“ Z VZL,’I =0

A
und mit f',—l <<

sz,/r =2 !/1.0,/7

Unter Ausschlufl von Starrkgrperverschiebungen bedeutet
das auch
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3.2 Der eben gekrummte Stab

%.2.1 Geometrische Groflen

Die folgenden Betrachtungen sollen sich auf Stdbe mit
Kreisring-Querschnitt, deren Achse kreisformig ist,
beschranken. Grundsidtzlich konnen aber nach der vorliegen-
den Theorie Stdbe mit beliebig gekriimmter Querschnitts-
und Achsform behandelt werden. Ob die jeweilige Form zu
behandeln ist, hénpgt vom Anwendungsfall ab.

Bild 3.10

Als Parameter werden gewdhlt:

rys g” mit O’= Koordinate in Richtung der

Stabachse
(3.68)

@- -2  nit O0*- Koordinate in Richtung der
Profilmittellinie
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B=

Die Gleichung der Stabachse ergibt sich nach Bild 3.10:

R(sin Ap L.+ Cosnyp @, )

(3.69)
Das begleitende Dreibein ist nach (2.4) und (2.7)
EL = C:( _,@k
mit
cos np —S/n/y/ 0
Cl=|sinng cosnp © A (3.70)
o o “1

Die Profilmittellinie stellt sich im begleitenden Dreibein
wie folgt dar:

Y = Y’(‘s[npgz +Co:§1>£3)

(3.71)
Nach (2.14) ergibt sich die Basis der MittelflHche
.
gk = Al( ,@[
und dessen Metrik nach (2.15) zu:
«£* 0 0 = 0 o
an=lo 1 of, a“=|lo 1 o (3.72)
0 o 1 0 0

mit ol = A+ '/ch/nf
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Der Kriimmungstensor nach (2.16)

1 .
- R S(n?

, - (3.73)

%
4
r

ol
! b(,=

Fiir das lokale System der Wandung erhilt man nach (2.22)
und (2.23) den Metriktensor:

p" o 0 7342 O 0
y 4
G = o ¥ o, g"‘ -lo @ © (3.74)
0 0 1 o 0 1
v+ 63 , 0

mit ,64/1+ = sing ;. ¥ =4+ %

Die Christoffel-Symbole sind in der vorliegenden Theorie

durch die Ableitungen der G ersetzt. Sie werden hier
also nicht explizit benotigt. Statt dessen seien hier die
Ableitungen der vorgenannten geometrischen GroBen ange-

geben.
A4
- -2 i;gcasf O
a 5 -* ‘ (3.75)
0 1,
e
- ez CoS O
bpe= = o5 (3.76)
0 0




L cosp 0 0] |aKsing.0 0
Gite,2 = 0 o 0O | 9_«'«,3= ] 0 ,ZL 0
0 o ol | o 0 0

~ o o (3.77)

3.0.2 Aufstellung spezieller Differentialgleichungen

Auf das Aufstellen einer allgemeinen Dgl. nach (2.83)
mit den GroBRen (2.62) sei hier verzichtet. Die formale
Programmierung dieses Systems erfordert nlqhx qnur viel .
Schreibarbeit, sondern scheltert auch 1n def"ﬁﬁmerlschen
Auswertung am groBen Zeltbedarf “fiip dle v1elen’Doppe1-
integrale der Querschnittswerte.

3.2.2.1 Allgemeine Biegeprobleme

Um unnétige numerische Operationen zu Vermeiden und =~
verelnfachte Losungen 24, erarbelten, soll dle Dgl hler
so welt wie mogllch aufbereltet werden.

Verzerrungen und Spannungen

Nach (2.41) bis (2.44) sind die Verzerrungen:
& /3(0( UM <05¢Uz+7\”’”4’ as"—fo-‘?’ 52 & 6/44)
tA
3@;5{“@ cosgp U4+-§ Ups *d”zuz,,,~t936”d_“,,

+72 (fp+ B)eos g Uy -EL UL, ]
(3.78)
o

=3 U,,-u
= J"(J" Ups +F U,y - 6° a.w.z)
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und nach (2.52) die Spannungen

"

)
=N
l\_‘

NG

Y
aY
.

3
e
o]

—

o ;;_,: [2 J’,w] | (3.79)
T = F f«? [(YMV'F/V, /;i:d‘,,,,]

Virtuelle Arbeit -

Der Ausdruck (2.67) ergibt sich hier zu:

S W= fffz” I p8 A0 AO* O . (3.80)
(L) (@ .

Es soll die Abkiirzung

. = (~t'l( . N N
i = T q‘d‘m (nicht summieren) (3.81)
eingefiihrt werden.
Mit folgenden Umbenennungen stellen sich die D/«
etwas einheitlich dar:
F-dg F-2p . F P Ly
JL’ /3 /MIJ:’Z.-J‘djrz;d;,e:‘za)s}rZz'f"J’ezi
6'44 - J" /h 042;,
/
. .  (3.82)
G = J,Az / G'm = J/'A_; ,' )

G &2 =/4 rﬂﬂ + dazzi
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D= EZE 4T,
\:Dqg,e' G %‘ 6’41 J d::rz.
‘D".‘:’—GZ‘I 643‘7[&‘”3
ng,'—" -E_g 6_'22 J J’zz

Bleiben Belastungen entlang der Mittelflache ausgeschlossen,
so 1dRt sich hier analog zu (2.69) bis (2.83) ein Dgl.-System

erzeugen.

jf % 74 d &°se*

(R)

K= J[6E & & g doiato*

(R)

K= [[67[57¢6) gas+ T2 n |olO'ctO*
(R)

% f/E G™ (--—);N &’ ol 6*
(&)

(3.84)

o = [[6 8 T oy cosp oy + o 1) 8l
(&

'[(24 /fEﬁ[G'"’R (OSSP? + 622 72,;]0(93402

(@)

//E [(""‘(p ln¢7, z (05?07“)1-6‘21(3- ;73__£7? z_.z)]dl9’o/9‘

(@)

Ko~ JJ8 5[5 e Ecasppy= G o)+ 7 g ot

()
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Physikalische Spannungen und Schnittgroéfen

Analog zu (3.14) ergeben sich hier die physikalischen
Spannungen durch die G ‘“ ausgedriickt.

6> EZ G
62 = G% G i G- GZ; G (3.85)
Gge = E,’?‘ G

SchnittgroBen der Biegung in Kriimmungsebene:

N=[[6. 5000 [[F7 57 d6n6?

(R) (@)

M,;’ff(im rd'sing J"a’@’dﬁb'—-f/f:/‘? E‘“fd‘s/n?a Aoy (3.86)
L )

@= f [ (6rs, CosP +G,, 500 P) FAOHY _/f G f; (¢ “eosgt 3 Csing |40 O"

(@) (a

SchnittgroBen der Biegung quer zur Kriimmungsebene

MR=//GM rd'cosg J‘olﬂ’c/@‘:ff?f 6~ v &' cosp AGVO*

(&) (&
6= / /‘(%. Singp + 62 cosp )l O ﬂé‘ 75 (672 i +67 casp ) ol9ul&
(@ (w@) (3-86)

7= [[6% e tooi00* - [[6 £ G2 v ¥ dO at
(Q) (R)
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Wahl der Ansidtze filir Biegeprobleme

uﬂ: o( V40 +$I'n¢ l/,,,, +(0If Vo]b

Uy = cog90 Voo +sinlne) Vi + Vaprn T 510 @ Vopes * osCtmp) Vapnegem

Uy = sing Var 4 c0s(2na, Vimu * oS@ Vamtay + 0inl2m@) Vygyi2amm)
Uq. = in ﬁVlm + (o3 ('an’) ya(x,,.;,,) + (o.rf Vipmezy * £im /Zmzf) Vl,«-(n+1,4m)
Biegung in der Biegung quer zur

Kriimmungsebene Krimmungsebene
mit n= /’1&[\3’"' m=ﬂ,z,3,'--
(3.87)

Es zeigt sich, daR die orthogonalen Kriimmungsebenen auch
orthogonale Verformungsfunktionen bedingen, welche sich
gegenseitig nicht beeinflussen, wenn man die, durch die
Krimmung der Stabachse bedingte, nichtliheare Spannungs-
verteilung iiber den Querschnitt unberiicksichtigt 1&Rt.
Ist der Stab stidrker gekrimmt, so daB obige Vernachldssi-
gung nicht mehr zuldssig ist, so muB man fiir die Biegung
quer zur Kriimmungsebene den vollsténdigen Ansatz (3.87)
wdhlen.

Setzt man diese Ansitze in das System (3.84) ein und
vergleicht die generalisierten Schnittgréfen Z{ mit
den physikalischen, so stellt man folgende Identitaten
fest:

N = L(Ao_")% KIM + % t('-fﬂ T’E rr Kb(”"")
M; = r L(/M - ['('4-4 MRE v Uaz— k#(y»d) (5.88)
Qe= Koot Usa Cg = - z(.&{mw.) + KJ(WN,) .

Durch Vergleichsrechnung kann man feststellen, daB
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folgende Gleichgewichtsbedingungen auch im System
(3.84) erfiillt sind:

Mn =7 % QE QR P o
Q.7 &N 7. = T M (5.89)
Mea = s MR, 4 "‘%%7—+‘9R

Man kann nun die Gleichungen (3%.88) und (3.89) unter
Streichung der entsprechenden Gleichungen in das System
(3.84) aufnehmen. Unternimmt man dieses wegen der StSrung
des Schemas fiir die elektronische Berechnung nicht, so
muB man aber bei den Randbedingungen die Zusammenhinge
(3.88) veriicksichtigen.

3.2.2.2 Biegung in der Kriimmungsebene der Stabachse

Die im Abschnitt %.2.2.1 angegebenen Ansidtze fiir Biegung
in der Krﬁmmungsebene beinhalten, mit den Worten der
Stabtheorie ausgedriickt, eine Einschrankung der Ver-
formungsfreiheitsgrade: die Profilmittellinie des
Querschnitts bleibt eben. Diese Ebene steht aber nicht

zwingend rechtwinklig auf der verformten Stabachse.

Da fiir die Verschiebungsgrséfen ({; nach (2.29) und (2.30)
die physikalischen Komponenten gewghlt werden, lassen
sich hier die Ansatzfunktionen leicht anschaulich deuten.

L Vo ist eine Verschiebung in Achsrichtung, derart,
daBl der Querschnitt auch nach der Verformung auf den
urspriinglichen Kriimmungsmittelpunkt zeigt. sin?o V aa

ist eine zusdtzliche Verdrehung des Querschnitts. Der
separate Ansatz fiur ¢ 18Bt eine Verdrehung der
Schalennormalen um die Profilmittellinie zu. Die Ansatze
Uy, und U, lassen Querschnittsverformungen im eigent-
lichen Sinne zu.
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Diese Freiheitsgrade sollen nun eingeschrinkt werden, um

ein Dgl.-System zu erhalten, dessen Koeffizienten (Quer-
schnittswerte) mit ertriglichem Aufwand der Handrechnung
zugdnglich sind.

Es

1.

2.

6.

werden folgende Einschréankungen gemacht:

Normale bleibt Normale nach Abschnitt 2.5.1.
CL#’élan

Dehnungslose Verformung in @%Richtung nach

Abschnitt 2.5.°7.

1
szz,[é?z-r)) =0 o~ az,,z, =~ r U3

Querschnitte bleiben eben und rechtwinklig zur
verformten Stabachse.

Fiir die Querschnittsverformungen wird in (3.87)
nur n=- zugelassen.

Beriicksichtigung der Glieder bis A® in den

Querschnittswerten.

Querkontraktion M= o .

Die folgenden Ansitze beriicksichtigen die Punkte 1 bis 4.

(/L;,z 0< qu - WS;M? V3/1,4

U = cosp Vo =1 sinl2@) Via  (3.90)
U, - Sing Via +  cosll @) Vs
zwel Freiheitsgrade ein weiterer Frei-
der Stabtheorie heitsgrad fir

Querschnittsverformung
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Der Punkt 6 ergibt mit (3%.82)

G«= e - (3.91)

Mit den Ansdtzen (3.90) und deren Ableitungen ergeben sich
die modifizierten Verzerrungen nach (3.82) und (3.78) zu:

= f Vi # & Vi 00 sing Vi
+ % sin o(3 gyws‘rp ~sin'@) Vg - 5-3 s @) Vsz, nn .

F/u = a—,g\-[(—,s[/}-7_§3)_ g’(ﬂ-\% '?!))é/n¢ +£j(2»/3+ gsjcos[i?)] cosg¢ Vsa,4
— (3.92)
&g = 0

— 93
d’u‘ 3 ',f% 505/2‘?) Vsz.

Die Gleitung #'s verschwindet wegen Punkt 1 identisch
und ¢, ist wegen Punkt 3 nur von der Querschnittsver-
formung abhéngig. Die Dehnung I, ist ebenfalls nur von
der Querschnittsverformung abhingig und nach Punkt 2 nur
fiir &%+ 60 vorhanden.

Das Dgl.-System erzeugt man nun in Analogie zu (2.98).
Der Teil der herkdmmlichen Stabtheorie lautet

Koo= ff E§ G p ol0%le?
()]

K“d =/E£ F""(—rd"s/u¢)0/93c/¢9"
@)

KM-; - Vq.q,,,

Uno = 0 (3.93)

Kon= [[ER 5 F at’el6?
)
V34,q = V‘lq
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Die physikalischen SchnittgrdBen ergeben sich damit zu:
M=+t ; M= WUey; R= Kia; (3.94)

Diese SchnittgroBen und die Gleichgewichtsbedingungen
nach (3.89) sollen hier Bestandteil des Dgl.-Systems
werden. So erreicht man eine Reduktion auf wenige
Querschnittswerte und einfache Randbedingungen.

Das Dgl.-System ist von 10.-Ordnung und lautet vollsténdig:

V- [[ £ $ G5~ do a6*
(R)

M -.-_/ffg (;:"" ) sl'mf Ao

(&)

Vira= Vus

Ma=-7%Q

M,= &

R, = % (3.95)

N
—_— 3 3
K, =//E % ’”(—,%(oS(zsv))O/@ AO*
(&)

U= Kog gt /f G5 55 cosglsio f{-/&(/iﬁg)-;‘g’(/t-j ?}};%Zz,ﬂ?hdzp)]dﬁ%&‘

Q)

Uit,a *‘/fE {[E_“ %;,u?o(?m‘?—;,;,?)«» 53 o“‘ér% C”’(z’f)]a/&wgl
(2

V.u.a = Vw
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Beim Integrieren der Querschnittswerte treten folgende
GroRen auf:

3

A=larh ; J=wr’h ; J,=-7rz; (3.96)

Dabei ist A die Querschnittsfliche und (7+27,)
das axiale Tr&gheitsmoment.

Mit diesen Abkiirzungen schreibt sich das System (3.95)
in etwas abgewandelter Reihenfolge:

/v= E(AVao* RAV3r* 8IVsnt 5RA Vs, *3 % Iy Viz,a |
M= = €[ 5T Vs, +7 V;,,,,ﬁé# AVt £ 7, vs,,,M]
Kan= E(35 T, Vaoa? S5 0, Vor* £ 0 Vona* 389, Vig * , Vigsan ]
K=~ Wt GEA Viz,a
LEP =E[<fﬁz’s7l/3—,"é% 7V31,44+ ar TJ"’?"" h) V~74+1- 2‘~7h VJL.«]

Via Vs (3.97)
Na=-%8&

Ma= &

@q = 2N

V§a4= 4

Dieses System ist der elektronischen Ldsung nach
Abschnitt 2.4 leicht zugénglich.

Ein System 8. Ordnung erzeugt man, indem man die Glieder
Viae  streicht. Die Gleichung V., = Ves kann damit
entfallen und die SchnittgroBe A%: , welche durch die
partielle Integration d Vy,,, entstanden ist, existiert
nicht. Dieses System 8. Ordnung enthalt die durch die
Querschnittsverformung bedingte Lingsbiegung der Wandung
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nicht mehr. Obwohl sich diese EinbuBe nur bei der
Spannungsanalyse an einer Einspannstelle bemerkbar
macht, soll dieses System nicht weiter verfolgt
werden. Ein Uberblick iiber das Losungsverhalten
einer geschlossenen Losung ist auch hier nicht zu
erwarten. Dieses System kann aber Ausgangspunkt fiir
weitere Vereinfachungen sein.

2.2.2.% Bekannte Stabtheorien

Das Dgl.-System 8. Ordnung, dessen Erzeugung im vorigen
Abschnitt beschrieben wurde, lautet

N=E[AVaon* RAVie+ R IVt 5 AVyy |
M=-E[#TVo + Ty + 5 AV ]

K= G A Vo,

K= E[3 03 Vsy# $ B T Virnat(E 14 943,01, |

Viga = Vis (3.98)
Ma=- %R

M,= &

&o = TN .

Vernachlissigt man bei der virtuellen Forminderungsarbeit
den Anteil aus der Gleitung, indem man den Gleitmodul
gleich Null setzt, so entfdllt auch der Term mit V}LA_
Hier werden also nicht, wie iliblich, durch kinematische
Hypothesen die Schubspannungsverformungen vermieden,
sondern durch ein spezielles Stoffgesetz die zu den
Gleitungen gehdrenden Spannungen. Inwieweit sich diese
und die weiter vorn gemachten Einschrinkungen auf die
Ergebnisse auswirken, soll theoretisch und numerisch
spdter untersucht werden. Zundchst sei die Theorie
weiterverfolgt.



- -

G=0 heiBt in (3.98) K;; =0 und auch

. 7 .i
Ku,n =0= E[.%TR_’ J V34 + J%i:qﬁ jl/\?l,rrq+{5£‘7§'ﬁ" 7+ ? ra]h)l(?b].
(3.99)
Multipliziert man (3.99) mit ¥ ‘ry—ﬂ' , S0 entsteht

4 S R I
0= R* K‘q+ 164,44““(:"12*/”' s #)%3

und mit —zﬂ = ——I'-’—z- nach (3.96)
J :
0= g Voy + Voran* F(E+ 7?;v{' ) Vs, (3.100)

Mit der Abkiirzung

A

(£+ 58 )< & (3.101)

1488t sich nun nach (3.100) die Querschnittsverformungs-
groBe Vj, durch die VerschiebungsgrdBe des unverformten
Querschnittes ausdriicken

Vie== rRA (& Yoa+ V0t ) (3.102)

Setzt man (3.102) in die Gleichungen 1 und 2 von (3.98)
ein, so erhidlt man

N= E[A Vuos+ BA(-45 1) Uyt 4I(A-3M Voo ]

) (3.103)
M==ET(A~%N)[ % Von +Vs0n ]. |
Der Faktor
(A-$a)= 8~ e — (3.104)

- RIht
A0 + 12 BE
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ist identisch mit der Berichtigungsziffer 2, in der
Theorie nach v. Karman [1] nach der ersten Niherung.

Der Wertevorrat von A ist fur

- ?2h2<

(3.105)

o

2
Flir den Fall eines schwach gekriimmten Stabes mit %;<ﬁ:4

ist also in der ersten Gleichung von (3.103)

~

r

A-mr~.

Das folgende Dgl.-System 6. Ordnung enthdlt also die
Beziehungen nach v. Karman.

N= E (A Viou+ RA Y, + 397 Vin ]

M:—Ege][%,_ ,/.77 + V34144]

A/m == %’@ (3-106)
/\7/4 = Q
014 = %N

Vergleicht man die Gleichung fiir M in (3.106) mit (3.102),
so erkennt man, daB die QuerschnittsverformungsgréBe l4s
proportional dem Biegemoment ist. Dieser Zusammenhang ist
auch in der Arbeit [1] von v. Karman zu lesen. Karman
erreicht dieses, indem er den Satz vom Minimum der Form-
gdnderungsarbeit mit den Voraussetzungen, welche auch hier
bis zum System (3.106) gemacht wurden, auf das Stabelement
beschrankt. Diese Beschrdnkung ist sicher zulissig, wenn
von Stabelement zu Stabelement, also entlang der Stabachse,
keine Anderungen in den entsprechenden SystemgréBen auf-
treten. Wie numerische Beispiele zeigen werden, ist dieses
bei einem durch ein konstantes Biegemoment beanspruchten



- 96 -

Stab dann der Fall, wenn auch die Randbedingungen eine
Proportionalitzt zwischen Biegemoment und Querschnitts-
verformung zulassen. Letzteres ist aber bei einem fest
eingespannten Ende schon nicht der Fall. Den EinfluB

dieser Widerspriiche zeigen die Diagramme %.14 und %.15.

Das Gleichungssystem (3.106) enth#lt fiir &=< auch eine
klassische Biegetheorie schwach gekriimmter Stdbe. 4=
heiBt A=0 und unterdriickt damit in (3.100) den EinfluB
von ), . Es findet also keine Querschnittsverformung
statt.

Mit J= axiales Trigheitsmoment des Stabquerschnittes
beschrinkt sich das System (3.106) nicht nur auf diinn-
wandige Stdbe. Wenn auch in (3.96) der Ausdruck (J7+337,)
als axiales Trdgheitsmoment angegeben wird, so ist dieses
kein Fehler der vorliegenden Theorie, sondern nur eine
Ngherung fir diinnwandige StzZbe. Bei korrekter Durchrech-
nung stiinde in (3.106) das genaue axiale Trigheitsmoment.
Es ist also das System (3.106) unter konsequenter Beachtung
der hier getroffenen kinematischen Hypothesen, ebene und
zur verformten Stabachse rechtwinklige Querschnitte, Losung
auch fiir Stadbe mit Vollquerschnitt.

In der Lehrbuch-Literatur sind sich die Autoren iiber diese
Losung allerdings nicht einig. Das Durcheinander in den
Ableitungen und Ndherungen fiir schwach und stark gekriimmte
Stdbe soll hier kurz entzerrt werden.

Die folgende Ableitung fiir die Biegung stark gekrimmter Stabe
in ihrer Kriimmungsebene geht, wie i{iblich, davon aus, daB die
Querschnitte eben und rechtwinklig zur verformten Stabachse
bleiben.

Es werden zunidchst die Verzerrungen und Spannungen durch
die Verschiebungen, welche obige kinematische Vorausset-
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zungen erfiillen, ausgedrickt.

(R+z)(d¢+d—;-) -(R+z)dy
(R+z)dy

Eu(z) =

Eu(z) = T%ﬁ; =g = u’ (3.107)
£ -~ (R+z+w)dp-(R+2z)dy

Wiz) = (R+zldep

Ew(z) = R‘:’z (3.108)

(R+z)dp-dw'z-(R+z)dy
EWlz) = %z)dnp
. -dw'z - TR 4 .10

Ew(z)= Rezidp = Rw Rz (3.109)

Bild 3.Mc

Die Normalspannung in Achsrichtung ergibt sich nach dem
einfachen Hookeschen Gesetz zu:

Crgy= E(Eu+Ew + Epr )

(:1:/_: '+ 1 W_ 2 "
) (u A+ £ R 44..%. W)

(3.110)
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Die SchnittgroBen ergeben sich hieraus durch die iiblichen
Integrationen:

N= [G oA
w (3.111)
M= (G2 dA
(A
Es treten folgende Integrale auf:
1 4 S ¥
faa-A; (2 dA =0,~j4+,} dA= A+ 2 TT
(A) (A) (A) R
: (3.112)
2 L2 ¥, 2 - 7%,
f4+§ oA == V", A+ 2 dA =7
(A) (A)

Mit diesen Bezeichnungen ergeben sich die SchnittgrdBen
wie folgt:

' * X A
W= ealu'cint g s 75wl (3.113)

M"E7*[%WV*“”]* (3.114)

Mit den bekannten Gleichgewichtsbedingungen ergibt sich
hieraus ein vollstdndiges Dgl.-System. Ohne die getrof-
fenen Vereinfachungen bei der Auswertung der Querschnitts-
integrale von (3.95) nach (3.97) ergiben sich die Schnitt-
groBen &/ und M in (3.106) wie oben.

Fiir den Ubergang zum schwach gekriimmten Stab ist es sicher
zuléssig, in Gleichung (3.113)

L 4
(A+ 75 ) =4
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zu setzen. Im Regelfall ist es auch zu vertreten, das
Glied
7* "
x4 Y

ganz zu streichen. Sicher ist die Streichung nicht mehr

zuldssig, wenn

W ocew?

R

ist. Beispiele hierfir fallen im allgemeinen aber nicht
in den Anwendungsbereich.

Die Gleichungen fiir // und M am schwach gekriimmten Stab

sind also:
N=ealu'+ Fw] (3.115)
M=—E?"'[Rﬂz w+w"]. (3.116)

Hiufig wird die Verschiebung « in Bild 3%.11a konstant

iiber den Querschnitt angesetzt. Damit werden die Schub-
verzerrungen ungleich Null. Um aber trotzdem den Querschnitt
rechtwinklig auf der verformten Stabachse zu behalten, wird
dann die kinematische Hypothese

w's~ %-u/ (3.117)
aufgestellt, welche man auch iiber die Forderung

E(2:0) =0 (3.118)

erhalt.
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Dieses ist aber, wie oben gezeigt, eine unndtige Forderung
und fiihrt auch zu Widerspriichen in der Berechnung. So ist
danach in (3.115)

N=z0 . (3.119)

Dieser Umstand verfithrt z. B. Reckling [B7] dazu, fiir den
Fall M=o und M+ flir einen Querschnitt eine neutrale
Faser im Krimmungsmittelpunkt auszurechnen, obwohl er die
Spannung fiir diesen Fall mit

N
by = 4

angibt. Marguerre [B8)] rechnet aus diesem Grunde die
Normalkraft liber Gleichgewichtsbedingungen aus und
Lehmann [B6] erwdhnt diese in der Nzherung (I) iliberhaupt
nicht. Fliigge [B9] gibt nur eine Theorie fiir N0 an.

Offensichtlich geht die Forderung (3.118) auf Love [B10]
zuriick. Federhofer [B11] greift die vektorielle Darstellung
des gekrimmten Stabes nach Love [BﬂO] auf, 148t aber wegen
der auch zu behandelnden Dehnungsschwingungen die Forderung
(3418) fallen und findet so die hier entwickelten Zusammen-
hénge. DaB es aber nicht nur bei Schwingungsproblemen mit
der Theorie nach Love Schwierigkeiten gibt, zeigt das
Beispiel bei Reckling [B7].

Eine konsequente Durcharbeitung der hier gegebenen Gleichun-
gen (3.113) bis (3.116) findet man auch bei Lehmann [B6] in
der Nsherung (II) fiir schwach gekriimmte StdZbe und in der
Theorie fiir stark gekriimmte Stabe.

3.2.2.4 Biegung quer zur Krimmungsebene der Stabachse

Un fiir diesen Fall auch eine geschlossene Ndherungslosung
zu erhalten, miissen wir noch etwas weitergehende Einschrin-
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kungen als im Fall der Biegung in der Kriimmungsebene treffen.

Es sei folgender einfacher Ansatz gewihlt:

LL'I: ~Y (os@ 1/33,4
- - e 7
Uy =V, ~ sing 1V, + 7 cos (L) Vi (3.120)
U, = cosp Vi + sinlde) Vg
zwel Freiheitsgrade ein weiterer Freiheits-
der Stabtheorie grad fir Querschnitts-

verformung

Der erste Teil dieses Ansatzes 18Bt auBler einer Verdre-
hung um die Stabachse nur eine Verschiebung quer zur
Kriimmungsebene mit der zugehdrigen Schrégstellung des
unverformten Querschnittes 2zu. Wie schon bei der Beschrei-
bung des vollstdndigen Ansatzes erwdhnt, ist dieses nicht
ausreichend. Durch die Kriimmung der Stabachse ist eine
nichtlineare und zu der Querschnittsachse rechtwinklig

auf der Kriimmungsebene unsymmetrische Spannungsverteilung
bedingt. Durch diese Unsymmetrie entsteht ein Biegemoment
um diese Querschnittsachse. Aus Gleichgewichtsgriinden muR
dieses Moment aber Null sein. Es ist also ein weiterer
Freiheitsgrad fiir eine Verschiebung in der Kriimmungsebene
erforderlich, welcher ein entgegengesetztes Moment hervor-
ruft. Diese zusdtzliche Unbekannte 148t sich dann zwar
durch die Bedingung /M= O wieder eliminieren. Es entsteht
aber ein wesentlich gréBerer Aufwand. als bei der Biegung
in der Kriimmungsebene, bei welcher dieser Effekt durch
genauere Auswertung der Querschnittswerte zu beriicksichtigen
war.

Im folgenden soll ein schwach gekrimmter Stab vorausgesetzt
werden und die o. g. Auswirkung der Stabkriimmung unterdrickt
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werden. Damit ist auch die Vernachl&dssigung der folgenden
Erscheinung gerechtfertigt.

Die verformte Stabachse ist eine Raumkurve. Dadurch ent-
stehen trotz des ebenen und rechtwinklig zur verformten
Stabachse stehenden Querschnittes Gleitungen &y . Die
dazu gehOrigen Schubspannungen bleiben unberiicksichtigt.
Die Gleitungen d7, koénnten im Falle des stark gekriimmten
Stabes durch eine zus&dtzliche Verdrehung des Querschnittes
wieder riickgingig gemacht werden. Nun entstehen dadurch
wieder Normalspannungen. Es miilte dann untersucht werden,
welches der kleinere Zwang filir das System ist. Mit diesen
Voraussetzungen und denen im vorigen Abschnitt 1aBt sich
analog zur Biegung in der Krimmungsebene des Stabes folgende
Theorie entwickeln.

Mit den Ansitzen (3.120) ergeben sich die modifizierten
Verzerrungen 2zu:

.= % cos@ Vo, —rd”msgp 14,,“4-1%(56‘-(&2, g’)ws%p)(w? Vi

Nl

E:. = ¢ VM,A+%J' l{33,4 (3.121)

~ 3
&xb =3 ,?% g $in (219) Vie .

Mit G = g nach (3.91) ergibt sich fiir den last-
freien Bereich folgendes Dgl.-System:

M=//E§ E"”rd‘(o:?p AO O
6y
T=[[GE 6"t ade ao*

()
7. /&M | (3.122)

MIII:_ %T+Q
@, =0
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und analog zu (%.99)

I[4 EF-4(E0- (14 8) oc*p) cosgp ool [[E 5= (37 & smap)aoue*= 0.
@ @ (3.123)

Nach der Integration der Querschnittswerte mit entsprechen-
den Vereinfachungen ergibt sich:

M= € -,%7)42,-\7?/33,,.,,4’3&[’4%*]

T GE 5 Vo § Vo] (.12
mit Tp= 32w rih

und aus (3%.123)

VS‘/— = Y‘R/\[‘,% 14»2' + 1/33,44] (3'125)

mit A nach (3.101).

Setzt man (3.125) in (3.124) ein, so ergibt sich
M= ET0-§4)[7% Via=VYinn |

und mit (3.104)

M= ETs[iz Vi~ Vo], (3.126)

Dieses Ergebnis haben Kl&ppel/Friemann [4 ] auf anschau-
liche Weise auch erhalten, wobel die ganze Konsequenz der
Vereinfachungen nicht so offensichtlich wird. Auch hier
gelten fir die Brauchbarkeit der Ergebnisse dieselben
Bedenken wie fiir die Theorie nach v. Karman, weil die
Losungen dieselben Merkmale aufweisen. Die obige Ldsung
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ist fiir o=~ die Biegetheorie der quer zur Kriimmungs-
ebene belasteten Stibe ohne Querschnittsverformungen.

2.,2.2.5 Numerische Ergebnisse und Vergleiche

Anders als beim geraden Stab haben hier die Querschnitts-
verformungen wesentlichen EinfluB auf das gesamte Tragver-
halten des gekrimmten Stabes. Sowohl Verschiebung der
Stabachse als auch Spannungen haben nur geringe Ahnlichkeit
mit der Biegetheorie des Stabes mit starrem Querschnitt.

Aus diesem Grunde sei hier fiir die Biegung in der Kriimmungs-
ebene als VergleichsmaB die Theorie von v. Karman [1] benutzt.
Wie schon frilher beschrieben, ist Ubereinstimmung der vorlie-
genden Theorie mit derjenigen nach v. Karman zu erwarten,
wenn keine anderen Schnittgrofen als das Biegemoment, also
M= consé. , den Stab beanspruchen und die Randbedingungen
fliir die Querschnittsverformung nicht vorgeschrieben sind.
Dieser Fall ist in (3.98) mit Km==consf. als Losung
enthalten, ohne daB die Einschrinkungen bis zu (3.7106)
gemacht werden. Auch die umfangreiche numerische Auswertung
des Systems (%.84) erbringt dasselbe Ergebnis.

Im folgenden soll anhand eines Beispiels der EinfluB} von
M+ const. und von der Behinderung der Querschnittsver-
formungen am Rande untersucht werden.

Als Beispiel soll folgendes System untersucht werden:

Querschnitt: r=S8imm ; h=335mm

Radius der Stabachse: R= 308mm

Werkstoff: Stahl: £F=.2,4-40%5 AL, (3.127)

M= 0.3
F

G =Z(A//u}



- 105 -

Dieser Querschnitt wurde von Kldppel/Friemann [4] in
einem Versuch fiir Biegung quer zur Kriimmungsebene
benutzt.

Der Kehrwert der Berichtigungsziffer nach v. Karman ist
fiir dieses System:

1. Nzherung o, = 3.82
(%3.128)
2. Nzherung 2¢,= 3. 91

Fir die nachfolgenden Vergleiche ist es gleichgiiltig, ob
die 1. oder 2. Nzherung verwandt wird, wenn dieses nur
in den zu vergleichenden Theorien gleich geschieht.

Statisches System und Belastung:

Bezeichnungen der Verformungs-
grofien

Verschiebung in Richtung 2 : w
Verschiebung in Richtung s : «
Verdrehung des Querschnitts: AJ

Bild %.12

Die Bilder 3.13 zeigen einen Vergleich der Endverschiebungen
und -verdrehungen der vorliegenden Theorie mit den Ergebnis-
sen nach v. Karman. Die Normierung der Kurven wurde wie
folgt vorgenommen.

Die Unterschiede der VerformungsgroBen zu denen aus der
Biegetheorie ohne Querschnittsverformungen ergeben sich
zu

AV= V- Vg. (3.129)
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Bezieht man diesen Wert auf V3 , so ergibt sich mit dem

von v. Karman definierten Wert é%

VB, (3.130)

Indiziert man € mit « fiir v. XKarman und s fiir die vor-
liegende Theorie und bildet den folgenden Quotienten

_ ¥s-A 4
= He-A 4V (3.151)

so erhdlt man fiir 7==/7 die Werte nach v. Karman und
fir # =0 die nach der Biegetheorie ohne Querschnitts-
verformungen.

Die Bilder 3%.14 zeigen dieselben Vergleiche fiir den

Fall, daB die Querschnittsverformungen an der Einspann-
stelle behindert sind. Vergleicht man die Bilder 2%.13 und
72.14, so erkennt man, daB der EinfluB der Randbedingungen
fiir die Querschnittsverformungen wesentlich grdofer ist und
schematischer erscheint als der EinfluB des verzanderlichen
Momentes.

Die Kurven in den Bildern 3.14 streben fir kleine Stablangen
alle gegen Null. Die Behinderung der Querschnittsverformungen
an der Einspannstelle wirkt sich also auf den ganzen Stab aus
und man erhdlt die Ergebnisse der Biegetheorie ohne Quer-
schnittsverformung. Das scheinbar unmotivierte Ansteigen
einiger Kurven fir A% gegen Null ist eine Folge der fiir

diese Fdlle zu kurzen Stabe fiir die Stabtheorie.

Die Ergebnisse fiir nicht behinderte Querschnittsverformungen
an der Einspannstelle zeigen im wesentlichen keine groBeren
Abweichungen als 20 % zur Theorie nach v. Karman. Kurze
Stdbe, nur mit einer Normalkraft belastet, bilden hier
allerdings eine Ausnahme. Die Verschiebung (, wird im
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10{ —= Kdrmdn [1)

021 Mo 1=0 ohne Quer-
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schnittsver-

Yom M Yom M q—;; formung
Bild 3.13a

&

Tan Tt ¥ an
Bild 3.13b
|

// /MNo
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Bild 3.13¢

Vergleich der Verformungsgrofien mit Kdrmdn [1] fir nicht
behinderte Querschnittsverformungen an der Einspannstelle
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2N T N 2T U,
Bild 3.14a

74
1,2 - // %

&Y

21 T ¥om T
Bild 3.14b
ni

0 -

} V21 n 3om n b
Bild 3.14¢ /2 2 %o

Vergleich der Verformungsgréfien mit Kdrmén [1] fiir behinderte
Querschnittsverformungen an der Einspannstelle
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i
Wolmm) 0
n %
v

Mo = 10° Nmm

3N 2n ¢°
—-—~—  Stabtheorie ohne Querschnittsverformung
Querschnittsverformungen an der Einspann-

stelle behindert
———w=-=  pnicht behindert

Bild 3.15 Wirkliche Verschiebung w,
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10 - Voo{mm)]

T T ¢
Bild 316a Biegelinie (Verschiebung der Stabachse)
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T n ¢
Bild 3.16b Querschnittsverformung: sin(2y)
10% Vo, jmm)
]

2,0+

104

3

Tt?z 1lt $

_Bild 3.16¢ Querschnittsverfoﬂmmw
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wesentlichen durch Normalkraftverformungen hervorgerufen,
welche kaum Querschnittsverformungen bedingen.

Erldutert sei noch das Verhalten einiger Kurven in den
Bildern 3%.13% und 3.14 im Bereich A4 >£7 . Durch
bestimmte Symmetrien in den SchnittgroBen werden einige
VerformungsgrdBen nach der Stabtheorie ohne Querschnitts-
verformungen fiir A4 = £ 7 zu Null. In der Nzhe dieses
Bereiches werden dann die Nebeneffekte, z. B. die nicht-
lineare Spannungsverteilung, bestimmend. Da diese Auswir-
kungen in den einzelnen Theorien unterschiedlich behandelt
wurden, verlassen die entsprechenden Kurven den Vergleichs-
bereich.

Ein Beispiel dafir ist im Bild 3.15 dargestellt. Es sind dort
die wirklichen Endverschiebungen W, aufgetragen. Der EinfluB
der einseitigen Behinderung der Querschnittsverformungen ist

gut zu erkennen.

In den Bildern 3.16b und ¢ sind die Funktionen der Quer-
schnittsverformungen 1. und 2. Ordnung aufgetragen. Zum
Vergleich stellt Bild %.16a die Verschiebung der Stabachse

in Richtung des Kriimmungsradiusses (Biegelinie) fiir den

durch ein konstantes Biegemoment belasteten Halbkreistriger

dar. Man sieht deutlich den EinfluB der Randeinspannung auf

die Querschnittsverformungen. Die Behinderung der Querschnitts-
verformungen ist also keine Randstorung, welche schnell abklingt.
Dieses zeigen auch die Ergebnisse iiber die Verschiebungen am
freien Ende in den Bildern %.13 bis 3%.15.

Nach den Verformungen seien nun auch die Spannungen an dem
Stab, welcher in seiner Krimmungsebene belastet ist, unter-
sucht. Einige Informationen iber die Normalspannungen in
Richtung der Stabachse sind im Bild 3.17 dargestellt. Oben
links ist der Verlauf der Spannungen in der Mittelfl&che
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‘Bild 3.18 Normalspannungen in Richtung der
Profilmittellinie
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Uber den Querschnitt nach der Biegetheorie filir schwach
gekriimmte Stdbe ohne Querschnittsverformungen und nach

v. Karman [1] aufgetragen. Diese Spannungsverteilung ist
nach beiden Theorien entlang der Stabachse gleichbleibend.
Die hier errechnete Spannungsverteilung zeigt dagegen wegen
der Behinderung der Querschnittsverformungen an der Ein-
spannstelle einen allmdhlichen Ubergang von der einen zur
anderen Theorie. An der Einspannstelle ergibt sich im
wesentlichen die Spannungsverteilung nach der Biegetheorie.
Die geringen nichtlinearen Abweichungen entstehen durch die
Kriimmung der Stabachse, welche in der vorliegenden Theorie
in erster Nizherung mitgenommen wurde. Erst in der N#he des
freien Endes ist der Unterschied zur Spannungsverteilung
nach v. Karman unwesentlich.

Die maximale Spannung, welche nicht in den ZuBersten Fasern
auftritt, ist ca. 50 % groRer als die nach der Biegetheorie.
Dieser Wert ist im Vergleich zu der fast 200 % groBeren
Durchbiegung iiberraschend klein, Jjedoch in keinem Fall
vernachlassigbar.

Bemerkenswert verlduft auch im Bild 3.17 die Kurve Ouiw)
fiir die Normalspannung in der HuBersten Faser der Wandung
an der Stelle ¢ = 3 . In den letzten zwei Dritteln
des Stabes herrscht hier Druck, obwohl man Zug erwartet.
Die Erkléarung dafiir ist die hohe Druckspannung Gzg in
diesem Bereich (s. Bild 3%.18). Die Differenz zwischen
Gara(37) und Gumg7) ist ungefdhr  cGupa(ir).,
Dieses entspricht dem Hookeschen Gesetz bei behinderter
Querdehnung. Am freien Ende des Stabes klingt dieser
Effekt deswegen auch stark ab. An der Einspannstelle ist
zundchst die Einspannwirkung an der Wandung dominant.
Diese Erscheinung ist bereits bei den geraden Stében
genauer untersucht worden. Diese auch hier entstehende
hohe Spannungsspitze ruft nun wegen der behinderten Quer-
dehnung in Richtung der Querschnittskoordinate an der
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Einspannstelle eine entsprechende Spannungsspitze
Graa(in) = m G.+a(37) hervor. Dieses ist im Bild 3.18
gut zu erkennen.

Bei der Berechnung von eben gekrummten Rohren, welche quer
zur Krimmungsebene der Stabachse belastet sind, bietet sich
ein Vergleich mit Kl8ppel/Friemann [4] an. Nach der dort
angegebenen Theorie ergibt sich z. B. die Endverschiebung
eines Halbkreisrohres mit einer Einzellast am Ende zu:

A5 Y
Wom Qo T[22 +0e 25| (3.132)

Dabei reprédsentiert der erste Teil in der eckigen Klammer
die Formanderung aus dem Torsionsmoment und der zweite
diejenige aus dem Biegemoment. Der Faktor 9¢ ist hier derselbe
wie in (3.128) und vergrdRert also nur den Anteil aus dem
Biegemoment. Vergleichsrechnungen nach der vorliegenden
Theorie haben, wie auch der Versuch von Kloppel/Friemann
[4], ergeben, daB sich ein Rohr, welches nur durch Torsions-
momente belastet ist, so verhdlt, wie nach der Theorie

ohne Querschnittsverformungen. Beriicksichtigt man dieses

bei der Bildung des Vergleichswertes fiir die Verformungs-
grofen

_ A vs
?' A Vi

nach (3.131), so ergibt sich auch hier:

- Hs -1 - (3.133)
1 K~ '

Die Kurven der Bilder 3.19 und 3%.20 sind also analog zu
denen der Bilder %.1% und 3%.14 aufgetragen. Auch hier ist
der Einflufl der behinderten Querschnittsverformungen an

der Einspannstelle deutlich zu sehen. Der EinfluB des ver-
dnderlichen Biegemomentes und der Querkraft kann hier nicht,
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wie in Bild 3%.1%a eliminiert werden, weil es keinen Last-
fall fir Randlasten gibt, welcher ein konstantes Biege-
moment erzeugt.

Die Bilder 3.19 und 3%.20 weisen viele Kurven auf, welche

sehr steil verlaufen und den Vergleichsbereich bei %%, = 7
und 4, = L7 verlassen. Dieses heiBt aber nicht, daB

die Theorie nach Kloppel/Friemann fiir diese Verformungs-
grofen vollig unbrauchbar ist. Vielmehr ist hier die

gewdhlte Normierung # unbrauchbar. Ist nZmlich der mit 2
behaftete Teil in (3.132) oder entsprechenden Gleichungen
gleich Null, so sind die Verformungen nach Kloppel/Friemann
und der Biegetheorie ohne Querschnittsverformungen identisch
und damit der Nemner in (3.133) gleich Null. Die wirklichen
Verformungen kOnnen sich aber trotzdem in vergleichbaren
GroBenordnungen befinden. Fir ein Beispiel ist dieses in

den Bildern 3.21 und 3.22 gezeigt. Im Bild 3%.22 sind die End-
verschiebungen W, durch die Endverschiebung w,, nach der Biege-
theorie ohne Querschnittsverformung dividiert.

Fir A4, ~ 0 geht die Kurve nach Kloppel/Friemann und die
fiir nicht behinderte Querschnittsverformungen an der Ein-
spannstelle gegen den Wert 9= 3,94 . Dieses ist der Fall,
well ein sehr kurzer Stab bei dem gegebenen Lastfall nur ein
fast konstantes Biegemoment aufweist. Fir behinderte Quer-
schnittsverformungen an der Einspannstelle geht die Kurve
bei M~ 0 gegen .0 . Die Querschnittsverformungen
stellen sich also bei dem kurzen Stab nicht ein.

In der Ndhe von <y, =7 verlaufen alle Kurven bei = 1.0.
Es herrschen hier also die von den Querschnittsverformungen
unabhédngigen Einfliisse der Torsionsmomente vor.

Fir % = 4% 1ist auch hier kein sinnvoller Vergleich
moglich, da die Verschiebungen nach der Biegetheorie ohne
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——-  Biegetheorie ohne Querschnittsverformungen
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Bild 3.21 Endverschiebungen

21 n ¥om 2n "y
Bild 3.22 Auf die Biegetheorie ohne Querschnitts-
verformungen bezogene Endverschiebungen
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Querschnittsverformungen und nach Kloéppel/Friemann auf
Null zuriickgehen. Dagegen verbleiben nach der vorliegenden
Theorie an dieser Stelle Verschiebungen. Der Einfluf der
behinderten Querschnittsverformungen an der Einspannstelle
ist hier besonders deutlich. Dieser EinfluR ist bei dem
Versuch von Kldppel/Friemann [#4] nicht vorhanden. Bei
einer Einzellast am freien Ende eines einseitig eingespann-
ten Halbkreises ist das Biegemoment an der Einspannstelle
Null und damit auch nach der dortigen Theorie die Quer-
schnittsverformung. Dadurch stimmt das Versuchsergebnis
mit der Theorie gut iberein.

Die Bilder %.23% und %.24 zeigen filir einen anderen Lastfall
Vergleiche der wirklichen Biegelinien bzw. Endverschiebun-
gen verschieden langer Stdbe der einzelnen Theorien. Beil

den Spannungsanalysen zeigt sich, wie in Bild 3.17 fiir die
Biegung in der Kriimmungsebene dargestellt, dal die Spannungs-
verteilung auch hier von derjenigen nach der Biegetheorie
ohne Querschnittsverformungen an der Einspannstelle auf die
nach Bild %.25 iibergeht. Jedoch kann dieser Effekt fiir den
bei Kldppel/Friemann [4] ausgewerteten Lastfall (nach

Bild 3.25) nicht gezeigt werden, weil, wie schon erwshnt,
die Biegespannungen an der Einspannstelle zu Null werden.
Die von Kloppel/Friemann [4 ] errechneten und gemessenen
Spannungen sind in die Spannungsverteilungen des Bildes 3.25
eingearbeitet. Man erkennt fiir diesen Fall recht gute Uber-
einstimmung. Auf die Darstellung anderer Lastfidlle sei hier
verzichtet, da sich im wesentlichen der Eindruck von Bild
3.17 mit verdnderten Spannungsverteilungen wiederholt.

4, Zusammenfassung und SchluBbemerkungen

Gepgenstand der vorliegenden Arbeit ist das Verhalten von

diinnwandigen geraden und eben gekriimmten Staben mit stetig
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gekrﬁﬁmter Profilmittellinie unter statischen Lasten.
Das an sich dreidimensionale Problem wird durch kine-
matische Hypothesen iiber die Wanddicke und Ansatzfunk-
tionen fiir die Verschiebungen entlang der Profilmittel-
linie auf ein eindimensionales entlang der Stabachse
reduziert. Es wird ein gewthnliches lineares Differen-
tialgleichungssystem angegeben, welches beliebige Kriim-
mungen der Stabachse und der Profilmittellinie sowie
vorgegebene Querschnittsverformungen berilicksichtigt.

Als Beispiele werden Rohre mit Kreisquerschnitt gerechnet
und die Ergebnisse mit bekannten Theorien verglichen.
Dabei zeigt sich, daB die vorliegende Theorie sowohl

im Bereich der als Schalen zu betrachtenden Korper als
auch fiir sehr lange Stdbe gute Nzherungen liefert. Bei

den geraden Rohren wird z. B. festgestellt, daB Spannungs-
spitzen an Einspannstellen bei gebrduchlichen Rohrquer-
schnitten etwa 40 bis 60 % hoher als der Wert Gﬁ-ﬁé

sind. Gekrimmte Rohre zeigen Querschnittsverformungen,
welche im wesentlichen durch Biegespannungen hervorgerufen
werden. Es wird gezeigt, daB die Behinderung dieser Quer-
schnittsverformungen an Einspannstellen keine unbedeutende
Randstdrung ist, wie es die Theorien von v. Karman [1] und
Kloppel/Friemann [4] implizit voraussetzen.

Zur praktischen Durchfiihrung des gefundenen Verfahrens sei
folgendes kritisch angemerkt. Die Koeffizienten des gewdhn-
lichen linearen Differentialgleichungssystems entstehen
durch Integration geometrischer GroBen iiber den Querschnitt
des Stabes. Sie sind also reine Querschnittswerte. Diese
Werte sind filir einige F&dlle geschlossen ausgewertet worden.
Das Randwertproblem ist damit der numerischen Berechnung,
z. B. durch eine Romberg-Integration, leicht zuganglich.
Dabei auftretende numerische Schwierigkeiten lassen sich
beseitigen, indem man die SystemgroBen an Zwischenpunkten
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als zusdtzliche Unbekannte einfiihrt und das so entstehende
lineare Gleichungssystem mit dem GauBRschen Eliminations-
verfahren 1lost. Flir die vorliegende Arbeit wurden auf der
TR 440 des Rechenzentrums der Ruhr-Universitidt Bochum auch
sehr groBle Systeme mit vielen Ansatzfunktionen entlang der
Profilmittellinie gerechnet. Die dabei erforderlichen
Querschnittswerte wurden numerisch integriert. Die Ergeb-
nisse dieser zeitintensiven Rechnung zeigten, daR sich der
groBe Aufwand im Regelfall nicht lohnt und die o. g. Hand-
rechnung filir die Querschnittswerte ausreicht. Nur bei dem
gekriimmten Rohr, quer zur Krimmungsebene belastet, wurde
auf eine Handrechnung verzichtet.

Fiir gerade Stdbe ist es in der vorliegenden Arbeit gelungen,
parameterabhdngige Darstellungen zu finden, welche eine
Wiederholung der LOsung des Randwertproblems im konkreten
Fall erlibrigen. Fir gekriimmte Rohre ist dieses unzweck-
méBig, da hier charakteristische Werte u. a. vom Lastfall

abhéngen.
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