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Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit werden Verschiebungsfeld
und vollsténdiger Spannungszustand stark verformter
Bleche bestimmt., Diese konnen durch VergrodBerung der
Dicke die Rolle eines kurzen Kragarms iibernehmen, der
iiberwiegend einer Scherbeanspruchung unterworfen ist,
Die Beriicksichtigung des Gleichgewichtes am verformten
Element fiihrt bei isotropem elastischen Material auf
zwel gekoppelte nichtlineare partielle Differential-
gleichungen., Um deren Losungen unter Einhaltung der
Randbedingungen zu finden, bedarf es der Verwendung
eines numerischen Iterationsverfahrens., Eine Vielzahl
von Beanspruchungsarten erweist sich einer Losung zu-
gdnglich, doch lassen sich Grenzen aufzeigen, die von
mehreren Faktoren, wie zum Beispiel der GrdBe der Ver-
formung oder der Querkontraktionszahl, abhingig sind,

Summary

In the present work the field of displacements and the
complete state of stresses are calculated for largely
deformed metal sheets, By increasing the thickness

these can take the part of a short cantilever, which

is chiefly subjected to stresses of shear. Considering
the equilibrium at the deformed element and taking
isotropic elastic material leads to two coupled non-
linear partial differential equations. In order to

find the solutions to them without violating the boundary
conditions, one must apply a method op numerical approxi-
mation., For many modes of deformation a solution can be
found, but there can be shown limits which depend on
several factors - e.g. largeness of deformation or
Poisson's ratio.
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a.
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Kennzeichnung eines Vektors
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Temperatur

Basisvektor einer raumfesten kartesischen
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Basisvektor einer mitbewegten korperfesten
krummlinigen Basis
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Kronecker-Symbol

MaBzahlen des ko~ bzw. kontravarianten
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keine Summation iiber 4
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Christoffel~Symbole 2, Art
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Symbol Name
cl Inverse von C.
a;,<1; MaBzahlen eines Tensors 2., Stufe
6; MaBzahlen des Cauchyschen Spannungsfensors
%; Physikalische Komponenten von 63
Sg' MaBzahlen des Kirchhoffschen Spannungstensors
(R ) Raumbezogene MaBzahlen
(K ) Korperbezogene MaBzahlen
G, G Hauptspannungen

> i
—

<< 0

7T

js

® x < m
N <

Winkel zur Angabe der Hauptspannungsrichtung
Kraft

Volumenkraft pro Masseneinheit
Beschleunigung

Spannung

Fléche

Stoffdichte

Volumen

Spezifische Verzerrungsarbeit
MaBzahlen des Elastizitdtstensors
Lamesche Konstanten
Kompressionsmodul

Schubmodul



Symbol Name

E Elastizitdtsmodul

v Querkontraktionszahl

Eg MaBzahlen eines Verzerrungsténsors
g; Deviator wvon E;

E7 Spur von é_‘;

U Verschiebung

UH, UV Vorzugebende horizontale bzw, vertikale

Verschiebung ‘

( ) Partielle Ableitung nach der Zeit

( li Partielle Ableitung nach fi

( )|4 Kovariante Ableitung nachigi

$,,5, Blech-Ausgangsabmessungen

2,,4, Maschenweiten des Rasters

Mn,,M, Nummern von Rasterlinien

™m,, My . Grégte Nummern von Rasterlinien
YarYa Auf s, bzw. S, bezogenes £’ bzw. §z
A, M D Zweireihige Matrizen

UR,H Einreihige Matrizen

Einige aufgefiihrte Symbole werden 6rtlich auch anderweitig
verwendet., Weitere Bezeichnungen gehen aus dem Zusammen-
hang hervor oder werden an der betreffenden Stelle be-
schrieben,



1. Einfithrung

Die Theorie groBer elastischer Forménderungen und

ihre Anwendung bei numerischen Berechnungen bilden
Gegenstand dieser Arbeit, Wihrend die Grundlagen:
hierzu schon lange bekannt sind (GREEN~-ZERNA [1]),

so kommt es erst allm#hlich zu Losungen fiir spezielle
Problemstellungen, In Arbeiten aus den 50er Jahren
erkennt man das Bestreben, die gebriuchlichen Glei-
chungen der nichtlinearen Elastizitétstheorie weiter

zu entwickeln, um dadurch unmittelbar anwendbare Formen
zu finden, Ein Beispiel dafiir sind die Untersuchungen
von KOPPE [2], der die erforderlichen Beziehungen fiir
eine diinne Platte mit endlicher Durchbiegung aufstellt.
Aus dieser Zeit liegen allgemeine Ldsungen vor allem
fiir Grundprobleme vor - genannt sei die reine Scherung -
doch aus der speziellen Anwendung sich ergebende
zahlenméBige Ergebnisse sind selten,

Die Entwicklung elektronischer Rechenmaschinen und

der numerischen Berechnungsverfahren ermdglichen in

den 60er Jahren eine Reihe von Vertdffentlichungen., Durch
numerische Integration eines Systems von nichtlinearen
Differentialgleichungen konnte der vollstindige Span-
nungszustand eines tordierten Vollzylinders (WETZELL
[3]) bzw, Hohlzylinders (SEITZ [ 4]) oder eines reiner
Biegung unterworfenen Bleches (DE BOER [5]) bestimmt
werden, Es handelt sich in diesen Arbeiten um Problem-
stellungen, bei denen ganz bestimmte geometrische
Zusammenhinge (geometrical constraints) auch wihrend

der Verformung eingehalten werden miissen., Dadurch héngt
die Metrik - obwohl ein mehrdimensionales Problem gelidst
wird -~ nur noch von einer Ver&@nderlichen ab., Eine Weiter-
entwicklung analytischer Methoden, bei denen nicht selten
mit komplexen Variablen gearbeitet wird, stellt u.a,

das Buch von GREEN-ADKINS [ 6] dar,



In der vorliegenden Arbeit wird versucht, auf numeri-
schem Wege Losungen fiir ebene elastische Verzerrungs-
zustidnde unter Einhaltung komplizierterer Rand-
bedingungen zu finden. Insbesondere wird angestrebt,
den EinfluB der Querkraft bei auf Biegung bean-~
spruchten Blechen zu erfassen., In dieser Hinsicht
schlieBt die Arbeit an DE BOER [5] an, doch lassen
sich die geometrischen Bindungen der reinen Biegung,
wie sie dort, bei BRUHNS - THERMANN [7 ] oder LUCKE [8]
formuliert worden sind, und die geometrischen Bin-
dungen der reinen Scherung, wie sie bei GREEN -

ZERNA 1] oder LEHMANN [9 ] zu finden sind, einzeln
nicht verwenden, da das Problem nichtlinear ist.

In dieser Arbeit muB die Losung zweier gekoppelter
nichtlinearer partieller Differentialgleichungen
gefunden werden. Die Randbedingungen sind so zu
wéhlen, daB das Blech - an beiden Enden fest ein-
gespannt - reiner Biegung, reinem Zug oder Druck,
Scherung oder einer Kombination von Scherung mit
Zug oder Druck unterworfen werden kann, Dafiir muB
die Moglichkeit vorgesehen werden, an einer Ein-
spannstelle eine beliebige Verschiebung vorzu-
geben,

Die Gleichgewichtsbedingungen am verformten Element,

das Stoffgesetz und der Verzerrungstensor fiihren nach
Diskretisierung der Differentialgleichungen fiir Feld-
und Randpunkte auf ein nichtlineares Gleichungssystem
fiir das Verschiebungsfeld., Aus diesem lassen sich die
korperbezogenen und nach Transformation mit Hilfe des
Deformationsgradienten die raumbezogenen Spannungen

ermitteln, Hauptspannungen und Hauptspannungsrichtun-



gen sind ebenfalls angebbar. Durch Berﬁcksichtigung
der entsprechenden Gleichgewichtsbedingung konnen

die Spannungen wahlweise iiber die N&herung §/g =1
als physikalische Komponenten des Cauchyschen Span-
nungstensors oder exakt als physikalische Komponenten
des Kirchhoffschen Spannungstensors ermittelt werden,

Die Art der Berechnung unterscheidet sich betrédcht-
lich von derjenigen DE BOERs [5]. Zwangsl#ufig riicken
Fragen nach Konvergenz des Verfahrens und ausreichender
Genauigkeit des Rechenrasters mehr in den Vordergrund,
wdhrend die Frage nach Effekten zweiter Ordnung nicht
mehr gestellt wird. In der linearen Elastizitdtstheorie
hat sich eine ganz &hnliche Entwicklung vollzogen, die
ausgehend von analytischen Losungen iiber das Differen~
zenverfahren zur Methode der finiten Elemente fiihrte,
wobel das Problem der Anpassung an spezielle Randbe-~
dingungen mehr und mehr an Aufmerksamkeit gewann. Da

in der vorliegenden Arbeit die Randbedingungen noch
relativ iibersehbar sind, schien die Wahl des Differen-—
zenverfahrens geraten, um den unmittelbaren Bezug zur
vorher aufgestellten Differentialgleichung zu behalten.

AuBerdem sollen die Berechnungen unter folgenden Vor-
aussetzungen durchgefiihrt werden:

1. Homogenitdt und Isotropie des Werkstoffes auch
wdhrend der Verformung.

2. Kompressibilitédt des Werkstoffes.,

3. Beschreibung des Stoffverhaltens mit dem Almansi -
Hamelschen Verzerrungstensor (1. Reihenglied des
Henckyschen Verzerrungstensors ).

4., Behandlung als statisches isothermes Problem.



Die folgenden Ausfithrungen zeigen einen Weé, wie die
Theorie endlicher Form&nderungen auch bei partiellen
Differentialgleichungen, die an Randbedingungen in
zwel unabhéngigen Koordinatenrichtungen angepaBt
werden miissen, mit Hilfe numerischer Methoden zu
Losungen fiihrt.
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2, Allgemeine Grundlagen

2.1 Koordinatensysteme

Zar Beschreibung endlicher Verzerrungen eignet sich
in der Kontinuumsmechanik besonders gut ein korper-
festes Koordinatensystem, und daher soll es auch

hier benutzt werden, Gegeniiber anderen Koordinaten-
systemen zeichnet es sich dadurch aus, daB die Basis-
vektoren g mit der Zeit -~ oder dem Grad der Verfor-
mung des Kontinuums - sich derart &ndern, daB die

zu einem Element des Kontinuums gehdrigen Koordinaten
£" stets die gleichen bleiben (siehe KASTNER [10]
oder PRAGER [111]).

Das Problem der Eulerschen bzw. Lagrangeschen Betrach~-
tungsweise, der Darstellung in raumbezogenen bzw,
korperbezogenen GrdBen, untersuchte LEHMANN [12].

Wdhlt man eine raumfeste kartesische Basis ¢, und
eine dagugehﬁrige Koordinate)(“, so durchliuft jeder
Punkt 51 wdhrend der Deformation verschiedene Posi-
tionen x* des Raumes:

x*=x*(g" t). (2.1)
Ist
T = X% e, (2.2)

ein zu einem Korperelement filhrender Ortsvektor, so
lautet sein vollstdndiges Differential in raumfesten
Koordinaten

o

dr = g - clx™ (2.3)

>
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und in krummlinigen Koordinaten

azj 1 .
ag“dg‘ | (2.4)

C(’r =

Aus (2.,2) und (2.3) folgt fiir den raumfesten karte-
sischen Basisvektor '

Jor
Ix”

und aus (2.4) entsprechend fiir den krummlinigen Basis-
vektor

(2.5)

Ex =

. )
gi = Ii . (206)

9%

2,2 Transformationsbeziehungen

Aus (2,2) und (2,6) ergibt sich

&

2
giz—s%;(xxgq)= -—_(j—?-g—,{- g,x (297)

als Transformationsbeziehung fiir die Basisvektoren.
Die Transformationsmatrix soll zur Abkiirzung
« _ dx"

i a:gi
genannt werden., Im Ausgangszustand t*=t°féllt das
korperfeste Koordinatensystem mit dem raumfesten

zusammen,(:? wird zur Einheitsmatrix und der Basis-
o
vektor 9, wird zu g;= e Mit

(2.8)

x*

3 1
o =cC, C (2.9)
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gilt fiir die Riicktransformation

— 4
Ex = Cxgi . (2.10)

Die Definition
1
ch =9 -9, - (2.11)

filhrt mit (2,7) auf die entsprechenden Beziehungen
der kontravarianten Basen:

1 ~

g =C_.e (2.12)

= x 1

’@ — C . 9 ' (2013)

1

Da sich die MaBzahlen von Tensoren 1, Stufe genauso
transformieren wie die Basisvektorem (KLINGBEIL [131]),
sind hier nur noch die Transformationsbezlehungen

der MaBzahlen von Tensoren 2, Stufe aufzufiihren.

Habe ein Tensor die gemischtvariante Form

T=a

= p]

1

g, 9" = a, e el (2.14)

p ~« /

so lauten die Transformationsbeziehungen

a® =Cla¥e”
j «9p € (2.15)
bzw.
x ] 1 =)
(1/3 C Clj C/3 . (2,16)

Lateinische Indizes sollen von nun an Zuordnung der
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MaBzahlen zu einer kérperbezogenen Basis, gfiechische
Indizes Zuordnung zur raumbezogenen, hier stets kar-
tesischen Basis, anzeigen, '

2.3 Metrik - Tensor

Ein Tensor 2, Stufe habe die Form

T = «.. tgd = a e el (2.17)
~ 1.23 ;_) G(/5~ ~ .

Dann erhdlt man mit (2.13)

a.. — ¢c° c:LN/Sc’3 . (2,18)

'La 1

Setzt man hier filr 4 ,die Einheitsmatrix ) gs SO ergibt

o
die Transformation nach (2,18) die konvarianten MaB-

zahlen des Metriktensors oder MaBtensors

91.3. = C« 50‘/3 C/; (2.19)

|
e
a
«Q
W
7~
N
©
N
o
S

Fir die kontravarianten MaBzahlen gilt entsprechend

9*3: 9".95 - (2.21)

~

Wegen (2.11) gilt ferner

6j =979, . (2.22)
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Die MaBzahlen des Metriktensors werden spédter zur
Bestimmung der Christoffel-Symbole und zur Definition
von Verzerrungstensoren bendtigt.

204 Christoffel - Symbole

Gleichung (2.7) nach.a§1'differentiiert ergibt

2.
d x™

g'i/jzw €« (2.24)

Gleichung (2.10) in (2.24) eingesetzt, fithrt auf

2
g = agh 9 x” g (2,25)
=) ax“a§1a§a J k
Zur kiirzeren Schreibweise dient das Christoffel -
Symbol

kR
g«',j - [—‘éj Qk (226)
Uber Differentiation von 5;f=const. in (2.11), d.h.
(9-9.), =0 (2.27)
g 93 'R T / *
folgt analog
i _ t R
5% =i -

Gleichung (2.26) und (2,28) fiihren die Ableitungen
der Basisvektoren auf die Basis szuriick.
Aus (2.26) und (2.11) folgt

k
r,, = g..- 3’* | (2.29)
13 ~1,J ~ /
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doch 188t sich das Christoffel-Symbol 2, Art auch
als Funktion der MaBzahlen des Metriktensors angeben,
Nach einigen Umformungen, (s, KASTNER [10]), folgt
aus (2.11),(2.20),(2.21),(2.28) und (2.29)

k 41 ke | (2.30)
= — . . . . . - i
’_‘;j 2 I (93‘—’,* Jit, 9<a,¢> :
Auf diese Beziehung wird spidter zuriickgegriffen,
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2. Gleichgewichtsbedingungen

Ein Spannungsvektori y, der die Spannung auf der Deck-
fliche eines von der Basis g, aufgespannten infinite-
simalen Tetraeders représeﬂ%iert, setze sich aus den
Komponenten Qi zusammen, die die Spannungen der drei
iibrigen Begrenzungsflidchen wiedergeben., Dann mdgen
folgende Beziehungen gelten:

j'ir;ﬁfﬁ (3.1)

1 X 4 92
't = 63——75)— (3.2)
N|
i . 3 i gé
L = 5 Si X (3.3)

Gleichung (3.1) definiert gemischt-variant die MaB-
zahlen des Cauchyschen Spannungstensors

T =6; 94 93 . (3.4)

-~

Gleichung (3.3) 1l&éBt erkennen, wie der Kirchhoff-
sche Spannungstensor aus dem Cauchyschen iiber die
Beziehung

i 9 i___iz
Sj - éGj_gsj (3.5)

hervorgeht., Die GrsBen E; der Gleichung (3.2) sind die
physikalischen Komponenten der Spannungen., Sie sind
dem Einheitsvektor zugeordnet, genligen aber nicht den
tensoriellen Transformationsgesetzen. Aus Gleichung
(3.1) und (3.2) folgt

g* B 9(13) ;

= —Sﬁ; 63. ) (3.6)
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«
Die zu € ; gehorige Kraftkomponenete zeigt in Rich-
tung von g'j , die zu ihr gehorige Fl&dchennormale der
Begrenzungsflédche in Richtung von 9i .

AF,

’é; kann als Grenzwert von —f?- ’
63 als Grenzwert von -Lfi aufgefaBt werden,
i
~ GiY
wobei F. =~ .
i 9" h

und A= Vg“A, gilt.

Durch den Ubergang von Spannungen i«. zu Krédften
f cl Ai(nicht iiber i summieren) durch Multiplikation
mit infinitesimalen Fl&ichen

dA, =1/9g 3(“') clfj dgh (vgl.[11)(3.7)

und der Abkiirzung

1—4’. _:ii /9 9(&%? ' (3°8)

erhdlt man die drei Gleichgewichtsbedingungen (i=1 bis3)
an einem infinitesimalen Parallelepiped, das von der
Basis g, aufgespannt wird: '

~

I*'M, +3\/§\fjﬂj =3\/§\Q5§j (3.9)

(nicht iiber i summieren)

Auf Grund der Voraussetzungen des Abschnittes 1 ergibt
sich fiir die weiteren Betrachtungen f3-=aj==0. Mit
(3.,8) und (3.1) entsteht

=09 s; 98
V3 (55 9),c (), 5} g - 10
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Aus Gleichung (2.28) und der Beziehung (vergl.[1])

(\/?).4 = I_': \[9_‘ (3.11)
T.=Vs s,

In den MaBzahlen des Cauchyschen Spannungstensors

folgt j
i 9 - (3.12)

lauten die Gleichgewichtsbedingungen am deformierten
Korper in korperbezogener Darstellung demnach

.= 0
i (3.13)

1 1 T T 1
_ = 0
® . Gfriﬁ%rh

Analog zum eben gezeigten Weg entsteht aus (3.8)

und (3.3)
Ii)i——-(\/g s; g‘i)i (3.14)

Produktregel und (2,.,28) liefern
Y LAY i i k 1
I-/i'— 9 (Séﬂ Q Sj Fﬂak S ) (3.15)

:\/g(sg«:_s;r‘:r)gh' (5.16)

In den MaBzahlen des Kirchhoffschen Spannungstensors
lauten die Gleichgewichtsbedingungen am deformierten
Korper in korperbezogener Darstellung demnach-

3r T (3.17)

1 1 T
Sj,i_s'rl—_"i.j = 0

Spiater werden Berechnungen mit Gleichung (3.13) und
(3.17) durchgefiihrt.

st
3
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4, Stoffgesetz

Stoff- bzw. Materialgesetze beschreiben allgemein
das Materialverhalten bei physikalischen Vdrgéngen.
Die gewdhnlich als Form&nderungsgesetz bezeichnete
Beziehung
i A i

s, =6,(5;,¢€,€,,T) (4.1)
beschrédnkt sich darauf, das thermo-mechanische Ver-
halten des Materials wiederzugeben. Wegen der in
Abschnitt 1 getroffenen Voraussetzung, daB alle Vor-
génge geniigend langsam und isotherm verlaufen und keine
Verzerrungsarbeit dissipiert wird, ist fiir die vorliegen-
den Untersuchungen ein Stoffgesetz der Form

G; = G;(&j) (4.2)

anzunehmen, Die Verzerrungsarbeit 1la8t sich als eindeu-
tige Funktion des Verzerrungstensors darstellen. Es gilt
also fiir die spezifische Verzerrungsarbeit

Das totale Differential von w mufl die Form

dw :
Dw = D¢ (4.4)
Jde? 3
annehmen. Filir endliche Form&nderungen wird gefordert,
daB die bei kleinen Form&nderungen verwendete Definition
fiir das Inkrement der spezifischen Verzerrungsarbeit

Dw = Si c;Del (4.5)

gliltig bleibt. Bildet man aus (4.4) und (4.5) die
Beziehung

?
X, (4.6)

i ow
S
Jdel

1 i

o \WO
e
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so erh#lt man hiermit ganz bestimmte Spannungstensoren
(5? , Wwenn man die Verzerrungstensoren ag meist aus geo-~
metrischen Uberlegungen heraus vorher festlegt und fiir
die Beziehung (4.3) einen geeigneten Zusammenhang auf-
stellt. Fihrt man fiir die hier betrachteten isotropen
Stoffe die spezifische Verzerrungsarbeit als Funktion

der drei Invarianten I,, I, und I; des Verzerrungs-—
tensors ein, so kann das Stoffgesetz zum Beispiel in

der Form eines Minimalpolynoms

i A BW 8[4 aW alz aW aI'S
dargestellt werden, Bei dem bekannten Ansatz
) ; ir
—g—- 63 —_ E js Ei (498)

entsteht bei Beschridnkung auf tensorlineare Beziehungen
unter Beachtung der drei Symmetrieeigenschaften

Ei =Eil = Ejt=E (4.9

folgende Besetzung des Elastizitdtstensors im Falle
der Isotropie:

= B = ER =Mtz =K +36
E_E B ) =K—§Z-6 (4.10)

12 13 23
11 ___ 1M1 2 .
B, =B —Es =M —
oder

=85 61+ (877G, +6567) an



- 21 =

Mit der Spur des Verzerrungstensors E:,ergeben sich
aus(4.7), (4.8) und (4.11) einfachere Darstellung-
mdglichkeiten fiir das Stoffgesetz, ndmlich

Iiz—é i= i T i
5 =% °; Zp€y + A ETS; (4.12)
=2Gei+Kkerd" (4.13)
K T o1
wobei

€. =¢.—2¢76

£; i 3 €4 (4.14)

i
d
den Deviator des Verzerrungstensors darstellt, Mit der
Querkontraktionszahl

1 36
V = — — ———— (4.15)
2. 6K +26
148t sich schreiben
{‘___;i_ i i N T ¢4
%5 T % 65 =26 (&) +555€18;) o)

Fiir V—= -1 wird nach (4,15) bei endlichem X G — oo
streben, der deviatorische Spannungsanteil spaltet
sich unter der Bedingung %; =0 ab, Firy— 1/2 wird
ebenfalls nach (4.15) bei endlichem G K ->o0 streben,
der hydrostatische Spannungsanteil spaltet sich unter
der Bedingung £ = O ab. Gelingt es nicht, g; =0

fiir v— ~1 oder EI =0 fiirvy— 1/2 einzuhalten, so
versagt das Stoffgesetz (4.16) an diesen Grenzen von
V. Ein isotroper Werkstoff mit den Werteny = 0 und
E=2G = 3K> 0 ist jedoch vom mathematischen Stand-
punkt aus kein Sonderfall (s. FUNG [15]). Physikalisch
gesehen besteht hier aber offensichtlich eine Grenze,
denn Stoffe mit v < 0 sind nicht bekannt., Die Bezie-
hung (4.13) oder (4.16) findet man bereits bei HENCKY
[16]. Sie wird auch in dieser Arbeit verwendet,
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5. Verzerrungstensoren

5.1 Henckyscher Verzerrungstensor

In der Literatur ist eine Vielzahi von verschiedenen
Verzerrungstensoren eingefiihrt worden. Es sei hier

auf MACVEAN [17] verwiesen, der unter 16 verschiedenen
Moglichkeiten eine Systematik herauszufinden sucht. Der
dort als " E, " aufgefiihrte Henckysche (logarithmische)
Verzerrungstensor ist in seiner Bedeutung bereits von
RICHTER [18] und LEHMANN [19] hervorgehoben worden. Bei
endlichen Formé@nderungen lédBt er sich auf einfache
Weise in Volumendehnungen und Gestaltédnderungen auf-
spalten, Mit seiner Definition

. 4 o :
€' ="t (&q . (541)
repriasentiert seine Spur die Volumendehnung und berech-
net sich auch bei nicht koaxialen Verzerrungen einfach

aus

V
Vv

Nach Gleichung (4.13) vollzieht sich der Grenziibergang
zu endlichen hydrostatischen Spannungen inkompressiblen
Werkstoffes gerade fiir X—->00 (oder v — 1/2).

£l =2 42nd = ¢, (5.2)
4 9

(H)

Da aber der Henckysche Verzerrungstensor als Matrizen-
funktion zu behandeln ist, bleibt wegen der schwierigen
Handhabung beil nicht koaxialen Problemen (vergl. WETZELL
[3] und THERMANN [20]) sein Anwendungsbereich beschrinkt.
Wéhrend WETZELL auf diese Schwierigkeiten ngher eingeht,
gelingt THERMANN eine Losung fiir Torsion eines Voll-
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zylinders unter Anwendung erheblicher analyfischer
Kunstgriffe.

Da fiir das hier zu ldsende Problem ganz bestimmte, fiir
die Dauer des Verformungsvorganges gleichbleibende geo-
metrische Zusammenh&nge nicht angegeben werden konnen,
scheint es fraglich, ob zum Beispiel der Weg iiber die
Wurzeln des Minimalpolynoms oder iiber andere analyti-
sche Methoden iliberhaupt zum Ziel filhren kann. Mit der
Reihenentwicklung des Logarithmus iiber das erste Glied
hinaus,

(H)3
% (5 9*9‘ — 237G 631..)

°nr ° st

%( i gmng 91’59 9t3
=397 9nn9" 9,4+ 357, =65 )

— .t , (5.3)

diirfte grunds&dtzlich ein Weg aufgezeigt sein, Approxi-
mationen des Henckyschen Verzerrungstensors zu erhalten.
Fiir jedes Reihenglied, das hinzugenommen wird, miissen

die Differentialgleichungen - hier in den Verschiebungen -
neu aufgestellt werden.

Schreibt man fiir den in Richtung von g, durchgefiihrten
Zugversuch

€ = 25— = — (5.4)
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vor, so entsteht aus (2.19) und (5.1) folgende Reihen-
entwicklung '

e =i i) e, e

wobei W die Verschiebung in Zugrichtung ist und 4,
bzw. { die Léngen vor bzw. nach der Verformung sind.

5. 2 Almansi - Hamelscher Verzerrungstensor

Beriicksichtigt man nur das erste Reihenglied des
Henckyschen Verzerrungstensors, so erhidlt man die

in der modernen Elastizit&dtstheorie iibliche Definition
(vergl. LEHMANN [19]). In gemischt-varianter Schreib-
weise hat sich hierfiir die Benennung nach ,Almansi-
Hamel”'eingebﬁrgert. Bei WETZELL [ 3] und MACVEAN

[17 ] wird unter diesem Namen der gemischt-variante
Cauchy-Greensche Verzerrungstensor verstanden. Auf
der Suche nach einem Namen fiir das erste Reihenglied
des Henckyschen Verzerrungstensors entschlieBt sich
MACVEAN zu der Bezeichnung ,Karni-Reiner", In dieser
Arbeit wird der Name ,Almansi-Hamel" beibehalten,
doch auf ein untergesetztes ,A" verzichtet:

i i 0. L 4
Ej = 3 (9‘ 93 63 > (5.6)
Es besteht folgender Zusammenhang mit dem Henckyschen
Verzerrungstensor:
£ = — @n,( ) ?)
ay 2 6; + 2 ¢ (5.7)

Im Folgenden muB noch der Zusamménhang mit den Verschie-
bungen hergeleitet werden. Ist fj ein Ortsvektor, der zu
einem materiellen Volumenelement eines beliebigen Kor-
pers hinfithrt, bevor die Verformung stattgefunden hat,
und ist I der entsprechende Ortsvektor nach der Ver-
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formung, so ist eine Verschiebung definiert als

150

4 = 1 —

(5.8)

wobei w = u®e« | (5.9)

~

gelten soll. Mit (2.2) und dem Ortsvektor 7 in kér-
perbezogener Darstellung

o i 0 X o
T =%g9,= 15 Y (5.10)
folgt nach Differentiation von (5.8) nach d§}
< X o
Cj - 63 + u lg (5.11)

Somit entsteht iiber (2.19)
[» ] 't o -
94,791_3,2 53 -+ 911[6-,-« LL“:a' —+ u“‘l,,_éuj—l- U_O:-rdafaurfj}

und es 188t sich s} (5.12)
als Funktion der Verschiebungen ausdriicken:

2 E; =§’;"[5wu°ﬁj—l— U—Qj-,—(s.xj‘l‘uc;-réq/_’.uﬁ/j]- (5.13)

Differentiation nach den Korperkoordinaten fiihrt auf
g 1" o -
25,0 = G [Srallii + Ui buj+ (U3, 8us U5 ), 4]

(5.14)
Die Spur ergibt sich zu

267 =260 4 §™ U bup Ul . (5.15)
Nach Differentiation entsteht

2er =282+ (975 u%sbustlr),i . (5.16)
Fiir den Zugversuch entsteht mit (5.4), (2.19) und
(5.6):

2
=4 1/ u
€, 7 + 2( fo> | (5.17)
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5.3 Green-Cauchyscher Verzerrungstensor

Der Green-Cauchysche Verzerrungstensor in gemischt-
varianter Form

v _/'_ 1 . ir © .
(%3_ 2 <6j 9 9rg> (5.18)
liefert fiir den Zugversuch bei Annahme von (5.4)

1w 3(uN, hfu)d 5()4 B 1
(%)" — {, 2(.2,,) +2(fo> 2\7 +..—.. (5.19)

und weicht damit, sofern man nur auf das zweite Reihen-
glied achtet (s. (5.5)), vom Henckyschen Verzerrungs-
tensor um den gleichen Betrag ab wie E; nach Glei-
chung (5.17), aber die Richtung der Abweichung ist
entgegengesetzt., Ob dieser Tensor dem Almansi-Hamelschen
vorzuziehen ist, muB die praktische Anwendbarkeit ent-
scheiden. Seine Abhingigkeit von den Verschiebungen
ergibt sich aus

(c>3 Z g ( ~943) (5.20)

zu

g; 2 911-(570( u, + u,,é“3+u,,~6aﬁu,a2 |
5,21

wobei mit (5.11) iiber die Transformationsvorschrift
(2.19)

Frj = Gryt Ora U5 + U7 b + U+ Oup U’y (5.22)

ermittelt wurde. Die Inversion vongTa 915(6¢«LL%3,”)
zur Ermittlung von 9’”'--(61 USr, -.-) ist fiir ebene
Probleme mit nur einem besetzten Nebenplatz zwar leicht
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allgemein durchfiihrbar, doch die im Nenner stehende
Determinante 148t es vom Arbeitsaufwand her als
unméglich erscheinen, in den Gleichgewichtsbedingun-
gen (3.13) oder (3.17) nach Einsetzen von g; die
Verschiebungsableitungen nach linearen und nicht-
linearen Gliedern zu trennen., Mit dem Almansi-Hamel-
schen Verzerrungstensor treten in dieser Hinsicht
jedoch keine Schwierigkeiten auf.

5.4 Weitere gemischt-variante Verzerrungstensoren

In Anlehnung an die Begriffe MACVEANs [17] soll kurz
der Ubergang der unter 5.2 und 5.3 diskutierten
Verzerrungstensoren auf symbolische Schreibweise
gezeigt werden., Dafiir miissen die kdrperbezogenen
GroBen iiber (2.16) auf raumbezogene GréBen trans—
formiert werden.

Fiir den Almansi-Hamelschen Verzerrungstensor gilt:
X __ X 1 ‘=_ am —_ 3
€ CiE; oA C4 (9 Gmj 6 )Z:

Mit (2.19), d.h.
gmj'—
folgt. schlieBlich

x M1/ x _p o
MACVEAN schreibt dafiir "
—_ 1 —
E,=%(F F — 1)
1 2
=z (L —1)
und fihrt den Namen ,Karni-Reiner" ein, da diese
beiden Autoren qu. nGreensches VerzerrungsmafB im
Endzustand" genannt hatten. Gleichzeitig bezweifelt
MACVEAN aber die Gliltigkeit dieser Bezeichnung.
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Fiir den Green—Cauchy.schen Verzerrungstensor gil’c:’
14 [> 4 1 =4 1 V] 4 : o 1
=CYeg* 1 =2 - f_gitm : J
E)ﬁ Yl TP 2 Ca (63 9 9M;>Cfs
Mit . . _
i 9 1M — —(:—1, 6“{3 C m
folgt schlieBlich 4
L X =1 =4 >
(c)/& 2 ( & C‘x C/3
MACVEAN schreibt dafiir
EZ_

2 (1 —FE)
(I — L7%)

und filhrt seinen Ursprung auf Almansi zuriick.

I

Aus Tabelle 1 bei MACVEAN diirften die Verzerrungs-
tensoren E6=L'2(Cauchy) und £, = [ % (Finger) noch
von Interesse sein., In tensorieller Indexschreibweise
wédren das

1 im °
- 83 =9 9""2
bzw. 1 T
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6, Differentialgleichungen fiir die Verschiebungen
der Feldpunkte

6,1 Cauchyscher Spannungstensor und Almansi -
Hamelscher Verzerrungstensor

(-4

Die Niherung %u fiir das Stoffdichteverhdltnis
wdhrend des Forménderungsvorganges ist schon oft
angenommen worden (vgl. [7], [9], [20] Anhang, [22]).
In diesem Abschnitt soll entsprechend verfahren
werden, so daB das Stoffgesetz (4.16) nach partieller
- Differentiation nach den Korperkoordinaten lautet:

1 — : Vv -
Sii =26 (g5 + 7553 £75) - (6.1)

Nach Einsetzen in die Gleichgewichtsbedingung (3.13)
und Umordnen folgt zundchst

i N o r 1 ="t ["*eg7 (6.2)
Die Spannungen neben den Christoffel-Symbolen werden

ebenfalls iiber das Stoffgesetz (4.16) durch Verzer-
rungen ausgedriickt:

26 [(1-2v)€f i +ver; ] =

(1= 20) T [26 (c5 40 esgi)] (6

1-2v
~ (1 -zv)rjf[z_@(egﬂuzz’?; e267)] .

Die entstandene Beziehung wird vom Gleitmodul un-
abhéngig, so daB nach Ausmultiplizieren der eckigen
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Klammern entsteht:

(7—2v)2_e;,i—|—v 2el; =

1-2v) 25 et + T s 8¢
( V)21 e 2\)]’"12 €s 0 (6.4)

~(1-29)2 5 €7 =29 [} €2 6] .

Il

Mit I";g', §: [—: 5; 188t sich schlieBlich schreiben:

(4—2\))2_5;',i+v 2el;=

(1-2v)(2rf el —2Tqe; ).

Mit (5.14) und (5.16) werden zunichst die 1. Ableitungen
der Verzerrungen durch die 2, Ableitungen der Ver-
schiebungen ersetzt und anschlieBend die guadratischen
Anteile auf die rechte Seite vom Gleichheitszeichen
gebracht, Dieses Umgruppieren widre - wie in Abschnitt
53 bereits erwdhnt - fiir den gemischt-varianten
Green-Cauchyschen Verzerrungstensor nur moéglich, wenn
mit einer mindestens 3stelligen Zahl von Summanden

auf der rechten Seite die Rechnung fortgefiihrt wiirde.

(6.5)

Da die Basis der VerschiebungsmaBzahlen U™ orthogonal
und orthonormiert ist, tritt das kovariante Differen-
tiationszeichen nicht auf. Es werden mdgliche Uber-
schiebungen unterlassen, um stumme Summationsindizes
stets auf einem oberen und einem unteren Platz und um
Indizes, die Ableitungen von 4™ kenntlich machen, stets
auf einem unteren Platz zu erhalten.
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Gleichung (6.5) nimmt folgende Form an:

X

o - o . (1
917 (S'Nx u/ji —+ 917(4.0(,,”-60(3' _Z\)g T(S'roc u-q/a'i

— 23 §TUS b Y 265U

=—(1-2v) g (u%, 8.5l ).

—V (9OTS ws 60(/3 uB/'A’),j
+(1—2v)(2rijel —2rie;) . (6.6

Da die Reihenfolge der Differentiation beliebig ist,
heben sich die beiden unterstrichenen Terme auf.
Endgliltig lauten die Gleichgewichtsbedingungen:

o , 1
(’l —2\))9" Ui CS«xj + Ou w44
. o :
':'——(’1—2\)) (§1Tu0575q,3 u“,ji+9“'u’3,3- «Buﬂ,ﬂ)
— 2V é-rs T 60(3 UB,-rj,

+(1—=2v)(2Ie, =2 €5 ) . (6.1
Die links vom Gleichheitszeichen stehenden beiden
Terme entsprechen den Navierschen Gleichungen der
linearen Elastizitdtstheorie (vgl. BIEZENO - GRANMEL
[23]). Widre die rechte Seite von (6.7) identisch Null,
ldge ein Problem der linearen Elastizitédtstheorie vor,
das bei Verwendung des Differenzenverfahrens iiber
eine GauB-Elimination geldst werden konnte, Auf diesen
Eliminationsprozef soll hier als ersten Ngherungs-
schritt nicht verzichtet werden, so daBl die iterative
Behandlung nur die rechte Seite von (6.7) betreffen wird.

Fir den gemischt-varianten Green-Cauchyschen Verzer-
rungstensor widren auch Verfahren in Erwdgung zu ziehen,
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die von vornherein iterativ nach einer Ldsung suchen.
Uber notige Konvergenzkriterien findet man bei ORTEGA-
RHEINBOLD[24] N&heres,

Die Annahme des ebenen Verzerrungszustandes, wobei
die Richtung der Ebenennormalen den Index 3 erhidlt,
fithrt auf

4 3

/(1/3—_.—_—0 ' u,.{,:D ‘ (6.8)
) =1bis 2 \ 1=1bis 3
1

U, 355=20 U ;3= 0

Daraus folgt, daB die Gleichgewichtsbedingung (6.7) fiir
j = 3 identisch erfiillt ist. Da wieder die Reihenfolge
der Differentiation beliebig ist und stets [ = Fg:
gilt, ergeben sich nach einigen Umformungen fiir j = 1
und j = 2 :

j=1 2(1-v)u’,, +(1-2v)u’,, +u?,, =

“2(4—‘7)(/&444’(«(4 +uzmuzl71>

711

- 2(4—2\))(1’(’414 'leq,zz + u2;1 u?-,zz) (6.,9a)
T (""'4/2_""4:12 + u’, u’ ., )

+(1-2v)[2rZ (e2 —e1)+2r2 el -2 2 €]
i=2: (’I—Zv)‘u§4,+2(7—-v)u2,22+ujﬂ_:

_Z(/"\’)(uz;zu’z;zz + u”:z_ uqzz )

7

—_(7~Zv)(uz;zu2:14 +ujluﬂz44 (6.9b)

2
21

+(1-2v)[2r (e1-€%)+2I,,€; —ortes]

—(ud,uhy, Ul Wiyy)
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Bereits bei Gleichung (6,.7); und anschlieBend bei den
Gleichungen (6.9) ist bisher der Ubersichtlichkeit
halber darauf verzichtet worden, die Christoffel -
Symbole und die Verzerrungen auf der rechten Seite
vom Gleichheitszeichen durch Verschiebungen und deren
Ableitungen auszudriicken. Unter den Voraussetzungen
des ebenen Verzerrungszustandes nach (6.8) ergibt sich
iiber (2.30)

fiir (6,9a)

9" 90+ 9%(2 9,0 1= G 2)
2 F,,,ZJ — 922922,4 +941911/z

| 0

9% 92047 9% Gurs 0
g* 92.2,2.+ g™ (2942,?. - 922,1) 0
0 0 |
(6.10a)

und fiir (6.9b)
944944,1 + 942(2942.11 ~944,z>
275=1 9" 9mat+9™ Jaz,1

i 0
9" G2 + 9 92,4 0
g™ G222t 9™ (2 942,?_"922,1) 0
0 0 |

(6.10D)
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Die Christoffel-Symbole berechnen sich also aus
der kontravarianten Metrik und den Ableitungen der
kovarianten Metrik. Aus (5.12) folgt fiir die kova-
rianten Metrikkoeffizienten:

—

] 1 1 2 2
1+2u', +uw,uw, + U, us,

2 1 1 1 2 2
94j==- U T U, TU, U, U,
0
4 2 1 1 2 2 7
%lz-'-,u'lq +ulﬂul7_+u/1u’/z O
2 1 1 2 2
1 +2’LL /L+u’llull+ullull 0
0 /,J

(6.11)

Mit den auch spédter im Rechenprogramm zur Vermeidung
von Doppelberechnungen verwendeten Abkiirzungen

1 1 1 2 2
Y, = WU, U, + U, U

2 < 1 2 A .
qg; = W, U, T U, Wi

1 _ 2 1 2 2
G, = u,,,u,24+/u,,,,uiu

1 1 2 2
ulzuﬂ" +’DL,Z'U.,U

9%
P

Pa

I

.’

1 2 2
HulZL+'u'Mu122_

2 2
'urqu'u-jﬂ + W, U,y (6.12a~f)

ergeben sich aus (6,11) die Ableitungen der kovarianten
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Metrikkoeffizienten zu:

94:2'1'] —

9;3‘,2. -

w2

2
’uz/z)q + 'ujm + gr;. + P't

0

1 2

4"'4,21 +‘L{,?;,,,, +49, +pP;
2
2 u%aﬂ +2 ¢

0

) 21U’z "’ZC};

442/42 + ’LL4,22 + Q’E + 701

| 0

1 2 2 1
U, F Ut G7 P2
21’(’?_/22+ZC+§

0

(6.13a)

0

0

(6.13b)

Die kontravarianten Metrikkoeffizientien miissen aus
(6.11) iliber Inversion gefunden werden:
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322 -912 O

9‘3:9 g _92 -—921 977 O
11 J22 72

0 0 G gzz_ 9%

(6.14)

Die in den beiden partiellen Differentialgleichungen
(6.,9) auftretenden Christoffel-Symbole sind somit
iiber (6.10) bis (6.14): eindeutig bestimmt.

Ferner liefert (5.13) fiir die Differentialgleichun-~
gen (6,9) folgende Verzerrungen:

1 1 1 .1 2 2z
,u'l'l +z<u/1u,4 +u14u14

. 2 1 1 1 1 2 2
T Z(u/'l+u:z)+2(ul1u12+umulz>

o A,

0

/’
1 (whe i)+ L (wh ultud, )

/

2

1 1 1 z 2
/2 ""E’(u/z'u’ :2.+1"’/z.4"' lz)

0

(6.15)

0]

0

0 ]
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6,2 Kirchhoffscher Spannungstensor und Almansi -
Hamelscher Verzerrungstensor

Da die Herleitung der Differentialgleichungen fiir

die Verschiebungen ganz analog zu Abschnitt 6.1 er-
folgen kann, werden nur die sich ergebenden Abwei-
chungen aufgefithrt, die durch Verwendung der Gleichge-
wichtsbedingung (3.17) anstelle von (3.13) entstehen.
Ohne die N&herung é?—z'1 einfiihren zu miissen, ist das
nach den Korperkoordinaten differentiierte Stoffgesetz
(4.16) Ausgangspunkt der Betrachtung:

i L v T
Sia=26(&7;+75 €5j) (6:16)

Bei Verwendung von (3,17) fehlt schlieBlich die letzte
Zeile von (6.4):

(1-2v)2ei,+Vv2e, =

(1-2v)2I5er +2v 7€ (6.17)

Nach Ubergang zu Verschiebungen ist die letzte Zeile
von (6,7) durch

(1-2v) 275 ei +2v 7€l
zu ersetzen,

In (6,92) bzw, (6,9b) muB es in der letzten Zeile daher
abweichend heifBen:

(1-2v) (270 el 22 €l +21 €2 +2T2 €2)

+v(2r) +2r4 ) (el +€2) (6.182)
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(1 -2v)( 272 el +2Tnes 2 e, +2I5€7)

v (27, +2M5 ) (€2 +€2) (6.18b)

Um diese Terme durch Ableitungen der Verschiebungen
auszudriicken, gelten wieder die Beziehungen (6.,10) bis
(6.15).

Vergleichsrechnungen mit dem Kirchhoffschen Spannungs-
tensor lassen sich also recht einfach durchfiihren,
nur. muB die Frage offen bleiben, wie weit ein sich
ergebender Unterschied auf die verschiedenen Defini-
tionen der Spannungstensoren oder auf die N&herung
%%4= | bei Verwendung des Cauchyschen Spannungstensor

guriickzufiihren ist,
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7. Randbedingungen

Um das zu untersuchende Blech den in Abschnitt 1
geforderten Beanspruchungen unterwerfen zu ktnnen, sind
an der Einspannstelle entsprechende Verschiebungen vor-
zugeben, Die LSsung der beiden partiellen Differential-
gleichungen (6,9) muB also zum einen an der Einspann-
stelle diese Verschiebungen aufweisen, zum anderen an
den beiden Oberfléchen des Bleches die Spannungsrand-
bedingung j; = 0 erfiilllen. Dabei soll unter j: der
Spannungsvektor verstanden werden, der bei einer Gleich-
gewichtsbetrachtung eines an der Oberfliche liegenden
Elementes die dieser Flidche zugeordneten Spannungen re-
prédsentiert. Weisen 9, und ¢S in Richtung der Oberfliche
des betrachteten verformten Elementes und ist g*
Normalenvektor des Randes (|g* <= 0 ), so muB der Span-
nungstensor I an dieser Stelle der Bedingung

somit

SZ.T =’tv = (0 (7.1)

~
-

geniigen., Mit (3.4) folgt daraus
6% j — (702)
i 9 0
Im einzelnen muBl also
2 52 __
62 = 6, =65 =0 (7.3)

erfiillt sein, wobei 6’§ = (0 durch die Voraussetzung
des ebenen Verzerrungszustandes ohnehin nicht auftreten
darf. Uber das Stoffgesetz (4.16) folgt aus '611=0 bei
G>0und 65 =0:

£5 =10 (7.4)
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Gleichung (5.13) liefert den ibergang zu Verschiebungs-
ableitungen

W+ w4+ wfliur =0 (7.5)

Wie in Abschnitt 6.1 n#@her ausgefiihrt, 148t sich die
Bedingung des schubspannungsfreien Randes, der durch
‘§L=const definiert ist, hier endgiiltig schreiben als

2 4 1 2. -
ul,+u,=—u’,,u,—u,u%, (7.6)

Mit der Bedingung6§=0folgt iiber das Stoffgesetz (4.16)
und G >0:

v
Ei—l‘m E:= 0 (7.7)
Da £;=0 und somit ¢ =¢7+€2 ist, entsteht

VETH(1—v)eZ =0 (7.8)

Fiir den Almansi-Hamelschen Verzerrungstensor (5.13)
muB also gelten:

V (Z_'Lb1|4 + ’us|4 us|4>

+(1=9) (2w, + uslau > = 0 (7.9)

Entsprechend (7.6) 1Bt sich die Bedingung des normal-
spannungsfreien Randes, der durch §2=const definiert
ist, hier endgiiltig schreiben als

v

vul, (- ud, = =5 (u,ul,F udul, (7.10)
4—\) q

- 2 (u,,_u':,_-kuz,zu’;z
In (7.6) und (7.10) ist durch Verwendung des Almansi-
Hamelschen Verzerrungstensors wie in Gleichung (6.7)
oder (6.9) Ordnen nach linearen und hdheren Termen in
einfacher Weise gelungen. Die 2, Ableitungen der Ver-
schiebungen treten dieses Mal nicht auf,
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8., Spannungsermittlung

Mit den beiden gekoppelten partiellen Differential-
gleichungen (6,9) und den Randbedingungen (7.6) und
(7.10) fiir die Blechoberseite und -unterseite 18t
sich auf die in den beiden folgenden Abschnitten
beschriebene Weise je nach vorgegebenen Verschie-
bungen an der Einspannstelle ein vollstédndiges Ver-
schiebungsfeld in einer zur Richtung von ¢, senk-
rechten Ebene des Bleches ndherungsweise ermitteln.
Die daraus zu berechnenden Spannungen sind auBerdem
von besonderem Interesse, Sie lassen sich iiber den
Verzerrungstensor (5.13) und das Stoffgesetz (4.16)
als MaBzahlen des korperbezogenen Cauchyschen Span-
nungstensors, wobei -§-¢:4 angenommen wird, oder als
Mafizahlen des Kirchhoffschen Spannungstensors leicht
bestimmen, Eine anschauliche Interpretation wére nach
Umwandlung iiber (3.6) in physikalische Komponenten
moglich, doch widre die Zerlegung in Normal- und
Schubspannung an jeder durch den Normalenvektor 95
definierten Schnittflédche erforderlich,

Einfacher verfdhrt man, wenn der kdrperbezogene Span-
nungstensor iiber das Transformationsgesetz (2.16) in
eine raumbezogene GroBe mit kartesischer Basis trans-
formiert wird. MaBzahlen des Spannungstensors und
physikalische Komponenten sind dann identisch. Als
Nachteil dieser Vorgehensweise mag angesehen werden,
daB randparallele Spannungen erst nach einer Haupt-
achsentransformation und an den kdrperbezogenen Koor-
dinatenlinien orientierte Spannungen erst nach einer
Koordinatentransformation zu erhalten sind.

Die Spannungstransformation wird entsprechend (2.16)
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ber S 7 = CJ 63 T3 durchgefinrt.
Mit (5.11) ergibt sich c;‘ Zu:
r/l + "-’qu ', 0
C; = | u*, 1+u3, 0 (8.1)
0 0 1

Inversion entsprechend (2.9) fiihrt auf die Transfor-
mationsmatrix T3 :

1+u%, -u’, 0
gé—_—__/'— —u?, 1+ u%, 0 (8.2)
B et (e)
d i 0 0 det(c;)

Dabei ist:
2
clet (c5) =1+, +ul,+ul,uj,—w,u, (8.3)

Im einzelnen entstehen folgende Beziehungen zwischen
raum- und korperbezogenen Spannungen:

K :::.___:’___ 2 a 4 p »
§4 clet(c?)%(4_’-“'2)[(1-"“"’)?1 +u12§"]
-u?, [(’l+uj,,)K6'2'+ u‘,zisz]g
(8.4)
S = ! ) z 2 =1
gz o clet(c3) {“ +u")[("+ufﬁgz+u ”(EZ]

1
- [ u) g7 +uhgld
(8.5)
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1__ 1
gz—de———et(c,_‘>{—u”,z[(1+u1,>§; +ut,6?]
d
+(+ui)(+ ul)st + .63 }
(8.6)

2 __ 1 —_, 2 2 2 2 1
8 “deuc;){ wal(rulagerul g
HAu)[(1eut) g3 + ugl]
(8.7)
Mit (5.1%) und (4.16) ergibt sich fiir die
Schubspannung kiirzer:

1

6! =62 = ———
RZ RT det(c3)

ut ot (]

+u, (1+ul,) [(1 +uz,)- ('uz,,)z]
(8.8)

Aus den raumbezogenen Spannungen lassen sich iiber

<) 4 .4 >
cf=3(s1ve)® (o161 rheD

(8.9)
die Hauptspannungen und iiber
1 263
= > arctan —F—2 (8.10)
P 2 §,— G2

die Hauptspannungsrichtungen ermitteiln.



- 44 -

9. Differenzengleichungen

9.1 Allgemeines

Die beiden unter (6.9) aufgefiihrten partiellen Diffe-
rentialgleichungen gelten an jedem Punkt im Inneren

des Kontinuums, also auch an beliebig naher Stelle

zum freien Rand oder zur festen Einspannung. Die Diffe-
rentialquotienten werden nun durch Differenzenquotienten,
die mit Stiitzstellen in einem bestimmten Raster gebil-
det werden, ersetzt. Dies kann als rein mathematisches
Verfahren zur Bestimmung einer Nidherungslésung betrachtet
werden, wobei eine Genauigkeitsangabe fiir das Ergebnis
nach COLLATZ [25] im allgemeinen nicht méglich ist.
Indem aber das gleiche Problem mit unterschiedlich
feinen Rechenrastern untersucht wird, kann aus der Ver-
&nderung der Ergebnisse die GroBenordnung abgeschitzt
werden, in der die erhaltene Ldsung von derjenigen, die
zu einem sehr engen Raster gehdren wiirde, abweicht. Es
wird sich herausstellen, daB diese Abweichungen auBer

an Punkten hoher Spannungskonzentrationen gering sind,
sofern nicht allzu grobe Raster verwendet werden,

Das hier zu untersuchende eingespannte Blech wird mit
einem Rechenraster nach Abb, 9-1 iiberzogen. Die vertikal
verlaufenden Rasterlinien beginnen stets mit der

Zéhlung O am linken Rand und enden - in Richtung von

84 &quidistant fortschreitend - mit der Linie m, am
rechten Rand., Am linken Rand werden die antimetrischen
Ubergangsbedingungen fiir Scherung bzw. symmetrischen
Bedingungen fiir reine Biegung formuliert, am rechten
Rand hingegen die Verschiebungen je nach Aufgébenstellung
vorgegeben, Dort wird stets von einer Einspannstelle
gesprochen, Die horizontal verlaufenden Rasterlinien
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werden mit dem Index (-m2) am unteren Rand - in Rich-
tung von e, &quidistant fortschreitend - bis zum Wert
m, am oberen Rand durchnumeriert. Unterer und oberer
Rand sind normal- und schubspannungsfrei und repré-
sentieren die Blechunter— bzw, —oberseite,

Gebiete mit erhdhten Spannungskonzentrationen sind in
Abb, 9-1 bei den beschriebenen Randbedingungen ledig-
lich die rechte obere und untere Ecke, Fir diese Zonen
stellt sich das gewdhlte Rechenraster besonders deut-
lich nur als Ndherung fiir die exakte Losung dar.

Auch bei einer noch so eng gewdhlten Teilung bleibt man
bei der Festlegung der Differenzenquotienten der rechten
Eckpunkte auf Hypothesen angewiesen, die entweder die
Randbedingungen des starren rechten Randes oder des
spannungsfreien unteren bzw, oberen Randes beriicksich-
tigen. Beide Bedingungen lassen sich in einem Differen-
zenstern nur dann vereinigen, wenn dieser die exakte
Losung der rechten Eckpunkte wiedergibt. Diese besteht
aber fiir den Normalfallly >0 aus der trivialen Lo-
sung vollkommener Spannungs- und Verzerrungsfreiheit.
Eine Verfeinerung des Rechenrasters in den rechten
Eckzonen konnte lediglich dazu dienen, den Trend zur
trivialen Losung fiir die Eckpunkte numerisch nachzu-
weisen, sofern alle an den Differenzensternen der
rechten Eckpunkte selbst beteiligten Stiitzstellen
relativ zum eingespannten Rand als unverschieblich
angenommen werden.,

Hier sollen die Differenzensterne der rechten Eck-
punkte die Randbedingungen der Einspannstelle, d.h.
E§:= 0 , erfiillen und damit eine Ausrundung der beiden
Kehlen wiedergeben, die bei der Befestigung des Bleches
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an einem noch.grbﬁeren starren Block entstiinden. Die
praktische Ausfiihrung einer angenommenen starren Ein-
spannung findet auf sinnvolle Weise Beriicksichtigung.
Auf eine lokale Verfeinerung des Rechenrasters wird
verzichtet, da das Herausfinden von Spannungsgrenz-
werten, die von den Hypothesen des Eck-Differenzen-
sterns abh&ngen, eine hier zu spezielle Frage bedeu-
ten wiirde. Hingegen soll das gewdhlte einfache Raster
unterschiedlich fein angenommen werden kodnnen, Bei
Vergleichen untereinander muB bedacht werden, daB die
Ausrundungsradien in den Ecken bei feiner werdender
Teilung kleiner werden.,

9.2 Feldpunkte

Zur Beschreibung der ersten und zweiten Ableitungen der
Verschiebungen nach den Ortskoordinaten wird der jeweils
nur auf die direkt benachbarten Rasterlinien ilibergrei-
fende zentrale Differenzenstern gewdhlt., Zum einen
lassen sich an ihm bequem 2., Ableitungen bilden, zum
anderen trédgt er dazu bei, die Bandbreite des Glei-
chungssystems klein zu halten, da ibernichste Raster-
linien nicht mit eingeschlossen werden., Alle kompli-
zierteren Differenzensterne wiirden mindestens eine
Verdopplung der Bandbreite des Gleichungssystems bedeu-
ten, so daB bei gleichem Rechenaufwand die Zahl der
Rasterpunkte, 4. h, die Zahl der Gleichungen, auf die
Hdlfte zuriickgenommen werden miifte, Rasterweiten wiren
VZ2-fach groBer als bei dem gewshlten einfachen zentra-
len Differenzenstern.

Mit den in Abb, 9-1 eingefiihrten Zdhlvariablen n, und
Do, die sich innerhalb der durch m, und m, festgelegten
Grenzen bewegen, und den Rasterweiten 11 und 12 ergeben
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sich fiir die Differentialquotienten der Gleichungen
(6.9) folgende Differenzenquotienten fiir den Raster-
punkt P(n1 ,n2): '
1. Ableitungen:

. 1 B i . T
a”, (n,“n,_) = > L. W (n,+1,n,)-u(n,-1,m,)
u'i,a('n,“n,_)z 241'2. u‘(ﬂ“nzwl)-ut(n,“hz—‘l)_

(9o1a-b)

2, Ableitungen:

u-imq (7’14,"lz>: (Z ) [ui(n'?"'/’, n.) =2 u (n"/n?-)

+ ui(n;'l,n,_)]

1 1 4 i
AU 5, (7’%,"12)':(7)—;[1" (n4,n2+ 1) —-2u*(n,n,)
2

-+ ’(_L.i(n,,,’n‘&-/’)]

ui4z(”1,nz)= W (M, my)

_
A

[w'(n4+1,nz+ 1) +ut(n,-1,m,-1)

-ut ('n,1+ 1, n,~1) - ui(n;'l,nﬁ'l)]
(9.2a~c)

Fiir (9.1) und (9.2) gilt stets i=1 oder i=2.
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Die bereits in Abschnitt 9.1 erwidhnten Ubergangsbe-
dingungen am linken Rand dienen dazu, den numerischen
Aufwand fiir die in Abschnitt 1 geforderten Losungen
verschiedener Beanspruchungsarten zu halbieren. Bei
Beanspruchung des Blecheé auf Scherung werden fiir die
Rasterpunkte mit n1=0 und n2;r0 folgende ﬁbergangs-
bedingungen zur links antimetrisch anschlieBenden
Systemhdlfte bendtigt:

1 L/u,';('l,n,_) + u":(’l,-.nz_)] (9.3)

‘/u"‘)'l(ol nl) = 2L

1

1

u .11(01 na)—_—

(14)7' j/u;i(/” nz) —Z ui (0/ ’n,_)

— 'LL":(”, —nz):l

u4:/42 (0/ nz.) = u't;u ( 0, nl)

1
4‘£4£2
—ut(1, nz—1)+ui(1,-h2—1)}

[u‘;(’l,nzﬂ)' ui(”:"nzﬂ)

(904a-b)

Weghrend bei Antimetrie ui(0,0)=0 angenommen wird, wie
Abb, 9-2 es zeigt, sind die Verschiebungen fiir n1=0
und n,< O keine weiteren Unbekannten, Die Ubergangs—
bedingungen werden daher fiir n2<0 auf der Raster-
linie m, =1 formuliert:

/’

/u'l&)’l (/,’ n"’—) = 2.4

w(2,n,) + u*(0,-n,) | (9.5)
[ ]

1
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G (m) = s [w(z,n.,) —2w¥(1,m,)
¥

4 — u"(o,—nz}]

Pt \ A
’(‘[’I"'z-(/l/ nZ) jrmssmm) u/21(7, 71;;_)

w1, m,+1) — w*(0,-n,+1)

—ut(1,n,-1) + u‘((),—n,_—?)]

(906v3“"b)'

Abb. 9-2 Verformtes System
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1.. Ableitungen der Form u'i,z (O,nz) fir n,>0 wund
u',, (1,n,) fiir n,<0, ferner 2, Ableitungen der
Form u%,,, (0,n,) fiir n,>0 und u%,,(1,n,) fir
n,<0 gelten bei Antimetrie allgemein nach (9.1Db)
bzw. (9.2b). Der Index i kanm in (9.3) bis (9.6) den
Wert 1 oder 2 annehmen.,

Fiir den Fall der Symmetrie sind auf der Rasterlinie
n,=0 alle horizontalen Verschiebungen u4(0,n2) = 0,
und es treten sé@mtliche vertikalen Verschiebungen
uZ(O,nZ),als Unbekannte auf, Die Ubergangsbedin-
gungen zur linken Systemh&dlfte lauten fiir reine
Biegung:

U, (0,1,) = —— ' (1,m,) (9.7)
’U,Z,,”(O)‘n,z>= (2 )2_ [Z’uz(”;ng)——luz(@nz)]

4—“'4,12 ( On nz) - ul'/ 21 (0/ nz)

A
= V) IZ[Zu" (1,m,+ 1)—2u‘(",n2-1)]

(908a-b)‘

uz;z(o,nz) und u2)22(0,n2) gelten bei Symmetrie
uneingeschriénkt nach (9,1b) bzw. (9.2b), wihrend

/U~4,44 (O,n:_> = ’uf-zmz (O/nz) = U, (O;"’l:_) = 0

aussagen, daf die Gleichgewichtsbedingung in Richtung
von g, nach (6.,9a) auf der Rasterlinie n,=0 in den
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linearen Termen identisch erfiillt ist. Die gemischten
1. Ableitungen verschwinden ebenfalls.

Am rechten Rand mit n,=m, werden

wu'(m,,n,) = UH (n,)

’Ll.z'(mwnz): uv ("’Lz) (9.9a-b)

als bekannte GroBen vorgegeben, Dies wird bei Bildung
der 1, Ableitungen fiir die Linie n,= m,-1 nach (9.1)
beriicksichtigt, doch dadurch entstehen vor allem durch
Verschiebungen, die in den Beziehungen (9.2) das Argument
n14-1 aufweisen, filir die 2, Ableitungen der Raster-
linie ny= m1-1 keine neuen Unbekannten., Die auf-
tretenden GrdBen 'UH(nZ) und UV(n2) werden auf die
rechten Seiten der Gleichungen (6.9) gebracht, so dasB
aus den linken Seiten von (6.9) eine Matrix aufgebaut
werden kann, bei der die Zahl der Gleichungen mit der
Zahl der unbekannten Verschiebungen iibereinstimmt,

Spannungen lassen sich ohne Extrapolation fiir die Linie
ny= m1-1 berechnen, Beanspruchungen am rechten Rand
selbst entweder durch VergrdBerung des gewdhlten Rasters
um eine Linie, so daB das neue n,= m1—1 dem alten n,= m,
entspricht, oder durch Einfiihren von AuBenpunkten bei
n,= m1+1 und Hinzunahme von Gleichgewichtsbedingungen
bei ny= Myo Letztere Moglichkeit bedeutet programm-
technisch Mehraufwand, doch kann man nicht behaupten,
daB sie richtiger wédre als die erstgenannte. Es ist
leicht einzusehen, daf fiir ein unendlich dichtes Raster
beide Ergebnisse gleich werden. Der Unterschied macht
deutlich, wie die eine oder die andere Diskretisierung
eben stets nur eine Approximation der exakten Losung
darstellen kann,
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9.3 Randpunkte

Bei der Angabe der Differenzensterne fiir die Feld-
punkte wurde vorausgesetzt, daB am unteren und oberen
Rand jeweils noch eine auBen liegende Rasterlinie
vorhanden ist. Jeder Punkt einer derartigen Linie
enth&élt zwel unbekannte Verschiebungen, so daB die
beiden Randbedingungen (7.6) und (7.10) gerade die
erforderlichen weiteren Gleichungen stellen, die zur
Bestimmung aller Unbekannten erforderlich sind., Ersetzt
man in den Gleichungen (9.1) die allgemeine GroSe n,
durch -, bzw, m,, so erh&dlt man die erforderlichen
Differenzenquotienten fiir die Bedingungen (7.6) und
(7.,10) des unteren bzw, oberen Randes, Bei antimetri-
schen Ubergangsbedingungen gelten die Differenzen-
quotienten nach (9.,3) fiir den oberen und nach (9,5)
fiir den unteren Rand, wobei n, durch m, ersetzt werden
muB, Bei symmetrischen Ubergangsbedingungen ist mit
der Gleichung (9.7) entsprechend zu verfahren, und am
rechten Rand werden die vorzugebenden Verschiebungen
UH(m,), UV(m,) bzw. UH(-m, ), UV(—mz) an Stelle neuer
Unbekannter verwendet.

Angemerkt sei noch, daB im Gegensatz zum rechten Rand
bei der Formulierung der Spannungsrandbedingungen am
unteren bzw. oberen Rand eine auBen liegende Raster-
linie eingefiihrt werden muB, wenn die ersten Ableitun-
gen zentral liber zwei Rasterweiten gebildet werden
sollen,
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10, Numerisches Verfahren

10.1 Ausgangsliosung

Wie bereits in Abschnitt 6.1 erwdhnt, wird als Aus-
gangslosung fiir den IterationsprozeB das Verschiebungs-
feld gewdhlt, das sich bei zu Null angenommenen rechten
Seiten der Gleichungen (6.9), (7.6) und (7.10) ergibt.
Nach Einfiihrung von Differenzensternen fiir jeden Raster-
punkt entsprechend Abschnitt 9 entsteht daraus ein
lineares Gleichungssystem, das lediglich durch die an
der Einspannstelle vorzugebenden und auf die rechte Seite
gebrachten Verschiebungen UH(n2) und UV(nzy inhomogen
wird, Eine erste Ndherung des Verfahrens stellt demmach
die Losung der linearen Elastizitédtstheorie dar, und es
ist zu erwarten, daB sie erst fiir grofe Formédnderungen
zu ungenau wird, um dem anschlieBenden Iterationspro-
zeB noch als Ausgangspunkt dienen zu konnen. Widhrend die
quadratischen Terme der ersten Ableitungen auf den rech-
ten Seiten der Randbedingungen (7.6) und (7.10) fiir
kleine Formiénderungen sicherlich unbedeutend werden,
148t sich fiir die Feldpunkte aus den dafiir maBgebenden
Beziehungen (6,9) bis (6.15) nur schwer ablesen, ob die
rechten Seiten von (6,9) gegen Null streben., Hier weiB
man jedoch, daB fiir kleine FormZ&nderungen die kovariante
Ableitung in die partielle und der Almansi-Hamelsche
Verzerrungstensor in das lineare Verzerruﬁgsmaﬁ tber-
gehen miissen,

Bel Festlegung der Reihenfolge, in der die Gleichge-
wichtsbedingungen fiir die einzelnen Rasterpunkte an-
geschrieben werden, ist nach WALLER-KRINGS [26 ] darauf
zu achten, daB die Bandbreite der entstehenden Matrix
moglichst klein bleibt. Ein rechteckiges Raster sollte
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nicht maandrlerend und nlcht schneller laufend uber
die Tinien mit groBerer Punktezahl™ durchnumeriert
werden. Hier Wird auf deér ‘Iinie n =0 ‘mit" stelgendem
n2 begonnen und auf der Linie n,= m- 1 beinm AuBen—
punkt n2— m2+—1 nach zunehmendem n, aufgehort . ﬁle
sieh ergebende Bandbreite‘

v ..B.=.8 rn,_—l— 19... (10.1)

w1rd somlt fur alle~ Probieme“m1t~m1 2m 4—3 S0 ﬁlein
w1e mogllch l !

‘Glelchgew1chtsbedlngungen in Rlchtung von €, bzw. die

Forderung nach Schubspannungsfreiheit fur n2=-+(m +1)
fuhren auf die Gleichungen mit ungerader Nummer

1
i

(4m2_+6)'n,, ‘Z’n:,_ 1 (10 2)

:2“" {3
pt)

Gerade Nummern J=1+1 entstehen entsprechend am

gleichen Rastérpunkt fur dle Rlchtung von e, bzun

die Forderung ‘nach Normalspannungsfreihelt, Bei anti—
metrischen Uﬁergangsbedingungen erhalt man die- erste
Glelchung i -ij Lir = 0 und n,= 1, wahrend sich
die Anzahl det Gleichungen.N_i(n _m1—1,n2-m2+1)+1

tiber (10.,2) zu .
N—‘4mﬂ%-%ﬂh—2m¢—4 (m3)

erglbt. Bei Symmetrie gilt. abweichend auf der L1n1e
n1- 0, daB auch Gleichungen mit ungerader Nummer durch
GleichgeW1chtsbed1ngungen in Richtung von g5 bzw.

die Forderung nach Normalspannungsfreihelt entstehen,
dle fur Punkte mit n2<:0 angeschrleben werden. Die
Numerlerung wird dort tber ~ .

_;,'_an—q ;,5_~V'35;w QmM

festgelegt.
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Das entstehende lineare Gleichungssystem ist zur Ver-
deutlichung am Beispiel m,= %3 in Abb., 10-1 bis 10-3
dargestellt worden. Es gelten die Abkiirzungen:

A=—-2(C+E) B=—2(D+F)
C——(Z1)22(1—\>) D—(z)a(’l—Z_v)
E=—=((1—2v) F = 2(1—v)

(4’2)2 (lz)

G

- 6 {,
y 9
P = 2¢., Q= 24,
R = 2422 S = ;2 (10.5a~k)

Die durch die Spannungsrandbedingungen entstehenden
Gleichungen mit den Koeffizienten P bis S sind durch
waagerechte Linien besonders hervorgehoben worden, um
zu zeigen, wie die Matrix in Abb, 10-1 durch sie un-
symmetrisch wird,

Ubereinstimmung zwischen Abb, 10-1 und 10-2 liegt ab
Rasterlinie n,= 2, d.h, nach der 26. Zeile, vor,

Nicht verschwindende Werte auf der rechten Seite ent-
stehen erst, sobald auf der letzten Rasterlinie

n, =m - 1 die entsprechenden Bedingungen angeschrie-
ben werden (s. Abb. 10-3). Im Beispiel wurde

UH(n2) = UH = const. angenommen und UV(-m2) mit UV[3]

bzw, UV(m,) mit UV[15] bezeichnet.

BetragsmdBig groBe Unterschiede zwischen den Matrix-
koeffizienten fiihren wegen beschrénkter Genauigkeit
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durch den EliminationsprozeB zu falschen Ergebnissen,
Piir V — - streben D und E (nach (10.5)) gegen Null.
Wie sich spédter zeigen wird, versagt hier tatséchlich
die Losungsmethode. Die Funktionsfdhigkeit des Algo-
rithmus wird Jedoch durch das Veréchwinden von Q bei

Y = 0 nicht in &hnlich starkem MaBe beeintriédchtigt.

10.2 Iterationsschleife

Wie bereits erwihnt, gestatten die Gleichungen (6.9),
(7.6) und (7.10) den IterationsprozeB auf mehrmaliges
ILosen eines Gleichungssystems AU =R fiir verschiedene
rechte Seiten R 2zu beschrinken. Die Vorwidrtselimina-
tion der Bandmatrix A wird, sobald ein betragsmiBig
das zugehdrige Hauptdiagonalelement iibertreffender
Koeffizient in der darunterliegenden Teilspalte ange-
troffen wird, mit Zeilentausch entsprechend ,procedure
bandet I" aus WILKINSON-REINSCH [27 ] durchgefiihrt, Die
erforderlichen Multiplikatoren von Zeilen, um durch
Zeilenaddition Koeffizienten zu eliminieren, miissen als
untere Dreiecksmatrix M zusdtzlich zur entstehenden
Halbinversen von A y auch obere Dreiecksmatrix D ge-
nannt, gespeichert werden, da nicht alle zur Iterations-
losung bendtigten rechten Seiten R vorher bekannt sind.
Mit

AU=MDU-=R (10.6)
wird fiir jede rechte Seite zundchst die Spalteninatrix
DU =MT"R (10.7)

und anschlieBend die Losung
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U=D"M""R | (10.8)

ermittelt. Wegen der Dreiecksstrukturen von M und D
miissen M~7 und D=7 nicht explizit vorliegen, um
(10.7) und das Riickwérts-Einsetzen (10.8) durchzu-
fithren, Die hier gezeigte Methode ist der Ermittlung
von /\'4 vorzuziehen solange die Zahl der Iterationen
kleiner ist als die Zahl N der Gleichungen. Dieses
Verhdltnis wird spé@ter im Normalfall bei 1:20, maximal
bei 1:5 liegen.

Bezeichnet man mit

AU, =H+ {(U,) =R, (10.9)

das Gleichungssystem der linearen Elastizit&tstheorie
nach Abschnitt 10.1, in welchem die rechten Seiten
f(Uo) der Beziehungen (6.9), (7.6) und (7.10) zu Null
angenommen wurden, so kann eine erste Verbesserung UE
der Losung iiber

AU,=H+ £(U) = R, (10.10)
gewonnen werden., Durch Differenzbildung von (10.10) und

(10.9) 188t sich die rechte Seite H = R, eliminieren,
Es entsteht

AU,—U) =4£U,)—2(U,) . (10.11)
Die Losung

Uo— U, =D "M '[#(UD-f(U)]  (10.12)
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liefert durch Addition von U, das gesuchte U, unad
somit iber (6.9) bis (6.15), (7.6) bzw, (7.10) und den
in Abschnitt 9 definierten 1. Ableitungen der Ver-
schiebungen auch f((Jz) o Verallgemeinert man (10,11) in

A(Uisr—U)) =) —¢#(Uiza)  ,  (10.13)

so 14Bt sich hiernach fiir wachsende 1 der Iterations-
prozeB fortsetzen. Als Kriterium zum Abbruch der Rech-
nung dient neben einer vorzugebenden oberen Schranke
die Bedingung, daB die vorhandene Quadratsumme

N 2
> [#uo— (U],
4=1 .
groBer wird als die vorausgegangene. Bei einsetzender
Divergenz bricht das Verfahren somit ab, entweder,

(10.14)

weil die Losung wegen bereits sehr geringer GroSen
nicht mehr verbessert werdenm kann, oder, um bei
schwierigen Konvergenzverhéltnissen die erreichte
Losung nicht wieder zu verschlechtern, Eine absolute
Genauigkeitsschranke erweist sich als iiberfliissig,

da man unnétige Schleifendurchl&dufe dadurch vermeidet,
daB bei aus vorausgegangenen Berechnungen mit #Zhnlichen
Parametern bekanntem Konvergenzverhalten die Anzahl zu-
léssiger Iterationen entsprechend herabgesetzt wird.

10,3 Kontrollen des Programms

Da die ILdsungen LL, der linearen Elastizitédtstheorie

bei Scherung antimetrisch zur horizontalen mittleren
Rasterlinie n, = O sein miissen, besteht wegen doppelter
Programmierung die Moglichkeit, lokale Programmfehler
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beim Aufbau der Matrix zu finden. Diese Antimetrie gilt
fiir die nichtlineare Losung zwar nicht mehr, doch haben
dann weiterhin Ergebnisse fiir vorgegebenes positives UV
den Werten mit gleichem negativen UV spiegelbildlich zu
entsprechen., Fiir reinen Zﬁg oder Druck miissen nicht-
lineare Losungen bei antimetrischen und symmetrischen
Ubergangsbedingungen am linken Rand iibereinstimmen.
Schubspannungen und zum Rand senkrechte Normalspannungen
an Blechunter- und -oberseite, die aus dem Verschie-
bungsfeld zundchst als korperbezogene, anschlieBlend mit
(8.4) bis (8.7) als raumbezogene GréBen gewonnen werden,
miissen nach der Hauptachsentransformation (8,9) ver—
‘schwinden, und der Transformationswinkel @ nach (8.,10)
muB der Neigung des jeweiligen Randes an der zugehOrigen
Stelle entsprechen.

Da bel einem EliminationsprozeB nie ausgeschlossen werden
kann, daB die erhaltene Losung nicht noch durch eine
Nachiteration verbesserungsfdhig ist, wird diese wahl-
weise s-mal nach jeder fiir 1 entsprechend (10,.12)
durchgefiihrten Losung des Systems (10.13) vorgesehen,
Bezeichnet man mit A U = R das System (10.13), so

zeigt folgende Schleife, wie vorgegangen wird:

U:=0
AR =R

——b<&:= 0,1,2,..., S>

U:=U+D'"MAR
AR:= R—AU
L g 2
DrucKe: (AR)
i=1 ?
|
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Es zeigt sich an mehreren Beispielen, daB fiir k =1
zwar die Fehlerquadratsumme der Defekte noch um eine
Zehnerpotenz kleiner wird als die vorausgegangene,
die Losungen U aber nur noch é’.uBes:st geringfiigig
abweichen. Fir alle k >1 bleibt > (AR) mit
einer bestimmten Streuung konstant. Im Regelfall
erweist sich also die Berechnung ohne Nachiteration,
d.h. s = 0, als ausreichend. In solchen Fdllen kann
das zusdtzliche Abspeichern der Matrix A , die bei
der Vorwdrtselimination von D iiberschrieben wird,
eingespart und das zeitaufwendige Bilden der Defekte
AR=R-AU umgangen werden.
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11, Losungen

11.1 Bezeichnungen

In diesem Abschnitt werden zur graphischen Darstellung
aller Ergebnisse, um von absoluten Lingenangaben unabhin-
gig zu sein, folgende auf die AusgangsmaBe bezogenen
Korperkoordinaten eingefiihrt (vergl. Abb. 9-1 und 9-2):
4
4 54
mit Yy = O am linken Rand und ¥y = 1 am rechten Rand
(Einspannstelle)
2.
2. Y, = 5 (11.2)
Sa
mit Yo = -0,5 am unteren Rand und y, = +0,5 am oberen
Rand., Bei dem nach Abb, 9-1 gewdhlten Rechenraster gilt
somit zur Beschreibung des Punktes P(n1,n2):

. _ m, L n _
Y = e yz_—z—ni (11.3a~b)

Der rechte Rand ist fiir alle Beispiele an einem ,starren
Block" befestigt (vgl. Abschnitt 9.1), dessen horizontale
Verschiebung mit UH und vertikale Verschiebung mit UV
bezeichnet wird, solange keine Verdrehungen vorzugeben
sind., Nur bei reiner Biegung sind linear verénderliche,
indizierte GréBen UH(n,) und UV(n,) erforderlich, um
Rotation und Translation des rechten Randes herbeizu-
fiihren, die zum gewlinschten Kriimmungsradius der Blech-
mittelfléche gehoren.

11,2 Analytische Losungen fiir Scherung

Im Unterschied zu den bisherigen Koordinatensystemen
wird hier bei gleicher ILage des Nullpunktes die 1-Richtung



- 66 -

mit x, die 2-Richtung mit y und die 3-Richtung mit z
bezeichnet.

gr_._____._

S3 > S)

Die Balkentheorie liefert fiir die Biegelinie:

(22 xENx
“’7(”)—(2 2 512> s, LV (11.4)

Fiir den ebenen Verzerrungszustand gilt (s. LEHMANN [28]):

Ju S5 82
52 e 5% = M, (x) mit Jp==33*  (11.5), (11.6)

ZZ2 ax-
Bildet man aus (11.4) bis (11.6) die Querkraft
__dM: __  E  s. [s5\?
Ry, = _Zf'f'ﬂ—vzl+(53 UV, (1.

so 148t sich die bei LEHMANN [29] angegebene Airysche
Spannungsfunktion F(x,y) durch UV ausdriicken. Es ent-
steht als Losungsansatz filir Spannungen:

Fi0qy) = C; 2 Uv(g y3—5,_2>¢>/) (11.8)

19— v‘ 8 53

Der Index i dient zur Unterscheidung 4 verschiedener
Arten der Einspannung, die iiber die Konstanten C, auf
die Funktion F, EinfluB nehmen., Die Spannungen lauten:

_ 'R 3E_ UV
Sex = C't’l v? 3)()/

XX ay
__ O*F
oy = Tax 0
___ 3*F __ -~ 3 E W/ 2 s
Xy— Dx‘ay _Cig 4-v> 53(52 _4‘)/ ) (11.9a=-c)
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Analog zu Berechnungen fiir den Kragarm, wie ‘sie bei
GIRKMANN [30] und WORCH [31] zu finden sind, fiihrt hier
das verallgemeinerte Hookesche Gesetz unter der Bedingung
€2,=0 und den Gleichungen (11.9) iiber Integration auf

U (x,y) =C; LV (2 52+ 8(3\’\:) :z?- 8(4 v) 52)+K (y)
und (11.10)
2

wy (xy)=C; uvx (Z(f\’v)b’s—z-i— 8(4 \))s )-I—L(x) (11.11)

Die Funktionen K(y) und L(x) ergeben sich unter Einhal-
tung der Randbedingung

u)’ (511 0) = UV

; 2 2
3,3 9 \s.
(‘r+8 —v) 5f+sl]

zu

K(y) =C,uv 'é[—

Njw
+

— Xfi4p3 3 v S 1 x
L (x) = C,; UV s, |:-f-2 8 2 > 542] (11.12a-b)
und unter Einhaltung der Randbedingung

Zu
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rndgiiltig findet man fiir die Verschiebungen:

U () =CUV LI () p2=2 (5, >§_)+E,]

5|2 8(1—-v)\s, 3
. — x|__=3 2 _4x*, 3
“yCey)=C; Uvs—,[zm-\ﬁé—‘" Za T Z+EV]

Die Konstanten C, (i = 1,2,3 oder 4) sind bei Verwendung
von (11.9) und (11.14), die Grofen E, und % bei Ver-
wendung von (11.14) je nach Randbedingung der folgenden
Tabelle zu entnehmen:

Uy (s,,0) = UV i u, (s,t32) =UV

| Uy (s, F)<ULV

U, (s,,0) =UV

T

8(1—vy)
== C
9 uy(5,0)_ o © BUIvI—avs
% | £ b+v g2 E b+v  s2
x  8(1-v) s? X 8(1—v) s?
fux(sﬁo)zo :
‘ Ey== 0 E;==0
e —— - e - '
L. 8(1-v) C—=_8(1=v)
3™ z L, = F
;ux(51,i%)= 0 8(1—v)+(#+v)—§1—§- E * 8(4-V)+(Lf—2-\)) g’z
| CE=0 E,=0
;’u')(‘(sq)o)—;o " E. = b+v é: o E — b +v S:'
~ SRy 8(1—=v) s? Y 8(1-v) st



- 69 -

Die hier angegebenen Losungen gelten fiir hoﬁogene, iso-
trope und linear-elastische Korper. Die Erfiillung der
Gleichgewichtsbedingungen wird vorausgesetzt, so daR die
duBeren, die Scherung hervorrufenden Spannungen an der
Einspannstelle als Normalspannungen Syx linear verén-
derlich und als Schubspannungen ny parabelformig iiber
die Hohe S5 verteilt eingeleitet werden miissen., Die vier
angegebenen Arten der Einspannung verletzen nicht die
Kompatibilitédtsbedingungen. Keiner der vier Fidlle darf
weiteren Randbedingungen, als denen, die angegeben wor-
den sind und den entsprechenden Fall kennzeichnen, unter-
liegen.

Abb, 11-1 a-d stellt die auf UV bezogenen Abweichungen
der Verschiebungen uy, fiir die vier Fsalle nach (11.14b)
von denjenigen der numerischen Ausgangslosung geméR
Abschnitt 10.1 (m1 =16, m, = 8) dar. Dabei gilt

UV/s1 = 1/16 und v = 0,4, Bilder a und b gelten fiir
stabartige (sz/s1 = 1), Bilder ¢ und 4 fiir scheiben-
artige Verhdltnisse (sz/s1 = 1), wobei der Faktor 50

im OrdinatenmaBstab zu beachten ist. Erwartungsgemif
findet man in Bild a Fall 2, in Bild b TFall 1, in Bild ¢
Fall 4 und in Bild 4 Fall 3 als beste Approximation.

Abb, 11-2 a-d gibt die auf G bezogenen Abweichungen der
Spannungen 6., bzw. G,, fir die vier PFdlle nach (11.9)
von denjenigen der numerischen Ausgangslosung geméf
Abschnitt 10.1 wieder. Dabei handelt es sich um die
entsprechenden Beispiele aus der Abbildung davor. Bei
scheibenartigen Verhdltnissen (Bild ¢ und d4) fithrt der
Zwang zum ,Ebenbleiben des Querschnittes" an der
Einspannstelle zur ErhcShung der Normal- und Vermin-
derung der Schubspannung, sofern die F&dlle 3 und 4
(yScheibentheorie") zum Vergleich herangezogen werden.
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Die anders geiegenen Verhédltnisse bei Bild a und b
sind mit einem bis zu 250mal groBerem MaBstab dar-
gestellt,

Abb, 11-3 stellt nicht mehr auf UV bezogene Verschie-
bungsabweichungen, sondern auf UV bezogene Verschiebun-
gen dar. Die Vergleiche erschwerenden unterschiedlichen
Ordinatenmafstibe entfallen. Da auch die numerische
Losung der nichtlinearen Theorie gemdB Abschnitt 10,2
eingetragen ist, wird zur Bezeichnung , u2 " {ibergegangen,
Es lassen sich zwei Gruppen von Biegelinien unterscheiden,
die eine Gruppe mit sz/s1 = 1/8 und nahezu waagerechter
Tangente bei y, = 1 , die andere mit s2/s1 =1 , Die
Ziffern ,1" und ,,3" beziehen sich auf die analytischen
Losungen Fall 1 bzw, Fall 3,

11.3 Reine Biegung

Die Abbildungen 11-4 bis 11-7 geben die bei reiner Biegung
interessierenden Losungen wieder und sind von besonderem
Interesse, da sie den Ergebnissen DE BOERs [ 5 ] fiir groBe
Form&nderungen gegeniibergestellt werden konnen. Wie beil
[5] erfolgt die Berechnung fiir v = 0, 0,2 und 0,4 , doch
mufB zusdtzlich iiber das Verhdltnis Hohe zu Lénge 32/31
eine Annahme getroffen werden. Es stellt sich heraus, da$
die Behinderung der Verschiebung wu* an der Einspannstelle
bei verwendetem 82/81 = 1 nur noch einen kleinen EinfluB
auf die am linken Rand ¥y = O entstehenden Verschiebungen
und Spannungen hat. Dies zeigen numerische Ergebnisse der
linearen Theorie, die an Stelle von 63 = 0 fiir sz/s1 = 1
einen Maximalwert von 6% /G = +0,004 (v = 0,4), d.h. rund
10 % des Betrages in Abb. 11-7, aufweisen.
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Bei allen Berechnungen fiir reine Biegung (m1=16, mé=8,
symmetrische Ubergangsbedingungen) wird der rechte Rand

so verschoben und verdreht, daB die Rasterlinie n, =0
ihre Linge beibehalten und kreisformige Gestalt mit

R = 4—;)52. annehmen kann. Dies fithrt zu einer resultierenden
Druckspannung in 1-Richtung (N<O0), die fiir v = 0,4 am
groRten ist, Die Funktionen N = O in Abb, 11-5 und 11-7
zeigen, daB die Ver#nderung von 63 nur gering ist, wenn
durch entsprechendes Auseinanderriicken von rechtem und
linkem Rand die resultierende Normalkraft bei ¥y = 0

zum Verschwinden gebracht wird.

Die Abweichungen der Spannungen 6, von den Werten

DE BOERs in den Abbildungen 11-4 und 11-5 sind darauf
zuriickzufiihren, daB DE BOER den Henckyschen Verzerrungs-
tensor (5.1) verwendet, wihrend hier vom Almansi-Hamel-
schen Verzerrungstensor (5.6) ausgegangen wird, Das
bekannte unterschiedliche Verhalten beider Verzerrungs-
tensoren im Zugversuch (vgl.(5.5) und (5.19)) lieB8 erwar-
ten, dafB es zu diesen Abweichungen in Zug- und Druckzone
kommt, doch iiberrascht die gute Ubereinstimmung der durch
die nichtlineare Theorie erst erfaBbaren radialen Druck-
spannung 6> , deren Maxima wie bei DE BOER[ 5] in Richtung
Druckzone wandern., Da in [ 5] keine weiteren Querkontrak-
tionszahlen behandelt werden, muB eine Antwort auf die
etwas unregelmiBige Verdnderlichkeit von 63 in Abhingig-
keit vonv in den Abbildungen 11-6 und 11-7 offen bleiben.
In Abb. 11-7 (links) sind von DE BOER nur die Werte u?

an den Ré&ndern bekannt,
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11.4 Zug- und Druckbeanspruchung

In Abb., 11-8 wird bei der Darstellung der Ergebnisse

die bei reiner Zug- oder Druckbeanspruchung vorhandene
Symmetrie zur Rasterlinie'n2 = 0 ausgenutzt. Die obere
Bildh&dlfte stellt gestrichelt die Ausgangsabmessungen

fiir s2/s1 = 1 dar, die untere Bildh#&lfte gibt den ver-
formten Zustand fiir UH/s1 =% 1/4 maBstéiblich wieder.
Ferner sind die Spannungen 6 /G in Abhingigkeit von Yo
an gwei Stellen von ¥y eingetragen, oben die der linearen
Elastizitdtstheorie, unten die der hier verwendeten
Theorie endlicher Verzerrungen. In der Ecke, die von Ein-
spannstelle und freiem Rand gebildet wird, sind Spannungs-
erhdhungen zu beobachten, sobald v=> 0 (hierv = 0,2) ist.
Die durch Multiplikation mit der verformten Fldche resul-
tierende Normalkraft [&7dA bleibt von y, unabhingig.
Dies kann als weitere Kontrolle fiir die richtige Funktion
des Programmes angesehen werden,

Die Abbildungen 11-9 und 11-10 geben iiber Hauptspannungen
6, und 6, Auskunft, die bei reinem Zug oder reinem Druck
entstehen, Die Losungen fiir Druck sind aus dem 3, Quadran -
ten durch Spiegelungen um die beiden Achsen im 1. Qua-
dranten zu finden und durch die Bezeichnung ,Druck"
erkenntlich. Die unmittelbar durch vorgegebenes UH
entstehende Hauptspannung wird mit G, , die indirekt

iiber die Querkontraktion auftretende Hauptspannung mit

G, bezeichnet, Fiir die beiden oberen Bilder gilt v = 0,2,
fiir die beiden unteren VvV = 0,4 , wobei unten der MaBstab
in beiden Richtungen doppelt so grof ist. Die durchgehend
ausgezogenen Kurven enden Jjeweils, sobald Konvergenz des
Verfahrens ausbleibt, widhrend die unterbrochenen Kurven
linear verénderlich sind und zur linearen Elastizit&éts-
theorie gehoren,
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11.5 Scherung

Die Abbildungen 11=11 bis 11-16 geben die vollsténdige
Losung wieder, die zu einem mit UV/s1 = 1/4 gescherten
Kontinuum der Abmessung sz/s1 = 1 und der Querkontrak-
tionszahl vV = 0,4 gehtrt. Die unterbrochenen Kurven
stellen dabei die Ldsungen der linearen Elastizitédts-
theorie dar, Die Abweichungen von diesen Kurven sind
bereits betrdchtlich, und es ist mit UV/s1 = 1/4 bei
V= 0,4 von der Konvergenz des Verfahrens her nahezu
der GroBtwert des SchermaBes erreicht. Mit mf = 32

und m, = 16 kommt ein Rechenraster zum Einsatz, das mit
hohem numerischen Aufwand auch Losungen in der N&he der
Einspannstelle wiedergibt. Die Kurven fiir Yy = 31/32
weichen in Bild 11-11 bis 11-15 deutlich von denen

fiir andere dargestellte y1-Werte ab.,

In den Abbildungen 11-11 bis 11-15 handelt es sich um
raumbezogene GroBen entsprechend den Gleichungen (8.4)
bis (8.9). Es ist also zu beachten, daB in den Abbil-
dungen 11-11 bzw, 11-12 G bzw. G fiir jeden Punkt am
raumfesten Koordinatensystemg1 y &5 orientiert ist.
Die in Abb., 11-13 dargestellten Spannungen berechnen sich
wegen £32 =0 aus 63=V(6]+63) . Abb. 11-14 zeigt, wie
die Schubspannungen G, in der Nihe der Einspannstelle
ihre Maximalwerte nicht mehr bei Yo = 0, sondern am
oberen bzw, unteren Rand aufweisen (vgl. Text zu

Abb, 11=2). In Abb. 11-15 sind jeweils die algebraisch
kleineren Spannungsordinaten (linke Kurven) diejenigen
GroBen, die entlang der nach Abb. 11-16 fallenden Tra-
jektorien wirken. Die Differenzen in Abb, 11-15 zeigen,
daB fiir die maximale Schubbeanspruchung<%(6(—6;) das
gleiche gilt wie fir 6, .
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Die Abbildungen 11-17 und 11-18 geben ein Bild von der
Zunahme der randparallelen Hauptspannungen 6, bzw. der
maximalen Schubspannung 6;==L%(6f—65) fiir einige repri-
sentative Rasterpunkte bei Steigerung des Schermafies
UV/s,. Fir die beiden oberen Bilder gilt v = 0,2 , fiir
die beiden unteren in 2-fach iiberhdhtem MaBstab beider
Achsen v = 0,4, Das Verfahren konvergiert auBerhalb der
dargestellten Bereiche nicht. Die Ziffern ,3" und ,4"
beziehen sich auf die analytischen Losungen nach der
Tabelle in Kapitel 11.2. -Die gestrichelte Kurve stellt die
Losung der linearen Theorie dar und ist wie die Kurven
n3" und ,4" linear verédnderlich, Genau wie bei reinem
Zug oder Druck nach Abb., 11-9 und 11-10 zeigt sich fiir
Scherung in Abb. 11-17 und 11-18 mit zunehmender Ver-
schiebung der Einspannstelle auch zunehmende Abweichung
der sich ergebenden Spannungen von den Werten, die die
lineare Elastizitédtstheorie bei Erfiillung des Gleichge-

wichtes am unverformten Element liefert.

Abb. 11-19 gibt ndhere Auskunft iiber die Spannungen der
Abb., 11-17 und 11-18, wenn die Querkontraktionszahl
verédndert wird., Stark zu- oder abnehmende Ordinaten fiir
v=0,4 deuten bereits an, daB sich ab v > 0,45 Divergenz
einstellt. Die gestrichelten zur linearen Elastizitadts-
theorie gehdrenden Kurven zeigen ebenfalls starke Ver-
dnderlichkeit abVv = 0,4, wobei die Ursache hierfiir bereits
am Ende des Abschnittes 10.1 auf numerische Schwierig-
keiten zuriickgefithrt wurde. Um die Untersuchung der Be-
reichsgrenzen von V noch etwas zu vertiefen, sind in
Abb, 11-20 fiir den einfachen Fall der Zugbeanspruchung
UH/s1 = 1/4 die beiden Hauptspannungen S, und 6,

auch fiir negative VvV -Werte bis zur in Abschnitt 4 ange-
gebenen Grenze VvV = -1 aufgetragen. Ein vorzeitiges Ver-
sagen stellt sich dort nicht ein.
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Abb. 11-21 (oberes Bild) stellt die sich naéh Abschnitt
6.2 aus dem Kirchhoffschen Spannungstensor s; ergebende
randparallel wirkende Hauptspannung derjenigen des Cauchy-
schen Spannungstensors nach Abschnitt 6.1 und Abb. 11-19
(oberes Bild) gegeniiber. Im unteren Bild der Abb. 11-21
wird entsprechender Vergleich fiir Hauptspannungen 6,

und 6, Dbei v = 0,2 und 0,4 iiber die H6he des Bleches
in der N&he der Einspannstelle durchgefiihrt. Die Abwei-
chungen halten sich in Grenzen. ; teilweise decken sich
die zu vergleichenden Funktionen, Es liegt die Vermutung
nahe, daB weder die Néherung-é— ~ 1 noch der Umstand,
sich filr einen der beiden genannten Spannungstensoren
entscheiden zu miissen, zu grofen Fehlern fiihrt.

Die Abbildungen 11-22 und 11-23 zeigen, welche Verin-
derungen fiir Verschiebungen und Hauptspannungstrajek-
torien nach Abb., 11-16 eintreten, wenn UV/s1 um 1/16

auf 3/16 verringert und UH/s1 = =1/16 bzw. UH/s1= +1/16
zusdtzlich aufgebracht wird. Die sich bei reiner Sche-
rung in Abb. 11-16 wegen der Nichtlinearitdt der Theorie
am unteren Rand bei y, = + 3/16 - und nicht bei

yq = 0O -~ ©Dbefindliche singuldre Stelle fiir Hauptspan-
nungsrichtungen wandert in Abb. 11-22 nach links bis
Y= - 4/16 und in Abb, 11-23 nach rechts bis y1::+9/16.
Die Ausstiilpung des Materials (s. Ecke links oben) in
Abb, 11-22 verstérkt sich gegeniiber Abb., 11-16, die Ein-
schniirung (s. Ecke links unten) in Abb. 11-23 ebenfalls.

11.6 EinfluB der RastergriBe

Mit den Bildern 11-24 und 11-25 wird der Frage nachge-
gangen in welchem MaBe sich Spannungen &ndern, wenn die
Rasterteilung verfeinert wird. Mit Y4 = Yo = O erfolgt
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die Untersuchung filir einen Punkt, der wegen seiner grofRen
Entfernung von freien Rd@ndern noch von relativ groben
Rastern gut beschrieben wird. In Abhéngigkeit wvon my sind
die Hauptspannungen G, und G, und der Winkel ¢ zwischen
der Horizontalen und der Richtung von G, dargestellt.
Fir alle Rechnungen gilt gemeinsam:

sy/s =1 1, =1, =1, 'm2 = m1/2 ,

Bild 11-24 zeigt die Losungen fiir v = 0,2 , Bild 11-25
in einem 4mal groberen MaBstab die Ldsungen fir v = 0,4,
Die oberste Kurve beider Bilder ist gestrichelt dargestellt
und reprédsentiert die Losung der linearen Theorie mit

S, =—6, und p = 45° . Die hierzu #hnlichen Steigungs-
verhédltnisse der darunter befindlichen Kurven zeigen, daB
die GroBe des Rechenrasters fiir die nichtlineare Theorie
die gleiche Bedeutung hat wie filir die lineare.

Das Rechenraster mit m, = 4 stellt sich als zu grob heraus,
so daB die Losungen teilweise weit unterhalb des Darstel-
lungsbereiches liegen oder, wie Bild 11-24 zeigt, schwer
mit den ilibrigen Ergebnissen in Einklang zu bringen sind.
Dies wird versténdlich, wenn man bedenkt, daB bei m, = 4
und m, = 2 34 Gleichungen Rand- und Ubergangsbedingungen,
14 Gleichungen aber nur Gleichgewicht innerhalb des Kon-
tinuums beschreiben. Wihrend der Quotient 34/14 = 2,43
noch weit iiber 1 liegt, sinkt er fiir m, = 6 bereits auf
1,04 und endet fiir m, = 32 bei 0,13.

Die Bilder 11-24 und 11-25 zeigen, daB mit dem Raster
m, = 16, m, = 8 eine recht gute Nidherung fiir die exakten
Losungen erzielt wird. Der Rechenaufwand h&lt sich noch
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Rechenzeiten
Rasterteilung m, = 4 6 8 12 16
Gleichungen N 48 98 164 344 588
Bandbreite B 35 43 51 67 83
N.E 1680 4214 8364 23048 48804
Blocklénge 30 76 138 200 200
Anzahl d. Blocke 1 1 1 2 3
Speicherbedarf in K| 32 36 42 55 60
Sekunden fiir
Vorwdrtselimination 100
Sekunden fiir 20
Nachiterationen 70
Gesamtzeit in Sek. 6 13 25 70 170
Rasterteilung m, = 20 24 32
Gleichungen N 896 1268 2204
Bandbreite B 99 115 147
N.B 88704 145820 323988
Blocklange 130 100 38 172
Anzahl d, Blocke 7 13 57 13
Speicherbedarf in K 57 58 60 88
Sekunden fiir
Vorwidrtselimination 260 735 1740
Sekunden fiir 20
Nachiterationen 200 450 470
Gesamtzeit in Sek. 283 460 1185 1210

Anmerkung:

29 K bendtigt das Programm ohne Felder.

Die zur kleineren Blocklinge (bei my = 32)
gehdrenden Rechenzeiten liegen wegen Versions-
wechsel noch unter denen der groBeren.
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in Grenzen, wie der Tabelle liber Rechenzeitén entnom-
men werden kann, Um den Kernspeicherbedarf von 60K nicht
zu Uberschreiten, wird ab m, = 12, m, = 6 ein blockwei-
ses Behandeln der Bandmatrix und dazugehoriges Zwischen-
speichern auf externen Datentrigern erforderlich. Ein
schnelles Ein- und Ausgeben von Feldern besorgt ein fiir
die verwendete Rechenanlage TR 440 von BUCHMANN [ 32]ent-
wickeltes System ,BODAT", so daB erst fir my = 32 und

m, = 16 mit 20 Minuten Rechenzeit aus Kostengriinden einer
Vergroflerung des Rasters Grenzen gesetzt sind.

11.7 Konvergenzbereich

Die Abbildungen 11-26 bis 11-29 informieren iiber die An-
zahl der Iterationen, die sich einstellen, wenn der Ab-
bruch wegen nicht mehr verbesserungsfihiger sehr gerin-
ger GroBen erfolgt. Fir jede dargestellte Kurve gibt es
eine Asymptote; rechts von dieser setzt vorzeitige Di-
vergenz ein, die fiir

Abb. 11-26 Dbei UH/s1 = 2,25/8 Dbzw = 1/2,
fir Abb. 11-27 bei UH/s, = 1,675/8 bzw = 3,5/8,
fiir Abb. 11-28 Dei UV/S1 = 3/8 bzw = 5/8
und fiir Abb, 11-29 Dbei vV = 0,425 bzw = 0,45

nachgewiesenermaBen eintritt., Der Abb. 11-29 liegt
UH/s1 = 1/4 bzw UV/s1 = 1/4 zugrunde,

Bereits in Abb. 11-3 ist eine ,Biegelinie" - so genannt
wegen y, = 0 - fir 82/81 = 1/8 dargestellt, die die
nichtlineare Theorie fiir groB8e Form&nderungen liefert.
Berechnungen fiir sz/s1<= 1 zeigen, daB, je mehr man zu
blechartigen Verh#dltnissen iibergeht, d.h. je kleiner man
52/s1 wdhlt, sich umso mehr Ubereinstimmung mit der Bal-
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kentheorie feststellen 148t. Da die Schubspannungeﬁ ge~
geniiber den Normalspannungen an Bedeutung verlieren, wer-
den die Spannungsbilder als weitere Beispiele fiir einen
allgemeinen ebenen Verzerrungszustand nicht mehr aufge-
fithrt. Der Konvergenzbereich des Iterationsverfahrens
erfahrt Einschrinkungen., Wihrend fiir sz/s1 = 1/2 noch
UV/s1 = 1/4 mbglich ist und bei s2/s1 =1/4 noch UV/s1=1/8
als Losung vorliegt, muB man sich bei 82/81 = 1/8 mit
UV/s1 = 1/16 und fir sz/s1 = 1/16 mit noch weniger be-
gniigen, Eine Verdoppelung von m, d.h. der Rasterlinien
in einer Richtung, um die Betridge der Matrixkoeffizienten
einander anzugleichen, filhrt zu keiner Anderung des
Konvergenzbereiches.
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12, SchluBBbemerkungen

Die Losungen des Abschnittes 11 zeigen, daf das nicht-
lineare Gleichungssystem zur Ermittlung des Verschiebungs-
feldes eines groBen Formdnderungen unterworfenen Bleches
fiir einen weiten Bereich praktisch interessierender Falle
geldst werden kann., Mit zunehmender Querkontraktionszahl
wird es schwieriger, Konvergenz des Iterationsverfahrens
zu erreichen., Auch bei diinneren und lé&ngeren Blechen
wachsen die Schwierigkeiten, wobei die vom Verfahren her
gleichberechtigte Behandlung von Linge und Hohe letzt-
lich als Ursache anzusehen ist,

Fir viele Werkstoffe setzt plastisches FlieBen ein, bevor
die zur Konvergenzgrenze gehorige Verformung erreicht ist.
Als weitere Aufgabe bietet sich an, die Ermittlung
plastischer Zonen bei Uberschreitung einer vorzugebenden
FlieBspannung programmtechnisch zu verwirklichen. Die
erforderliche Systematik und Sorgfalt, ferner die Rechen-
zeiten diirften dabei eine nicht zu unterschétzende Rolle
spielen,

Wenn auch aus der vorliegenden Arbeit exemplarisch her-
vorgeht, daB der allgemeine ebene elastische Verzerrungs-
zustand fir groBe Form&nderungen einer Losung zuginglich
ist, so bleibt doch der Nachteil, in der Anpassung an
spezielle Randbedingungen nicht allzu flexibel zu sein,
Vielleicht bringt hier ein Verfahren, das finite ¥lemente
verwendet, Verbesserungen,

Wegen festgestellter numerischer Schwierigkeiten empfiehlt
es sich nicht, auf die hier gezeigte Weise unter Mit-
nahme weiterer Reihenglieder den Henckyschen Verzer-
rungstensor besser zu approximieren und den Grenziiber-
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gang zu inkompressivlem Material bei v = 0,5 zu vefsuchen.
©s zeigt sich nicht zum ersten Mal trotz theoretisch
einwandfreier Ansdtze die iliberragende Bedeutung, die der
Wahl des Verzerrungstensors zukommt. Bei groBen Formén-
derungen muf bedacht werden, daB die Geschlossenheit des
Problemkreises, wie man sie von linearen Theorien her
gewohnt ist, nicht in gleicher Weise mdglich sein kann.,

Zusammenfassend kann gesagt werden, daB geometrische
Nichtlinearitdt und breit angelegte numerische Behand-
lung einer Aufgabe, die den Rahmen eines Grundproblems
sprengt, miteinander vertriZglich sind,
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