RUHR-UNIVERSITAT BOCHUM

Albert Meyers

Ein Beitrag zum optimalen
Entwurf von schnellaufenden
Zentrifugenschalen

Heft Nr. 8

Mitteilungen

aus dem
Institut fur Mechanik



Institut fur Mechanik

RUHR-UNIVERSITAT BOCHUM

Albert Meyers

Ein Beitrag zum optimalen Entwurf von
schnellaufenden Zentrifugenschalen

Mitteilungen aus dem Institut fiir Mechanik Nr. 8
April 1977



Herausgeber:
Institut fiir Mechanik der Ruhr-Universitit Bochum

Die vorliegende Arbeit entstand wdhrend meiner
Assistententadtigkeit am Institut flir Mechanik der
Ruhruniversitit Bochum und wurde von der dortigen
Abteilung flir Maschinenbau als Dissertation
angenommen.

Herrn Prof. Dr.-Ing. Th. Lehmann danke ich fiUr die
Anregung und Unterstiitzung der Arbeit sowie fir die
Ubernahme des Referats. Ebenso gilt mein Dank

Herrn Prof. Dr.-Ing. H. Waller fiir die Ubernahme des

Koreferats.

Referenten:
Prof. Dr.-Ing. Theodor Lehmann
Prof. Dr.-Ing. Heinz Waller

Tag der Einreichung: 29.10.1976
Tag der milndlichen Priifung: 21.12.1976

© 1977 Dr.-Ing. Albert Meyers

4630 Bochum, Am Nordbad 78

Alle Rechte vorbehalten. Auch die fotomechanische
Vervielfsltigung des Werkes (Fotokopie, Mikroskopie)
oder von Teilen daraus bedarf der vorherigen
Zustimmung des Autors.



Zusammenfassung

Im ersten Teil der Arbeit wird die Wanddicke der elas-
tischen, rotationssymmetrischen Zentrifugenschale be-
stimmt, Péas Ziel ist die Gewichtsreduzierung des Scha-
lenkontinuums. Als Restriktionen sind maximale Ver-
gleichsspannung und Minimalwanddicke beriicksichtigt.
Mit einem geeigneten Losungsalgorithmus wird das Re-
sultat iterativ gefunden. Im zweiten Teil der Arbeit
wird der Mittelflichenverlauf der Membranzentrifugen-
schale diskutiert.

Summary

The object of the present work is the minimisation of
the weight of an axisymmetric, elastic centrifugal
shell. For a given shape the wall thickness is deter-
mined under the restrictions of maximum admissible
stress and minimum wall thickness. An iterative algo-
rithm is used to find the optimal solution. In a
second part the shape of a centrifugal membrane shell
of equal strength is discussed.

Ruhr-Universitét Bochum
Institut for Mechanik
~ Bibliothek -
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Bezeichnungen
Symbol Name
a§k) im k.ten Iterationsschritt im i.ten Be-

reich erzielte Verbesserungsrate

8y 18 korperfeste Basisvektoren der Mittel-
fléche mit der Metrik LN
Biegesteifigkeit E Ts/ 12(1-92)

b dimensionslose Belastung aus Zps 2y und &

Qf skalare GréBen des Kriimmungstensors

D Dehnsteifigkeit E T /(1 - 92)

‘g(k) Vektor der Suchrichtung im k.ten Ite-
rationsschritt

E Elastizitatsmodul

£; raumfeste Basisvektoren

£ Fillma8 (1 - #2)/ 2

g Erdbeschleunigung

8; Basisvektoren des Schalenkontinuums mit
der Metrik Bk

H#%A skalare GroBen des Elastizitdtstensors
Sprungfunktion zur Fillungsbelastung:
1 fir R> Rg, O fir R <R;

L Vektor der Léngen der Schalenstreifen
konstanter Wandstarke; dimensionslose
Form: L

M, Meridianmoment (dimensionslos m1)

M2 Ringmoment (dimensionslos m2)
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Symbol Name

n ** skalare GroBen des Momententensors

N, Meridiankraft (dimensionslos nq)

N2 Ringkraft (dimensionslos n2)

n Zahl der zu variierenden Parameter

n*® skalare GrBBen des Normalkrafttensors

PF Belastung der Schale durch Fillguttrag-
heit

Py Belastung der Schale durch Eigentriag-
heit

) Vektor der Belastung

Q Querkraft (dimensionslos q) |

qa* skalare GréBen des Querkraftvektors

R Ortsvektor des Schalenkontinuums

T auf R bezogener Ortsvektor der Scha-
lenmittelflédche

R Entfernung von der Rotationsachse

o groBter Radius (i.a. zum Zylinderteil

gehdrend)

RF kleinster Abstand der Fiillung von der
Rotationsachse

R,|,R2,R3 charakte;istische Radien der berechne-
ten Zentrifuge

S dimensionsbehaftete korperfeste Meri-
diankoordinate

8 dimensionslose Normalspannung



Symbol Name

$46 Anfangswert der dimensionslosen Normal-
spannung in Meridianrichtung

T Wanddicke

To Bezugswanddicke

t dimensionslose auf TO bezogene Wanddicke

U Mittelflachenverschiebung in Meridian-
richtung
Schalenbauvolumen (dimensionsloé v)
Mittelflachenverschiebung in Normalen-
richtung (dimensionslos w)

W, Verdrehung der Mittelfldache

X raumfeste Axialkoordinate (dimensionslos x)

P
AK)

korperfeste Koordinate senkrecht zur Mit-
telflache

SchleuderkenngriBe R%Ré 8/ 5%
dimensionslose Belastung durch Schalen-
tragheit

dimensionslose Belastung durch Fillgut-
tragheit

Christoffelsymbole

skalare GroBen des Verzerrungstensors
mittlere quadratische Abweichung im k.ten
Iterationsschritt |

Kroneckersymbol: Jq = SS =1 3
53



Symbol Name

c globale Genauigkeitsschranke

% e k6rperfeste dimensionslose Koordinaten

2 Fﬁllradiehverh'a‘.ltnis RF / Ro

AW Schlankheitsbeiwert Lges / R

A dimensionslose auf Ro bezogene Wandstar-
ke

jlf Abkiirzung 5‘: - )0 bf

Jus Determinante von _}1“’,1

Al Querkontraktionszahl

Sp Dichte des Fiillguts

fw Dichte des Zentrifugenmantels

g"v Vergleichsspannung

qp skalare GroBen des Spannungstensors

T, zugelassene maximale Vergleichsspannung

O‘jm Normalspannung in Meridianrichtung

Coo Normalspannung in Ringrichtung

@ Dichteverhdltnis S,F / S .

x Kriimmungsé@nderung der Meridianebene

S Winkelgeschwindigkeit der Rotation



Einleitung

Die Optimierung einer Konstruktion kann unter sehr
verschiedenen Kriterien erfolgen. Eines dieser Krite-
rien, dem freilich in vielen Fdllen eine grofBe tech-
nische Bedeutung zukommt, ist die Minimierung des Ge-
wichts. Dabei sind als Nebenbedingungen etwa beschrinkte
Spannungen oder bestimmte geometrische Restriktionen
einzuhalten. In diesem Sinne sei hier Optimierung ver-
standen.

Die zur optimalen Bemessung von statisch bzw. quasi-
statisch belasteten Flichentragwerken vorliegenden Ar-
beiten lassen sich in zwei Problemgruppen einteilen:
a. Bestimmung der Wanddicke zu vorgegebener Schalen-
mittelfldche im Rahmen der Schalenbiegetheorie,
b. Bestimmung des Verlaufs der Schalenmittelfliche
bei i.a. gegebenem Wanddickenverlauf im Rahmen der
Membrantheorie.

Die Bestimmung der Schalenmittelfliche unter Beriicksich-
tigung der Gesetze der Membrantheorie ist bereits hiu-

fig untersucht worden. Der wesentliche Grund hierfiir
diirfte die recht einfache, i.a. analytische Handhabung
der mathematischen Beziehungen sein. Bereits im Jahre
1908 bestimmte Milankovic (1) die Mittelfliche einer
Kuppel gleicher Festigkeit. Darunter verstand er Mem-
branschalen, bei denen die Betridge der beiden Haupt-
spannungen untereinander gleich und gleich einer vor-
gegebenen GroBe sind. Es zeigte sich, daB solche Scha-
len nur unter bestimmten Bedingungen mit konstanter
Wanddicke erzeugt werden kdnnen. Weitere Beitridge zur
Kuppel gleicher Festigkeit wurden u.a. von Megareus
(2), Federhofer (3), Ziegler (4) und Hoffman (5) ge-
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leistet. Die von T8lke (6) behandelte Rotationsscha-

le unter Innen- bzw. AuBlendruck sowie der bei Fliigge
(15) angegebene Tropfenbehilter stellen andere interes-
sante Beispiele dar.

Einen Schritt weiter ging 1922 Biezeno (7) mit der
Bestimmung des Verlaufs eines Kesselbodens ("Biezeno
Pressure Vessel Head"). Er 1ldB8t fiir den Spannungszu-
stand einen ganzen Ast des Tresca-Hauptspannungs-Sechs-
ecks zu. Mit dem zusdtzlich - gewonnenen Freiheitsgrad
ist es mbglich, die Mittelfliche fir konstante Wand-
dicke unter beliebiger Belastung auszulegen. Ein we-
sentlicher, vergleichender Beitrag ist 1963 von Issler
(8) gebracht worden. Er vergleicht Rotationsschalen
gleicher Spannung sowie gleicher Vergleichsspannung
nach der Tresca- sowie der v. Mises-FliefBbedingung.
Schumann und andere ((9) und (10)) erweiterten diese
Ansidtze auf nichtrotationssymmetrische sowie auf ani-
sotrope Membranschalen.

Wang und Worley (11) variieren zwei die Form der
Schale bestimmende Parameter fiir eine Rotationsscha-
le unter konstantem Innendruck.

Der Wanddickenverlauf biegesteifer Fl&chentragwerke
mit vorgegebener Mittelfldche wird h#ufig nach der
Plastizitdtstheorie bemessen. Das Optimierungsproblem
besteht darin, eine Schale minimalen Volumens

mit vorgegebener Traglast zu ermitteln. Die zahlrei-
chen Arbeiten zu diesem Thema basieren im wesentlichen
auf einem von Drucker und Shield ((12) und (13)) 1956
bewiesenen Kriterium, nach dem eine Konstruktion dann
optimal ausgelegt ist, wenn die volumenbezogenen Dissi-
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pationsrate konstant ist.

Biegesteife, elastische Flichentragwerke, welche so
ausgelegt sind, daB eine bestimmte Spannung bzw. Ver-
gleichsspannung nicht liberschritten wird, sind bisher
kaum untersucht worden. Aristov und Troitskii (14)
ermittelten 1973 mit Methoden der Variationsrechnung
den Wanddickenverlauf der rotationssymmetrischen
Kreisringplatte.

In der vorliegenden Arbeit soll die optimale Bemessung
elastischer Rotationsschalen unter drehsymmetrischer
Belastung behandelt werden. Fiir Schalen mit vorgegebe-
ner Mittelfliche kann a) die Wanddicke als kontinu-
ierliche Funktion iiber die Meridianlinie bestimmt wer--
.den., Dieses kann z.B. durch Unterteilung der Schale

in eine Vielzahl von Streifen mit linear verdnderli-
chem Wanddickenverlauf erreicht werden. Eine solche,
oft nicht praxisgerechte Auslegung gibt Auskunft Uber
Richtung und Ziel fiir den Fall, daB man b) die Schale
in Streifen Jeweils konstanter, noch zu bestimmender,
Wanddicke unterteilt. Man kann die Lingen der Streifen
vorgeben oder c) variabel halten. Als Entwurfskrite-
rium wird zugrundegelegt, daB die Wanddicke einen vor-
gegebenen Minimalwert nicht unterschreitet, bzw. so

dimensioniert ist, daB die zuldssige Vergleichsspannung

nach der Gestaltinderungsarbeitshypothese erreicht
wird. Dieses, den Bediirfnissen der Praxis angemessene
Entwurfskriterium wird fiir die optimale Auslegung von
Zentrifugenschalen herangezogen.

Die bendtigten Grundgleichungen der Schalentheorie
sind in Kapitel 1 zusammengestellt. Dabel wurde im we-
sentlichen auf die Arbeiten von Fliigge (15), Hampe
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(16), Zerna (17) und Klingbeil (18) zuriickgegriffen.
Die Optimierungsstrategie wird in den Kapiteln 2 und
3 auf eine eingespannte Zylinderschale, die als Modell
einer Zentrifuge betrachtet werden kann, angewendet.
Die Ldsung der Optimierungsaufgabe erfolgt iterativ,
wobei aus dem Schnittkraftzustand zu vorgegebenem
Wanddickenverlauf die Verbesserung fiir den ndchsten
Iterationsschritt gewonnen wird. Beziiglich des Wand-
dickenverlaufs ist angenommen, daB8 die Schale aus n
Segmenten (Streifen) Jeweils konstanter Wanddicke
besteht. Die am Modell der Zentrifugenschale gewonne-
nen Erkenntnisse werden in Kapitel 4 auf die Ausle-
gung einer realistischen Zentrifuge iibertragen. Ab-
schlieBend werden in Kapitel 5 Mdglichkeiten zur Aus-
legung der Schalenmittelflidche einer Zentrifuge kon-
stanter Wanddicke diskutiert. Rechentechnische Hin-
weise, sowohl zur Schalenberechnung als auch zu ver-
schiedenen Optimierungverfahren, befinden sich im
Anhang.
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1. Differentialgleichungen der Zentrifugenschale

1.1 Voraussetzungen und Annahmen

Es gelten die Annahmen der "technischen Biegetheorie":

- die Schalenwanddicke T sei klein gegeniiber den
iibrigen Schalenabmessungen (T/R << 1) und (ab-
schnittsweise) schwach verdnderlich (!T, 1< T);

- es gelte die Normalenhypothese: Punkte, welche auf
einer Normalen zur unverformten Mittelfliche (Wand-
dickenhalbierenden) liegen, liegen auch auf einer
Normalen zur verformten Mittelfliche (yu3 = 0) und
weisen von der Mittelfldche den gleichen Abstand
auf wie vor der Verformung (3433 = 0);

- Normalspannungen senkrecht zur Mittelflidche werden
vernachlissigt ((T’33 = 0);

- quadratische Glieder der als klein angenommenen
Verzerrungs- und VerschiebungsgréBen werden unter-
drickt;

- der Schalenwerkstoff sei homogen und isotrop und
gehorche dem verallgemeinerten Hookeschen Gesetz.
Die Form#nderungen verlaufen isotherm.

Zusitzlich werden folgende Punkte vorausgesetzt:

- es herrsche Rotationssymmetrie in Schalengeometrie
und Belastung;

- die Erdbeschleunigung sei vernachlissigbar klein
gegeniiber der Zentripetalbeschleunigung (g«EPZR);

- die Winkelgeschwindigkeit der Zentrifuge sei kon-
stant ( R = 0);

- die Dichte der Fiillung sei konstant (S’F,R = 0).



1l

1.2 Geometrie der Schalenmittelfliche

Es gelte die Einsteinsche Summenkonvention. Lateini-
sche Indizes laufen von 1 bis 3, griechische von 1
bis 2.

Zur Beschreibung der Geometrie (Abb. 1-1) wird ein
raumfestes kartesisches Koordinatensystem mit den
Basisvektoren g; und ein die Mittelflache begleiten-
des Koordinatensystem mit den dimensionslosen Koordi-
naten 61 = S/R_, 6° und @ = Z/T sowie den Basisvekto-
ren g, und g verwendet. Die BezugsgroBe R sei der
groBte Abstand der Mittelflache von der Symmetrie-
achse.

Der Ortsvektor der Mittelfldche ist gegeben durch

, 2
/Rog = g,lpxcos@ + gz/Rsm O + e,X "

Die Tangentialvektoren an die Mittelflache berechnen
gich zu

Der normierte Normalenvektor steht senkrecht zu g

_ L1 X B2

Die Koeffizienten des Metriktensors (im weiteren Ver-
lauf wird bequemlichkeitshalber vom Tensor anstelle
seiner skalaren GrdBen gesprochen) errechnen sich zu

) Ayq =
/a’u/))= ’(:'L«e g’/') 11 1
' oy & -2
A= R -Tzo
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58 Fiillung

Abb.1-1 Ortsvektor und Basisvektoren eines Punktes der
Schalenmittelfldche

I9%Rg.dV | B RaXde’s % (P RdXd6?) R+ .

FrdXdR o & dX R

P- RdXd6?

de?

Abb. 1-2 Fiillgutelement
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Die kontravarianten Werte sind, da a4, = a21 = 0 ist,
wegen der Orthogonalitédt der Zylinderkoordinaten

=1
e ]

(x®) kennzeichne hier, daB iiber & nicht summisrt wird.

Die Kriimmungstensoren werden ermittelt durch

_ R Sp
ﬁb(ﬁ__ ;%N. 9)/5 5 bc( = ‘bo(S"O‘ .
Sie sind nur diagonal besetzt, d.h., die Hauptkriimmungs-
richtungen decken sich mit den gewZhlten Koordinaten-

richtungen.

Desweiteren gilt:

Krilmmungsradien Ry = Ro/b1 » Ry = Ro/bg,
Mittlere Krimmung H = % b /R,
1 1.2

GauBBsches KriimmungsmaB3 K = ﬁ;?ﬁ‘ = b,l-b2 .
2
Fir die kovariante Ableitung bendtigt man die Christof-

felsymbole ~ o
]’—‘ = _CL o’a“/‘)J
~ o~

Sie verschwinden alle bis auf

1 'R'. ' .
F ‘—‘":R?Rz p) Fj;,: P-az;:% mit ()',:()M *

22, ) .

P L

Mit der dimensionslosen Schalendicke A = T/Ro 148t sich
der Ortsvektor zu einem Punkt des Schalenkontinuums in
der Form

Ti:= 1ao(~:; + A G){})

schreiben.
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Fuir die Metrik gilt bei Vernachldssigung quadratischer
Glieder in )’u

§op= R R, = RoLai 2008, 00" ETb, 0, (1.)

&
’gmaz RVQ/E'Bﬁ 07 (1.2)
,&ez’g’gﬁngzwgl‘. (1.3)

1.3 Belastung durch Schalen- und Fullguttrégheit

1.3.1 Belastung durch Schalentridgheit

Da A«1 ist, wird die Belastung aus der Schalentrig-
heit durch die Zentripetalbeschleunigung iiber die
Wanddicke integriert als AuBlenbelastung an der
Schalenlaibung angenommen

2 —
P, = S, RT, P, wirkt radial. (1.4)

1.3.2 Belastung durch Fiillguttrédgheit

(Abb. 1-2)

Es werden folgende Annahmen getroffen:

- ideale reibungsfreie Fliissigkeit,

- Dichte iiber FiillhShekonstant ( ¢ F = const.),
- zylindrische Fiillung (RF = const. g¢4?2R).

-e
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Mit der Sprungfunktion I:

I =0 fiur R<Rp

I =1 fir R/RF
folgt aus dem Krdftegleichgewicht in Radialrichtung
am Fillgutelement

PRAXIRLE* + [ QCRAV- 57(RRAOAX)R=C.
— _ R ’?b'<f . .
R=T1Q " (1.5)

"~
i

PF wirkt normal zur Mittelfl&che.

1.%3.3 Gesamtbelastung

P=P & + pa  mib 1.6)
73/7?>qao s Pa= 0
/E:-f- > X' /R, .

1.4 Gleichgewichtsbedingungen

Aus dem Kraftegleichgewicht am Schalenelement in
Normal- und Tangentialrichtung erhdlt man

R~ B ~x3 '
pe T - L b 7%= 0 | (1.7)
/;.KJ,L‘, o o+ X0 i =C (1.8)

mb = §0- 10
und = dg(’(}),«/&)
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Die Schnittkridfte als Spannungsresultierende sind

Ya
l’l“/S = j . SLA? ?(/“A a , (1.9)
~ Y2 ~x3
q‘" -.:1/1_ A )“’ o406 , (1.10)
XA Rt R S
s i = j /\ @ )—L )-“'F Gf L{G . (’l .']'1)
~ Y, ’

Die Integration der Gleichungen (1.7) und (1.8) sowie
von (1.7) multipliziert mit © fiihrt zu den Gleichge-
wichtsbedingungen

hdﬁ o bf ,;f‘ + ,Pﬂ' = 0 ; (1.12)
o> X |

R
«A s

m l‘x ¢ =0 . (1.14)

1.5 Verformungszustand

Der Verschiebungsvektor eines Schalenpunktes ist
nach der Normalenhypothese

v=K, [(v«'*}‘ewu)g“-r vg.] (1.15)

Hierbei dricken die Glieder Voa V die Verschiebung

der Mittelflache, w, deren Verdrehung aus.
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Der Verzerrungstensor wird in der geometrisch linearen
Theorie vereinfachend angesetzt zu

(g’u A %’a;',;\/?c) . ' (1.16)

Nach Einsetzen von (1.2) sowie (1.12) folgt
-4 4 ¢ '
Y'«s = 2 lRo (WoL + i)a Ve t v,‘x) ) (1.17)

Nach der Normalenhypothese ist 3 = O. Dann folgt
aus (1.17) die Vertriglichkeitsbedingung

\ |
W, + b, Yyt vy, =0 (1.18)

Das Einsetzen von (1.18) in (1.16) fiihrt unter Ver-
nachlassigung von quadratischen und kubischen Glie-
dern in A zu

' _— A
Yon = R, (“«/ﬁ A0 AL, (1.19)
Hierbei ist
) .
O(nx/:, Y (V“|&+ V,/&oL’_.“ 2:13«/5\/') , (1.20)
.ﬁu/& = Wyp - 742,"( A X T :blo()\ﬂ) (1.21)
Wap = 7 ( Wclp + W, ). | (1.22)

1.6 Elastizitiatsgesetz

Das verallgemeinerte Hookesche Gesetz fiir isotropes
Material lautet mit 3135 = 949‘3 = 3135 =0

1.23)
~ €A (

E ﬁx{s I:(h' ") “‘f’f’u 9'1/5 ’ Yun 9’5’,1]
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Mit den Gleichungen (1.19), (1.8) fiihrt (1.23) nach
Integration und weiteren Kiirzungen zu dem Elastizi-
tatsgesetz

fl
" - %— H < and. (1.24)
B ,
P = = Rb HAsA Wy, mt (1.25)

<

04392 A-y («f 5 «2\ ef m q,BS’;l
a a + )J

2~'

(1.26)

~i

- E L ET3
D -gv S0 wie B = 42‘(_1_ Y'-.) °

'H'Vl'l’l: (d,,,)b , H-?,.ZJ.'Z,: (a.l,-b)a'b

"..

M2 2411 12
2% = H'M1 = o,dﬁxf‘,

1212, 2121 2142 12201 _ 49 M 22
BT = 17 = Y™ = e B o,

die restlichen Glieder von I¥¢ verschwinden.

1.7 Differentialgleichungen der Zentrifugenschale

Die Riickfiihrung von SchnittgrdBen und Verschiebungen
auf ihre physikalischen Werte erfolgt durch

1 FA 24 ) 4 !
Nﬁo ’ = < N(/K; _\/ a 6?/ P‘“’)
" “

A i 2
m = =
®E My, M= M,

v W, W=/
el

&

Mit (1.24), (1.12) bis (1.14) und (1.6) erhdlt man
nach einigen Umrechnungen das Gleichungssystem der
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Zentrifugenschale
o .’& RR" _ yVi-R¥, ;N
U'=-9 (T'R—“) Wy G
w'._._vféb U+ X , : 7(’1.28)
A _ R M,
x'=-vZ X+ 3, (1.29)
N/= ETE(RU+ -ROW - (1-9) & N, (1.30)
R !

- Q- QS TRR,

Q'= ETV"‘R”(R'U VAR ) + (1.31)

1 R"' ) e N, - ’E Q +
(8 TRV-R? = F%E‘),

1 i
1= B RN 2 Qo) BM, e o

CNe= Ny EL(RU+ A-RE W), (1.33)
. 'Ri
M&= JM,I + :B(""‘b)ﬁ X . C(1.34)

Beim Membranspannungszustand ist voraussetzungsgemiB
M gleich O. Damit folgt aus (1.27) bis (1.34)

[ ’R' ’R’R’ ’ R LR R"
i il
U = Q’R U ‘/4 R ( E_/%w""))\/\/*' ]l; J (1.36)

!
W'= - ’F;I’ WL sowie

- (1.37)
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! _ R-Ry 4 1.
Nl:%"NA +S22R (f’le-&-IfF 2 W) o (1.38)

Die Hauptspannungen im Schnitt Z = const. werden wie
iiblich vereinfachend berechnet zu

Na M.,
Q,=—=F *t 12 -3 %, (1.39)
032':: N’!% + 12 ':,1;2';‘ 'z . (1'40)

Die Vergleichsspannung nach der Gestaltidnderungsar-
beitshypothese liefert fiir zZh-elastische Werkstoffe
ein brauchbares Beanspruchungskriterium. Sie soll ei-
nen zulissigen Wert (To nicht ilberschreiten. In bezug
auf die Hauptspannungen gilt

\
Gy = ﬂv/ﬁlf'+ G;i = 4, 05y S

Nach Einsetzen von (1.39) und (1.40) folgt

= () (M M- )

(12 2) (a1 2NM,= MM N, M)+

(Vs WE-mm) ]

R
0" T, MZE+ME~M, M, > 0.

ECE 288" T
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Da einerseits die zweite Ableitung von<?§2 nach Z
nicht kleiner Null wird, andererseits G; immer gréger
Null ist, hat (7v bezliglich Z kein Maximum im Bereich
der Wanddicke, d.h. die maximale Vergleichsspannung
an der Stelle S = const. muB sich an einer der Scha-
lenlaibungen'befinden. Die griBte Vergleichsspannung
im Schnitt S = const. ist somit

G = ";:[%r%—( ME - ME-MM,) (1.41)
+ £ aNM A AN M N M- NM

Y
G AN

1.8 Zentrifugenmodell

Der am stdrksten beanspruchte Schalenteil einer iib-
lichen Zentrifuge ist in der Regel der Zylinderman-
tel. Ausreichende Vergleichsmdglichkeiten sind daher
gegeben, wenn man in den folgenden zwei Kapiteln bei
der beispielhaften Anwendung der vorgestellten Ver-
fahren auf ein Modell entspr. Abb. 1-3 zurlickgreift.

Das Modell besteht aus einer biegesteifen Zylinder-
schale, welche Jeweils an ihren Enden iiber zwei
starre Platten abgeschlossen ist. Von den zwel Plat-
ten ist mindestens eine axial verschiebbar, so da8
der sich {iber den Plattenradius aufbauende Fillungs-
druck infolge Zentrifugalwirkung den Zylinderteil
zusitzlich zur Radialbelastung (aus Trigheit der
Wand und der Fiillung) axial belastet.

Die Axialzugkraft im Zylinder berechnet sich aus der
Integration des Fiillungsdruckes ilber den Radius
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Fullung—_|

Lges
Zylinder-
schale
biegefest
i B
Abb. 1 -3  Zentrifugenmodell
z §
20
16
12
8
4 - V52/3
0 T T 1 -

. T T
0 0. 02 03 04 05 f
"Abb.1-4 Einschrinkung fiir z=Q2R2 Qy/G,
in Funktion von f= [1-(R|=/Ro)2]/2
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X

8 o
Um bessere Vergleichsmdglichkeiten zu erhalten, wer-
den folgende dimensionslose GréSen eingefiihrt:

R 1%
%) _ Q.“'
N4 =2|TJ4§° l’]’é.?,u QAR = S_Q_ELQO [4_(_{2_)‘] ] (1.42)

Schlankheitsbeiwert A=1L es/Ro
Axialkoordinate x =X Lges
Wanddicke aus Membranspannung

(vgl. Abschnitt 1.9) o= To/R,
Wanddicke t = T/To
Dichteverhiltnis ¢ = §F/§W
Fiillradienverhiltnis R = RF/RO
FiillungsmaB £=(1-2%)/2
Spennung s = /G,
Moment m = M/ G'OTO2
Querkraft qQq=Q/¢§G oTo
Normalkraft n =N/ G,T,
Radialverschie-bung w=WE/ T Ro
Schleuderkennzahl z = Q%R 20,/ 0,
Volumen der Schale v = V/(ZTFRoToLges).

Mit (1.42) folgt aus (1.27) bis (1.34)

RV (1.43)
. 42/\’“1(:-3), e (1.44)
5 = A{tw +[on-5(aF +i;‘oﬂ}, (1.45)
- _%o 4 sowe (1.46)
. @;g ) (1.47)
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n, = ¥n, +%4 w, (1.48)
my, = Y ™4 . (1.49)

Das Gleichungssystem fiihrt fiir w auf die Differen-

tialgleichung r—
k=A., /249
) AR 42
u { ° )

woF b Kw o=k,
P WSP-:_ > (-%‘i -+ 4) .

Daraus ldB8t sich die Ubertragungsmatrix fiir den Zy-
linderteil der Wanddicke ti und der Linge 1i ermit-
teln. Sie ist in Abb. 1-5 angegeben.

Wenn nicht anders angegeben, werden folgende Ver-
gleichswerte, welche aus einer praktischen Anwen-

dung stammen, eingesetzt:

$ = 0,1875 f = 0,21875 z = 0,0853 9=0,3 A=1.
Wegen der symmetrischen Einspannung wird die Rech-
nung {iber die halbe Zylinderlinge, welche, wenn

nicht anders angegeben, in n Streifen gleicher L&n-

ge unterteilt sein wird, durchgefiihrt.

1.9 Bestimmung von A

Als Bezugswanddicke wurde in Abschnitt 1.8 die Wand-
dicke T° gewdhlt, die sich fiir reinen Membranspan-
nungszustand ergibt, wenn die Vergleichsspannung ge-
nau den Sollwert (’  erreicht.
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Aus (1.47) und (1.48) folgt

L. gaf*

™Mo 2 A, ?

Eingesetzt in (1.41) fithrt das unter Berlicksichtigung
der dimensionslosen GroBen zur Bestimmung von 1

A= ,_z,, ’l——'f'\/—,z.(fz’ 2+h)- 2 f ]

Der Radikand muB groBer gleich Null sein, d.h.
/9- F2=2F +4

WE

Da brauchbare Werte von z weit kleiner als eins sind,
wird diese Einschrénkung (Abb. 1-4) nicht weiter ver-
folgt. Fir die in Abschnitt 1.8 angegebenen Werte be-
rechnet sich 10 zu A, = 35,6338 1072,
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2. ‘Bestimmung der Wanddicke

2.1 Aufgabenstellung

Gesucht ist das minimale Volumen einer aus n Streifen
gegebener Linge und Jjeweils konstanter Wanddicke zu-
sammengesetzten Zentrifugenschale mit vorgegebener
Mittelfléche unter den genannten Voraussetzungen

(g/ R2R €1, technische Biegetheorie) mit den zusitz-
lichen Einschriankungen, daB8 in keinem Punkt der Scha-
le die Vergleichsspannung nach der Gestaltinderungs-
arbeitshypothese den zulissigen Wert G; iiberschreitet
und daB die Wanddicke T den Minimalwert Tmin nicht
unterschreitet:

= T
Gesucht: min V(T 21 :E'ﬁi (2.1)
, A=A
( max T < T,
{ )
mi _
k G2 Taa ,

wobei die Konstante Cy berechnet wird zu
L;
<, = j.z.‘uTRfisé
(o]
Die Punkte V(T) = const. werden durch Hyperebenen im
n-dimensionalen T-Raum dargestellt.
Da die L¥sung fir Gsaao T; = Tpyy loutet, da fir
T-»0 die maximale Vergleichsspannung bei nicht ver-
schwindenden Schnittkridften gegen o> strebt - aus
(1.27) bis (1.34) und (1.41) folgt fiir T->0

M, N. 2 !
max G = (¢ R4 SRS

- und da ein stetiger Zusammenhang zwischen G und T
zu erwarten ist, so enthilt die allgemeine L&sung
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der Aufgabenstellung mindestens eine der 2n Beschrim-
kungen.

Fir den zweidimensionalen Fall am Zylindermodell wur-
den die Linien konstanter Maximalspannung aufgetragen
(Abb. 2-1). Hierbei f#llt eine starke Parallelitit
der h8heren Spannungen zu den Koordinatenachsen auf.

Es wird vermutet, dag eine Konstruktion,'welche den
Forderungen entspricht

(ma«.x E=U‘a A T-('}TM\V\) vV
(2.2)

(mox 07 6T, A T~ Toin)

eine sinnvolle, aber nicht unbedingt die optimale
Losung darstellt.

Es wurde durch Wahl geeigneter Parameter versucht,
eine L3sung entsprechend Abb. 2-2 herzustellen. Es
ist dies fiir n = 2 am Modell nicht gelungen ! Fir
n = 3 wurde zufillig eine sehr empfindliche L&sung
gefunden (Abb. 2-3). Sie entspricht dem Abbau der
Einspannungsmomente durch FliefBgelenke, ist volu-
menméBig sehr glinstig, konstruktiv aber von gerin-
gem Interesse, da bereits kleinste Wanddicken&nde-
rungen sehr grofie Spannungsinderungen hervorriefen.

2.2 Iterationsverfahren zum Auffinden einer brauch-
baren Lésung

Es wird ein Verfahren angegeben, welches zur Auffin-
dung einer L8sung nach der Bedingung (2.2) erfolg-
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A
t" max s;=1
relatives Minimum 1
T Mo 2=
V.
absolutes Minimum
0 _
0 :

Abb. 2-2 Denkbarer Losungstyp zu Abb.2-1

th
1,0
A =05
v =0,97
05 -
0 T T T T -
0 0.1 0,2 0,3 0.4 05 X

Abb. 2-3 Zentrifugenmodeli: Abbau der Einspannmomente
durch FlieRgelenke
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reich arbeitet. Hierbei ist die Anzahl der notwendi-
gen Iterationen im Gegensatz zu konventionellen Ver-
fahren wie z.B. Gradientenverfahren klein, und zwar
unterlinear abhingig von der Anzahl der Parameter n.

Beim Membranspannungszustand ist es m&glich, die
Schnittkrifte unabhingig von den Verformungen zu
bestimmen ((1.35) und (1.38)). Sie sind auBerdem,
solange die Belastung unabhingig von der Wanddicke
ist, auch unabhingig von der Wanddicke. Die Ldsung
unter der Bedingung (2.2) ist in diesem Fall fest—
gelegt durch

e s s (TR o]

Sind die Belastung und somit auch die Schnittkrdfte
N, und N2 von T abhi@ngig, so kann die angegebene
Formel als Iterationsformel aufgefaBt werden

(k+4) .
! "'”“"{T"v‘n""‘“"s‘\/ NEsT TNy A (22

Konvergenzbedingung ist, dafl der Betrag der Ablei-
tung des Wurzelausdruckes nach T(k) kleiner als
eins ist.

‘Im vorliegenden Fall (Gleichungen (1.35) und (1.38))
ist N, unabhingig, N2 linear abhingig von T k). Nach
Durchfiihrung der Ableitung von (2.3) nach T(k) sieht
man, da8 die Konvergenzbedingung dann erfiillt ist,
wenn

\
2 T
) '47.‘> >\/’+ J
QRS 'H—:
oder nach Einsetzen des grdBtmoglichen Wertes fiir
den Wurzelausdruck

2
2.4 MNP
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Dieses war bereits in Abschnitt 1.9 (Abb. 1-4) voraus-
gesetzt.

Es wdre hier anzumerken, daB8 es mdglich ist, die be-
ndtigte Wanddicke in einem Schritt zu erhalten, wenn
man N2 durch (1.38) ersetzt. Es sollte jedoch ledig-
lich gezeigt werden, daB ein Iterationsverfahren, wel-
ches so arbeitet, daB8 in erster Niherung bei einer
Wanddickeninderung keine Anderung des Schnittkraft-
zustands N1, N2 erfolgt, konvergieren mufl.

Es liegt nahe, bei der biegesteifen Schale Zhnlich
vorzugehen. Obwohl der formale Beweis der Konver-
genz aussteht, wird in erster Ndherung angenommen,
daB der Schnittkraftzustand N,, N,, M, und M, bei
einer Anderung der Wanddicke erhalten bleibt, zumal
der Biegespannungseffekt dem Membranspannungszustand
in der Regel nur in kleinen Bereichen iiberlagert ist.

Lést man (1.41) nach T auf, so erhilt man

T Y - T (N4 vV =NaNL ) (2.4)

C 6T a2 M- |

— 36 (M}‘*M:"M'\Mz) = 0.

Gleichung (2.4) ist die Bestimmungsgleichung fiir
T(k+1) aus dem T(k) zugeordneten Schnittkraftzu-
stand. Der Maximalwert aus Tmin und T(k+1) Uber

die Meridiankoordinate S ist ausschlaggebend.

Gleichung (2.4) ist eine algebraische Gleichung 4.
Ordnung und hat nach der Descartesschen Regel héch-
stens eine reelle positive Wurzel. Wie in Abschnitt
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6.5 gezeigt wird, kann immer eine positive Wurzel ge-
funden werden.

Die Wirkung dieses Iterationsverfahrens wird am
besten in den Abbildungen 2-4 und 2-5 illustriert.
Hierbei werden die Wanddicken nach Jjedem Funktions-
aufruf, d.h. nach Jjeder Schalenberechnung, in allen
Bereichen gleichzeitig variiert. Als Abbruchkrite-
rium wird gewihlt

\n«qx Vi— T, ‘ < &

2.3 Konvergenzverbesserung

Als Ma flir die im k.ten Iterationsschritt im i.ten
Streifen erzielte Annsherung an die Sollspannung G
kann das Verhiltnis

() _ po— G"iu‘)—— max U}(k-q)

: G, - max G:-(k-ﬂ

angesehen werden. ai(k) sollte gegen eins tendieren.

Es sei maxﬁi(o) die zum Startwert Ti(o) gehdrende
Maximalspannung (Abb. 2-6). Mit dem zuvor beschrie-
benen Verfahren ist die Wanddicke T§1) zu bestimmen.
Dazu gehdrt nach Funktionsauswertung die Maximal-
ip?g?ung max5§1). Nach dem gleichen Verfahren kann
Ti gewonnen werden. Geht man davon aus, daB8 die
Anndherung an die Sollspannung im zuvor beschriebe-
nen Verfahren in zwei aufeinanderfolgenden Schritten

etwa gleich groB8 ist, so gilt

%
U,— max G}w 0, - max G?(d)

~ ~ (ons[
() ~ (a) =~ .
(_Ta— rmax U7 Gd - Mmax Gi
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-———.— ohne Konvergenzbeschleunigung

mit Konvergenzbeschleunigung

Funktionsaufrufe
]

0

Abb.2-4

2 3 4 5 6 7 8 9 10 f
Anndherung an max s=1 von 2 verschiedenen
Startpunkten (n=1)

? A= V%-ig'_j(mox si-1)2

A

10\
\\ —-——-— ohne Konvergenzbeschleunigung
G2 \\\\\ ————— mit Konvergenzbeschleunigung
. AN
\\\ Start: t; =141/i
\ -
N\

\ 4
\ N\
\_\ Funl:’t_ionscufrufe

” .
10 T ¥ 1 1 { ¥ 1 I 1 ]
13 15 17 19 21 23 25

1 35 7 9 1

Abb.2-5 Anndherung an max s;=1 (n=20)
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max G; l. .. \

~max G SR N
quG,B’ \ \ ® berechnete Punkte
\ O Nadherungen

~max G|
max G{d |-

..max?jim o

maxGim |
max G0

X(3
T(3) Tl( I) |

"1 L1 | -

»* X * *
TR TR T2 .30 o T

Abb. 2-6  G-T- Darstellung im i.ten Schalenstreifen
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Es ist hieraus néherungsWeise maxé&Z) zu bekommen.
Extrapoliert man linear zur Sollspannung, so erhalt

man
)
@) ) * @ Q. max @'
L7=T+ (T,: - ':(4)) Q@
max NV —max \V,

Nach Funktionsauswertung erhdlt man die zugehoOrige
Maximalspannung max(ng . Nach dem Verfahren von Ab-
schnitt 2.2 erhielte man im ndchsten Iterations-
schritt EgB). Mit gleicher Korrektur wie bei Schritt
T§2) bestimmt sich die Wanddicke in erster Verbes-
serung

11&&(3) _ Tf)-'- (ﬁm_ T((z))’ ,%ﬁ )

Ist auch die Anndherung an die Sollspannung mit die-
ser Verbesserung etwa gleich grof wie beim vorheri-
gen Schritt, so gilt

K¥ (w (2;)
0o — max " (o max T
Uo = max 0}“4 0;—-nxp(C§PU

*x
Hieraus ist naherungsweise maxCT§5) zu bekommen.

Extrapoliert man wiederum linear zur Sollspannung,
so erhdlt man

% (o @)
@ _ T, (%03 @\ G,—max T
T2 =T (F0-10) B e

® (2) s
bzw. TL = T,a’. + (Ti,[a)" T“(’@) Q@;j i

~ (,ansf.

PYC I

In Erweiterung erhdlt man fiir den k.ten Iterations-
schritt
kt1) —(K)
T =T+ (Ti -1 ) ...._Fl ()

|l @
=1
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ist hierbei wiederum die nach Abschnitt 2.2
ermittelte Wanddicke.

¥
T§k+1)
i

Es kann folgendes Iterationsschema benutzt werden

F7=1,
1"(kM)
(k) i
=TT, G, % max G0V
o i
(K .
& _ Mol Fir k>4 wnd TR T
mn 5
1 sonst) a® .1 ,
\ A

(K)
. = (k- 1)

o, (1+161) it 18[«1,

= (k1 :
T max o T, ¢ (Fo9_70) ;(k)

T

mun

Es zeigte sich als vorteilhafter, fiir pgk)‘die n.te
Wurzel von agk ) zu benutzen. Obwohl bei linearer
Anngherung (pgk) = a§k)) bei groBem n zuerst eine
schnellere Approximation an die Sollspannung erfolg-
te, wurden bei enger Nachbarschaft zur Sollspannung
stdrende Schwankungen der Wanddicke , bedingt einer-
geits durch die numerische Ungenauigkeit bei der



41—

Division sehr kleiner Zahlendifferenzen, andererseits
durch die bei gleichzeitiger Wanddickeninderung fiir
kurze Schalensegmente besonders stark auftretenden
gegenseitigen Randeinfliisse, festgestellt. Die n.te
Wurzel schwidcht das Konvergenzbeschleunigungsverfahren
mit n ab.

F(k) darf:x(k)(1+|&) nicht unterschreiten. Wenn kei-
ne Beschrénkung T in vorliegt, wird hierdurch ver-
mieden, daB T(k+1? kleiner als Null wird.

Die erreichte verbesserte Konvergenz ist in den Abbil-
dungen 2-4, 2-5, 2-7 und 2-8 dargestellt. Als Ver-
gleichsgrdfe wurde die mittlere quadratische Abwei-
chung, definiert zu

n \
A" - \/~ > Comax T4 )"
Az4

gewdhlt. Die im k.ten Iterationsschritt erzielte Ver-
besserung kann ausgedrﬁckt werden durch das Verh#dlt-
nis .Zl / A\ (k-1 . Das Mittel der Verbesserungen
strebt mit wachsendem n einer konstanten GréBe zu.
Die Anzahl der Iterationen (= Funktionsaufrufe) ist
daher bei gréBerem n kaum noch von n abhdngig.

Es wurde versucht, mit geeigneten Iterationsverfah-
ren (Gradientenmethode, optimale Gradientenmethode,
Normalverteilung mit variabler Streuung) dhnlich
schnell zum Ziel zu kommen. Bei'ggter Startstellung
gelang dies nur fiir n < 3 mit einfacher linearer Ex-
trapolation:

— (k+1) (k-1) e — e GOV
I =T, '+ (T;.(k)_ rix ")). G, :

= o o T

L A ('
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§ Anzahl der o
Funktionsaufrufe
50 | o
40- °
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s 4
30
200 / /
o tistcn't=1
+
104 + / +——-— mit Konvergenzbeschleunigung
+* . 60— ohne Konvergenzbeschleunigung
0 T T T T T
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Abb.2-7 Konvergenzgeschwindigkeit fir |max s; -1| <107
g
\ ev?l (k)
d 5 A%
11 n-1 kgz Ak
o
(o] _~ Q>
081 s .2
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0,6
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/ o ohne Konvergenzbeschleunigung
+
0,2‘ !’/
0 T T T T =
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Abb.2-8 Mittlere Konvergenzverbesserung fir Imax s; -1 <107
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Eine gute Ausgangsndherung ist im allgemeinen Fall
nicht vorhanden !

Gradientenmethode und gradientenbezogene Verfahren,
wie konjugierte Gradientenmethode, variable Metrik-
methode etc. bendtigen allein schon zur Aufstellung
eines numerisch zu berechnenden Gradienten mindestens
n Aufrufe und sind daher hier kaum vergleichbar.

2.4 Kontinuierlicher Wanddickenverlauf

Die aufgestellten Differentialgleichungen der Zentri-
fugenschale gelten auch bei geringen Wanddickeninde-
rungen. Dieser Sachverhalt kann ausgenutzt werden, um
auf gleiche Art und Weise wie beim diskontinuierlichen
Wanddickenverlauf den Wanddickenverlauf der Zentrifuge,
welche aus n Streifen mit linear verinderlichem Wand-
dickenverlauf besteht, zu ermitteln. Hierzu werden die
Spannungen und ZustandsgroBen an den Knickstellen er-
mittelt. Die Wanddicken an den Knickstellen werden
entsprechend dem besprochenen Verfahren variiert. Da
keine Abfrage liber den Spannungszustand zwischen den
Knickstellen der Wanddicke erfolgt, muB8 n sehr grof
gewdhlt werden. n kann dann als ausreichend gro8 an-
genommen sein, wenn sich der Wanddickenverlauf zu

n/2 mit demjenigen zu n im Rahmen der geforderten
Genauigkeit deckt. Der kontinuierliche Wanddicken-
verlauf kann eine gute Aussage dariiber geben, welches
minimale Volumen fiir die gegebenen Parameter mdglich
ist.

Abb. 2-9 zeigt vergleichsweise kontinuierlichen und
diskontinuierlichen Wanddickenverlauf.
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2.5 Einige Ergebnisse am Zylindermodell

2.5.1 Volumen in Funktion der Zahl der Schalenstrei-

fen gleicher Linge
(Abb. 2-10)

Das Ergebnis spiegelt zwei interessante Details wie-

der:

a) Eine ungiinstigere Aufteilung und entsprechende
Verteilung der ZustandsgrdBen bringt bei vier
Teilen gleicher Linge eln grdBeres Volumen als
bei drei Teilen.

b) Bei einer hohen Anzahl von Streifen geht das ben&s-
tigte Schalenvolumen unterhalb des Volumens der
biegespannungsfreien Schale. Durch die Einspannung
kénnen bei konstanter Wanddicke {iber die Zylinder-
linge unweit der Rinder die Momente (wellenartiger
Abbau) und die Normalkraft in Umfangsrichtung
(wellenartiger Aufbau) sehr klein sein. Hieraus
resultiert in diesem Bereich bei der optimierten
Schale eine geringere Wanddicke als bei der Mem-
branschale.

2.5.2 Einfluf der Wanddickenbegrenzung

Der Wanddickenverlauf der Zylinderschale mit Wand-
dickenbegrenzung ist in den Abb. 2-11 und 2-12 dar-
gestellt. Wie aus Gleichung (2.2) zu ersehen ist,
kann die Maximalspannung im Bereich der Wanddicken-
begrenzung den zulidssigen Wert unterschreiten. Die
Wanddicken in den angrenzenden Bereichen werden in
der Regel kleiner sein als im nichtbegrenzten Fall.
Das erzielte Volumen (Abb. 2-13) ist im Bereich
tmin<1 nur unwesentlich von der Wanddickenbegren-
zung betroffen.
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Abb.2-10 Volumen in Abhdngigkeit der Anzahl von
gleichlangen Streifen
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Abb. 2-11  Wandstérkenvertauf bei Begrenzung t=tmin
( diskontinuierlicher Verlauf) n =50
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Abb.2-12 Wandstdrkenverlauf bei Begrenzung t = tmin
(kontinuierlicher Verlauf, n= 50)
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' linearer
Verlauf
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Abb.2-13 Minimalvolumen in Abhdngigkeit von tmin (n=50)
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2.5.% EinfluB der zuldssigen Spannung

Eine Reduzierung der zulédssigen Spannung bedingt ei-
ne ErhShung der Wanddicke an der Einspannung. Durch
die erhdhte Wanddicke klingen die Randmomente wei-
cher ab; dies bewirkt wiederum ein Verrutschen der
minimalen Wanddicke von der Einspannung ab (Abb.
2-14).

2.5.4 Empfindlichkeit gegeniiber einer Anderung der
Fillhohe und der Fiilldichte

Da die maBgebliche Belastung diejenige aus der Fil-
lung ist, interessieren die Anderung der Wanddicke-
in Funktion der beiden Parameter f und #.

In einem weiten Bereich ist ?ie Losung T/TMeﬁbran un-
empfindlich gegeniiber einer Anderung des Dichtever-
hédltnisses @ (Abb. 2-15).

Die Anderung des Radienverhdltnisses Rp/R = 3¢ be-
wirkt lediglich eine Verdnderung der Wanddic¢ke. in
dem Bereich, der besonders durch die auftretenden
Biegemomente gékennzeichnet ist. Da diese bei allen
2 von der Einspannung her dhnlich schnell abklin-
gen, @dndert sich die Wanddicke im restlichen Bereich
(nahezu Membranspannungszdstand) kaum (hier Anderung
kleiner als Strichstdrke) (Abb. 2-16).

2.5.5 Empfindlichkeit der Ldsung

Eine Untersuchung auf Empfindlichkeit der Losung ge-
geniiber einer Storung, d.h. Verdnderung der Wanddik-
ke, wurde in der Art durchgefiihrt, daB abwechselnd
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Abb.2-15 Abhdngigkeit der Wandstdrkenkonfiguration gegeniiber
einer Anderung des Dichteverhdltnisses ¢ = Gr/Qy (n=2)
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Abb.2-16 Abhangigkeit der Wandstdrkenkonfiguration gegeniiber
einer Anderung des Radienverhaltnisses W=Rg/Rq (n = 2)
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die optimierten Wanddicken um % 1 % veridndert wurden.
Es zeigte sich, daBl sich die Maximalspannung unge-
fdhr im selben MaBe entgegengesetzt proportional ver-
andert. Es wird wegen dieser weitgehenden Unempfind-
lichkeit auf eine Darstellung verzichtet.

2.5.6 EinfluB von A. auf die Konvergenzgeschwindig-
keit

Sehr kurze Schalen @ndern ihre Schnittkrdfte kaum
noch bei einer Anderung der Wanddicke , da die Ver-
formungen nur geringfiigig sind. Ihr Verhalten ist
daher "starker statisch bestimmt" als dasjenige von
langen Schalen. Die Konvergenzgeschwindigkeit diirfte
sich daher mit kleiner werdendem A  langsam der Kon-
vergenzgeschwindigkeit der Membranschale anpassen
(Abb. 2-17).

Ruhr-Universitat Bochum
Institut for Mechanik
- Bibliothek -
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-2,0
ll\\ . L—V(A) .
II A}\zchl der Iterationen ohne Konvergenzverbesserung
10 4
1.0+
5S4
, Anzahl der iterationen mit Konvergenzverbesserung
]
|
]
0 T T T T o
0 05 10 15 20 A

Abb.2-17 EinfluB einer Anderung von A auf das Konver-
genzverhalten (t,=2, n =1, €E='-4) und das er-
zielte Volumen

s 8t
14-2 /
H15 :
05+1
Q5
0 — T T T T
0 01 02 03 04 05 X

Abb.2-18 Spannungsverlauf bei einer optimierten Schale(n=3)
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3, Variation der Streifenlangen

3.1 Aufgabestellung

Gesucht ist

h L
min V(L )= min) f.,z.vp;ri 46,
i=1 o
wobei die Beschrédnkungen gelten

J

max ¢ ¢ G

T >7T

L: > |

und die Gleichung gilt mit 4 =(11,1 ...1)

-
L-1= L. . (3.1)
Geht man davon aus, daB nach der in Kapitel 2 be-
schriebenen Methode zu jeder Spaltenmatrix L die
optimale Wanddickenkonfiguration leicht bestimm-
bar ist, und 168t man (3.1) nach L, auf, so redu-
ziert sich die Problemstellung zu:

Gesucht ist n-1 Lt
mun \/(1;) = mfnz fz,FRﬂza[sz ) (3.2)
=1 ° |

mit den Beschrankungen

LJ.- z Lmin
T4 ¢« L-L. (i=12.-n4 .
01 < Lo b, (1209 G.3)

Der Schnittpunkt einer Beschrénkung mit der Such-
richtung des k.ten Iterationsschrittes gfk) kann
beschrieben werden durch‘gﬁk) +m ka). Hierbei
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ist m festgelegt (Abb. 3-1) durch

my = LmMLL?)
kdi ? (i= 4,2.-.n-4)
o = Lpni
L .

Bei Suche mit gleichem Richtungssinn wie Q}k) dir-
fen nur positive Werte von m akzeptiert werden. Der
kleinste Wert von m ist maBgebend.

Da alle Beschrdnkungen in L linear sind, entfdllt
eine aufwendige Suche nach brauchbaren Richtungen
(feasible directions). Der Richtungsvektor muB le-
diglich auf die Beschriankung umgeklappt werden.
Dies geschieht bei den (n-1).ten Beschrénkungen
durch Nullsetzen der entsprechenden Richtungsgro-
Be (dgk) = 0). Bei der n.ten Beschriénkung wird die
neue Richtung bestimmt durch

n-1
(k) (k) 4 (k)
di = di. - n_,’z da _ﬁzw,
7=
( , .
Q{/K;)-_- ,dek)f nl, 1 (d(k)tj) (i=1,2..n-1)

Eine Weitersuche auf der Richtung ka) ist nicht
mehr mdglich, wenn g(k) = 0 ist oder fiir n-2 Rich-

tungen dgk) = 0 gilt und

P =L L

~ Geo mn
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Abb.3-1 Beschrdnkungen fiir die reduzierte Problemstellung
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Abb.3-2 Volumen in Funktion der Streifenldnge (n=2)
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3.2 Untersuchung auf Unimodalitat

Wie man den Abbildungen 3-2 und 3-3% entnehmen kann,
ist die Funktion V(L) nicht unimodal, das heiBt, es
sind mehrere Minima vorhanden! Das absolute Minimum
ist daher nicht mit deterministischen Optimierungs-
verfahren, welche sich auf die Suche relativer Extre-
ma beschranken, zu erhalten.

3.3 Iterationsverfahren zum Auffinden einer brauch-
baren Losung

Da jeder Funktionsaufruf, d.h. das Auffinden der op-
timalen Wandstidrkenkonfiguration zu gegebener Langen-
konfiguration, einige Rechenzeit erforderlich macht,
ist es sinnvoll, mit einem groben Gitterverfahren

das Gebiet nach lokalen Minima abzusuchen. Anschlie-
Bend kOnnen die mit einem deterministischen Verfahren
bestimmten lokalen Minima miteinander verglichen wer-
den. Als deterministisches Verfahren erscheint das
Powell-Verfahren (Abschn. 6.3) besonders geeignet,

da es ohne Gradientenbestimmung auskommt und doch
recht schnell konvergiert (bei quadratischen Funk-
tionen in n Iterationsschritten). Bendtigt man nur
eine grobere Genauigkeit, so ist die optimale Gradien-
tenmethode, wie sich anhand von Rechnungen hier zeig-
te, allerdings vorzuziehen.

Als Ergebnis bei dem Zentrifugenmodell kann aus Ab-

bildungen 3-4 und 3-5 ersehen werden, daB der groRe

Sprung in der Volumenersparnis von n=1 nach n=2 er-

folgt. So ist zum Beispiel die Volumenersparnis von

n=1 nach n=2 fiir den bekannten Parameterzustand

39,2 %, von n=2 nach n=100 (Gleichteilung) nur noch

12 %. n=100 so0oll hier fiir n+* o stehen. Von n=2 nach
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Abb.3-3 Hohenlinien des Volumens iiber die Streifenldngen (n=3)
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Abb. 3-5  Volumen und -ersparnis in Abhdngigkeit von n
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n=3 gewinnt man nur noch 3,2 %.

3.4 Ndherungsldsung am Zylindermodell fiir n=2

Wie im vorhergegangenen Abschnitt gezeigt wurde, ist
es ohne groBen Nutzen, mehr als zwei Streifen zu wéh-
len. Man muB bedenken, daB jeder zusdtzliche Streifen
zuedtzliche Herstellungskosten erfordert.

In Abb. 3-6 ist der Spannungsverlauf fiir die optimier-
te zweistreifige Schale dargestellt. Es zeigte sich
in einem weiten A -Bereich, daB die Minimalspannungen
in beiden Streifen grob gleich groB sind. Diesen Um-
stand kann man ausnutzen, um eine Ndherungsldsung zu
erhalten, die, wie sich zeigte, in der Regel ca. 1 %
bei Betracht des Volumens neben der optimalen LOsung
liegt. Die Anzahl der Schalenberechnungen ist aber
wesentlich beschrankter. Um keine "falschen relativen
Minima" beziliglich der Streifenléngen zu erhalten,

muB die Génauigkeit der Wanddickenermittlung erheb-
lich hochgeschraubt werden (Verhinderung von "Rau-
schen"). Diese erhdhte Genauigkeit ist fiir die Ndhe-
rungslosung nicht erforderlich.

Der verwendete Algorithmus ist:

(k+1) (k) ao ;
I N e ;ﬁ—;‘g@

3’4
Die Streifenldngendnderung erfolgt hierbei linear mit
dem Verhdltnis aus Minimal- zur Maximalspannung. Am
glinstigsten erwies sich die sukzessive Iteration
Wandstérke/Lénge.
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Abb.3-6 Spannungsverlauf der optimierten Zylinderschale (n=2)
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4, Anwendung: Zentrifuge Kegel/Zylinder/Kegel

4.1 Vorstellung der Zentrifuge und Aufgsbenstellung

Der GroBteil der Zentrifugen ist vom Typus nach Abb.
4-1., Eine Kegelschale ist auf einer Welle fest einge-
spannt. Daran schlieBt sich die eigentliche Zentri-
fugenschale, eine Zylinderschale, an. Als abschlieBen-
der Deckel wird eine offene Kegelschale verwendet.

Die oft verwendeten Scheiben/Platten sollen hierbei
als Sonderfdlle der Kegelschale ( v, = o, = 0) nicht
ausgeschlossen sein.

Eine sinnvolle Optimierungsaufgabe stellt sich fol-

gendermaBBen dar:

Gesucht ist das minimal mdgliche Gewicht der darge-

stellten Zentrifuge mit bereichsweise konstanten

Wanddicken T1,T2,T3, wenn

1) eine bestimmte Schleuderleistung, bestimmt durch
S und R, erzielt werden soll,

2) ein bestimmtes Fillvolumen VFﬁllung zentrifu-
giert werden soll,

3) die Gesamtbauldnge der Zentrifuge Lmax nicht
iberschreiten soll,

4) eine bestimmte Vergleichsspannung G; nicht liber-
schritten werden soll und

5) die BaugréBen R,],R2,R3 und Lzyl vorgegeben sind.

Die Variablen sind: Tq, T2, T3, &4 und u3 .
Die Rechnung wurde mit folgenden GrdBen durchge-
fihrt:
Leyy/R=.5 , R/R=.25, R/R=.5, L, /R=2,
VeaiR% = 7/32 5, STRS, /= 2.5¢/30, €/ = 3/16,

G;/E‘_"‘z/?ooo, ¥y= .35 s



Lmox

-

Abb. 4-1 Berechnete Zentrifuge, vorgegebene Grdfen:

Rh R: R3: LZle Lmox: vFijliung

T/R =2,85'-3
TR = 697 -3
TR =719'-3
oy =107
a; - =0436
VIR3= 0072

1<

a)

TR =289-3
T/R= 289'-3
TR = 287-3
oy =0873
o, =~ (0,881
V/R3= 004

1<

b)

v .

TR =642'-3
'T2/R=622-3
T¥R=250-3
1y =-0524
Q3 ==~ 1'2010

c)

Abb.4-2 Gefundene Minima (aufgetragen jeweils halbe Schale.
Wandstarke stark verzerrt)
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4,2 Beschréankungen

Fir gegebene Winkel &

(Abb. 4-3)

1 und ua sei das Volumen bezlig-

lich der Wandstdrken nach der in Kapitel 2 vorgestell-
ten Methode optimal ermittelt. Somit ist die Aufgaben-
stellung auf die zwei Parameter &, und & reduziert.

Die Einschrénkungen fiir die Parameter erhdlt man
a) aus der Baulinge:

. Lomax= L2y
%, <0 = %z > - arcton R - R. J
&, >0 : X, €& arctan L max - L2y
2 o R-R, 3

>0 {, _ _ . L
0(3<0}' (R Rq)'ta.;w% (R"R3)fcuwb(3— L% Lzb‘ R

b) aus der Bedingung, daB die Fiillung nicht auslaufen

c)

darf, d.h. RF>R3.
Ry ist die Wurzel der kubischen Gleichung:

ZRB—BRz(R+ ——Ejﬂl—— ) +R3+3 L'—aﬂ"&b- VMW =0
F F tan “1’.1""‘““3 tan X,- Ttanm Xy .

Setzt man Ry = R3 so erhdlt man als Trennungslinie:

tan «,-tan % =~ % Eﬂ(ﬂ’:ﬂi’% Ve /T
(R-Ry) (R+2R3) -
Eine zus&dtzliche Beschrénkung bei kurzen Zentrifu-
gen ist die Bedingung, daB die beiden Kegelschalen
sich nicht beriihren. Geht man davon aus, daB R3 >
R, gilt, so wird die Beschrankung folgendermaBen
angeschrieben:

i L { -
0(,‘ > arc'tan(ta.n P TK%—R?"—) .

Diese Beschrankung ist hier ohne Bedeutung.
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Abb.4-3 Einige Volumenpunkte (V/R?) sowie die Beschrdnkungen

Ri20 .
il R =
¥/
g

L n ,’:_;,I 31375 -3
. T/R = §2.76'-3
2R= 153873
4 .
Ty/Re P38-3
* l208'-3
VIR3= 003

Abb.4-4 Unterteilung der Schalenteile bei willkiirlich gewahlter
Segmentldnge R/20.
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Die Schnittpunkte der Begranzugslinien a) und b) be-
rechnen sich zu

arctan == 20 orzlan Lra 2 2
( _t max 1\J T(qs. 5 24! ) ])

R~ R4 ~ R, R3+z R3—3
- L (R R Q"Z%)“\’th (221 RR; R;) 3 Ve/w L N
arclay R xRy s
( rc RS + 2 .R3 3 Q.«‘__ 3 = Q¢ l R )

4.3 Ergebnis

In Abb., 4-2 ist das zu untersuchende Gebiet darge-
stellt. Mit einem groben Raster wurden die Stellen
m3glicher Minima eingegrenzt. Die Suche nach den re-
lativen Minima wurde dann mit dem "Powell"-Verfahren
durchgefiihrt. Es wurden drei relative Minima entdeckt.
Die Darstellung der hierzu gehdrenden Zentrifugen
kann Abb. 4-3 entnommen werden.

Das absolute Minimum entspricht der méglichst momen-
tenfreien Zentrifuge. Es stellt sich die Frage, in-
wiefern ihr Mittelflichenverlauf demjenigen der momen-
tenfreien Membranschale gleicht, insbesondere, da die
optimale Losung das Bild einer mit Einschrinkungen
symmetrischen (¢x1'xo% ) Zentrifuge mit in allen
Bereichen #hnlich groBen Wanddicken wiederspiegelt.

Anmerkung: Durch eine Unterteilung der Kegelschalen
in Jjeweils zwei Abschnitte, des Zylinderteils in
drei Abschnitte (Abb. 4-4), kénnte das Bauvolumen
fiir die Winkelstellung b) aus Abb 4-2 noch einmal
um ca. 25 % gedriickt werden (V/R =0,031). Die Meri-
dianlédngen der Segmente konstanter Wanddicke wur-
den dabei willkiirlich gewdhlt.
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5. Membrantheorie: Bestimmung des Schalenmittelflichen-
verlaufs der Zentrifuge konstanter Vergleichsspannung

5.1 Differentialgleichungen der Schale konstanter Wanddicke

Die Differentialgleichungen der Membranschale wurden
in Kapitel 1 hergeleitet. Zur Bestimmung der Schalen-
form ist es glingstiger, raumfeste Koordinaten X,R zu
wihlen (Abb. 5-1).

Die Transformation der Gleichungen (1.35) und (1.38)

erfolgt durch
d() _ d€) dx

ds  dXx 45 . (5.1)

Es ist: olR?' + dx* = dS? . (5.2)

SchlieBt man mehrfache LBsungen R(X) aus,
so folgt:

dXx _ dR
_Ig - '\ﬂ dS) . (5.3)

Leitet man in (5.1) R nach S ab, so erhdlt man:

-1
1- SRR+ 3 IR
Mit (5.4) und (5.3) kann (5.1) geschrieben werden:
) dO). 1___ (5.5)

33 " AXT

Es ist somit auch:

d*R _ d*R . (5.6)

—

ds? AX* L1+ (s )j




Abb.5-1 Koordinaten

8s2
1 —0
—
I
VI n/
-1 . -
r">0- 1 S
Y I
r'>Q
/'T'SZ 4

Abb.5-2 Bereiche der Schubspannungshypothese

r<0,wenn zwrth-uz)>-2—
3
-1 V_

Abb.5-3 Ellipse der Gestaltdnderungsarbeitshypothese
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Um zu allgemeineren Aussagen zu kommen, werden dimen-
sionslose GroBen eingefiihrt:

X=></',R°J Zwr.QzR:Sw/G;)
R/ R, 2. =3 PRE ST

r

g = G'/Cro -

Mit d4()/dx = ()’ und unter Beriicksichtigung von
T = N/T erhdlt man die Differentialgleichungen
fiir den Verlauf der Schalenmittelfléche:

r' 2
54l= e ( S~ 51 - ZW\") 3 (5.7)
14 : .
e i:_'—"-s:— ( S, - b) mit (5.8)

b==zr*+T=r -\A-t-r"“(r"-‘a&),

Gibt man eine Beziehung zwischen den beiden Haupt-
spannungen Vor [52 = 32(51)], so kann (5.7) umge-
schrieben werden zu:

-3—':‘_‘— = 47( S-S, - 2,7%) . (5-9)
Da (5.9) die Spannung s, in Funktion vom Abstand r
der Mittelfldche von der Symmetrieachse und der
Schaleneigenbelastung Zy beschreibt, ist es moglich,
zu jedem Belastungszustand 2y, von vornherein obere
und untere Schranken fiir r durch die Spannungsbe-
grenzungen anzugeben.

Die Form der Mittelfldche r(x) kann aus (5.8) gewon-
nen werden. Die Rechnungen erfolgen iliber die H&alfte
der um die Ebene x = O symmetrischen Schalen. Die
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Anfangsbedingungen lauten:

rloy=0 4 1(0)=1, s()=s, . (5.10)

5.2 Differentialgleichung fiir die Schale gleicher

Hauptspannungen

Es gilt: Sq = 8, = 1 ; s{ = 0.
Aus (5.7) und (5.10) ist ersichtlich, daB nur eine
Losung existiert, wenn Zy verschwindet.

Aus (5.8) erhialt man:

r = 4:_"‘;(’1" b) m it z . =0 .

(5.11)
Fir die Anfangskrummung gilt:

o) o far =z(1-2) 21,

’

Anmerkung: Der Fall Sy = 8, = -1 fihrt zu r’
groBer O im gesamten Bereich r> 0 und ist fir eine
weitere Betrachtung nicht geeignet.

5.3 Differentialgleichungen flir die Schale gleicher
Vergleichsspannung nach der Schubspannungshy-

pothese

Die Differentialgleichungen werden bereichsweise an-
gegeben (Abb. 5-2).

Da ein Knick in der Schalenform bei nichtverschwin-
denden Schnittkridften in der Membrantheorie ausge-
schlossen ist (Entstehung von Querkridften), ist
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auch der Ubergang von einem Bereich zum anderen
(Gleichung (5.7)) nicht erlaubt.

Bereich 1:

Bereich 2:

Aus (5.9) und (5.10) erhélt man (Abb. 5-4):

S, = ‘:_— [S,w" (1-v)+ %zw('l—r")] )

Die untere Schranke fiir r ist gegeben
durch (Abb. 5-5):
r=0 fir 54°=4—%2w und 2,¢ 3

r= -~’-’|—3/a\!w fFir $~0 und 2y 2 3.

: (] 4+r.‘b ' -
pus (5.8): o AL (4o,
Die Anfangskrimmung ist kleiner Null,
falls:

2yt 2o (4-22) > 1,

Fiir die Belastung zy = O und die An-
fangsspannung 840 = 1 erhdalt man die
Gleichungen von Abschnitt 5.2!

$H=4, 2% 5,1 .

Aus (5.7): s,= 1+ 2,t*,

Eine LOsung in diesem Bereich ist nur
moglich, wenn Zy = O und S5 = 1 ist.

Damit ist man auf Abschnitt 5.2 zurick-

gefiihrt!

(5.12)

(5.13)
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s 4 Schubspannungshypothese: Sz:gbzw.s
1 —
’ \\\\\\\\\\\\\\\ <

Gestaltand.- Arbeits - Hypothese (obere Ellipsenhalfte);
51% untere Ellipsenhdlfte spiegelbildlich um die r-Achse
\

+1

I 3

Abb.5-4 Spannungsverldufe, z.B. fur zy=0
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Bereich 3: $,~-5 =-1 , 0% s$,€1 (-1<s,€0).
Aus (5.9) und (5.10):
3= S In (r) + %—zw(1-r2'). (5.14)

Die untere Schranke fiir r ist gegeben
durch:

Lz (1-v*)=lar =120 Fir $,=0.

Aus (5.8):
% 1+ b
r= -4—::—— (’l-— ;4 ). (5.15)

’

r’’ ist im gesamten zu untersuchenden
Bereich kleiner als Null!

Bereich 4: -1<¢ s, g0, s,=-1.

Aus (5.8):

n_ 4+r'? 4+b)

r="r ( + s,/ . (5.16)
Da r’° nicht kleiner als Null werden kann,

ist eine weitere Betrachtung uninteres-
sant!

Bereich 5: §,=-1, -1<€S,<0 .,
Aus (5.8):

2
ru = 'H‘t__" (Iszl + 6) (5.17)
{
Da r’’ nicht kleiner als Null werden kann,
ist eine weitere Betrachtung dieses Be-
reiches uninteressant!

Bereich 6: $;-s,=1,5 ~1<5,50 (0.4_ S, < ,,) .
Aus (5.9) und (5.10):

5= 8,+ In (r) + % z, (1-!')') . (5.18)
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Die unteren Schranken fiir r sind gegeben
durch:

4

lar +ZT2,(1-v*)+1=0 fir 520 wd 2,41,

0534621 ,
r= -\/ Far s = Gllhz, +1- Ew)
und 1 ¢ 2, < #.35052¢445 *,
lhr+%2,(1-r") =0 fir s, =-1 and
2y 2 5052415 .

* diese Zahlen sind die Losungen der Glei-
chung In(x) - x + 3 =

Aus (5.8)
W 1 ‘2 1-b
rls I (14 A2 ) (5.19)

Die Anfangskrimmung r°° (0O) ist kleiner
Null fir:

2, T2 (1-2C) & A+ S, -
r’“ist kleiner Null falls b <A1+ s, .
Da s, auch kleiner Null ist, bedeutet dies,

daB praktikable Losungen nur fir sehr klei-
ne Belastungen mdglich sind.

S.4 Differentialgleichungen fiir die Schale gleicher

Vergleichsspannung nach der Gestalt&dnderungs-—

arbeitshypothese
Es gilt:
2 2 , S [ !
Sf+st-5,5,=1 baw. s,= St -\/4_. 252 (5.20)

Das Vorzeichen vor der Wurzel ist abhiangig davon, ob

man sich auf der oberen bzw. unteren Halfte der
Spannungsellipse, geteilt durch die Linie $=% 2 //3



-7l

befindet (Abb. 5-3). An den Extremstellen fir

s, (s,I = £ 2/4/3) verschwindet der Wurzelausdruck.
Es gilt auBerdem s, = s,” = O. Nach Gleichung (5.7)
muB, wenn die Ellipse (5.21) nicht verlassen werden
soll, r" = O sein. Da die Rechnungen grundsétzlich
wegen des wellenartigen Charakters der Losungskur-
ve an der Stelle r’= O abgebrochen wurden, wurde
spatestens im Punkte 8, = t 2/ /3 abgebrochen. Das
Vorzeichen vor dem Wurzelausdruck wurde zu Beginn
des Rechenvorganges gewdahlt und beibehalten!

Das Differentialgleichungssystem der Schalenmittel-
fldche wird aus (5.7) und (5.8) gewonnen:

' -
i _r _ 3
S,,—'—r:‘('.". H—_S,,"-—%-—zy\,r")) (5.21)

0 1+r'2‘[1+ i'-\/1—%5: -5 ]
S
l‘ *

ot s A 2 (5.22)

Die Schranken fiir r kOnnen nach numerischer Inte-
gration von (5.9) ermittelt werden (Abb. 5-5).

Die Anfangskrimmung ist negativ fiir:

Zw + ZF (-1—- aez) >/ 52(0) LU"CL ch >0

2, + 2. (1-0¢) ¢ S (6) und 5_<0C .

1o

Im Fall 5;(0)<4/\/3‘ und 5,(0) <=1 st 5:(0)(0 and r">0 .
Dieser Fall ist fir weitere Untersuchungen uninte-
ressant.
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——— Ber. 1 bzw.6
—— Ber. 3

\ Schubsp. -Hypothese

. Ellipsenhalfte
i .. t t obere Ellip
S1, Gestaltanderungsarbeitshypothese untere Ellipsenhalfte

zy=0 /M

+1 VY Y YV IINIIIIIS

Abb.5-5 Schranken fiir r durch den Spannungsverlauf s, (r)
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Im Fall z; = O 188t sich die Ldsung von (5.22) ange-
ben in der Form:

2 NES v? i
2 4 - -+ e - Y3 o e LA -
1 - 4"‘15 -Zs Ly (a"(. N LS" Qare sin g )70)
re= Yo "E . e * (5.23)
T V-3sk -%s,

Die Umkehrung der Funktion s, = sq(r) muB numerisch
vorgenommen werden und ist wegen des periodischen
Charakters der Kreisfunktionen nicht unproblematisch,
so daB es u.U. glinstiger ist, die Differentialglei-
chungen numerisch zu integrieren.

Ist zusdtzlich zu z,; = 0 noch s,, = 52(0) = 1, so
ist man wieder auf Abschnitt 5.2 zurlickgefiihrt!

55 Ergebnisse

5.5.1 Vergleich der Schalenformen zu den verschiede-
nen Spannungshypothesen

Abb. 5-6 stellt vergleichend den Verlauf der Scha-
lenmittelflache in den verschiedenen Bereichen der
Spannungshypothesen dar. Es zeigen sich grundsatz-
lich zwei Ldsungstypen:
a) der offene, langgestreckte Losungstyp. Beide
Hauptspannungen sind groBer als Null. Dieser
Typ geht hervor aus
1) gleichen Hauptspannungen,
2) Schubspannungshypothese, Bereich 1,
3) Gestaltidnderungsarbeitshypothese, ent-
sprechender Bereich,
b) der geschlossene Ldsungstyp (negative Axial-
spannung). Dieser Typ geht hervor aus
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Gest.-Arb.- H)’p.(S‘Oz -Q5, 520 - 1,15”

r A Schubsp.- Hyp.,Ber.6 (s\o= -05)
1- Gest - Arb.-Hyp‘(s,O: -05, 53,2 0651)
Gleiche Hauptspannungen
W Gestaltand.-Arb.-Hyp. (5105, 57,2 1151)
Schubsp.-Hyp.,Ber.1 { S16° 0,5)
Schubsp.-Hyp.,Ber. 3 sy, =0,5)
05- Gestaltand.-Arb.- Hyp.(s1° =05, $20 ™ -0651)
ZW =
ZFp =
w =08
0 T T X=
0 05 1
rd

Schubsp -Hyp.,Ber. 6 (s},=-05)
Gestaltand.-Arb.-Hyp.(s14=05,57,=1,151)

Gestaltand -Arb-Hyp.(s]0 =-05
520: -1‘151)

Gleiche Hauptspannungen
Schubsp.-Hyp.,Ber 1(sy =05)

A Schubsp.-Hyp., Ber. 6 {5y, = -02)
Schubsp.-Hyp. Ber. 3
[S] :QS)
0
05 Gestultdnd.—Arb.-Hyp.,(s,oT,S
520 % -0651)
Gesto!tdnd.-Arb.-Hyp.,(s,oz -0,2,
2y =0 (59,%0,885)
ZF =2
w =08
0 T T N
0 0,5 1 X

Abb.5-6  Verlauf der Mittelflache zu verschiedenen
Spannungshypothesen
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1) Schubspannungshypothese, Bereich 3,
2) Gestaltianderungsarbeitshypothese, entspre-
chender Bereich.
Fiir sehr kleine Belastungen kann zusatzlich fiir ne-
gative Umfangsspannung ein weiterer Losungstyp ge-
funden werden, der sich etwa zwischen beiden Losungs-
typen eingliedert.

Die Losung hat entweder wellenartigen oder auf- bzw.
abklingenden Charakter. Es ist bei der Durchspielung
mit den verschiedensten Parametern nicht gelungen,
eine andere Ldsung zu erzeugen. Es ist daher im wei-
teren Verlauf uninteressant, Falle zu untersuchen
mit r""(o)> 0, da sie entweder beim wellenartigen
Charakter durch Wahl einer anderen Bezugslange Ro
auf den Fall r° (o)< O riickfiihrbar sind oder im

Fall der aufklingenden Losung unakzeptabel fir eine
Zentrifugenkonstruktion sind.

5.5.2 EinfluB der Anfangsspannung 54(0)
(Abb. 5-7 und 5-8)

Wie auch aus den Differentialgleichungen zu entneh-
men ist, ist der Betrag von r’ " kleiner bei groBerem
Betrag der Axialspannung s,, da diese bei r’’ im Nen-
ner steht. AuBlerdem ist, wie bei den Ldsungen fiir

sq' in der Schubspannungshypothese ersichtlich, die
Spannung s, betragsmdBig groBer bei groBerem Betrag
der Anfangsspannung sq(o).

Es ist daher mdglich, die Formgebung der Schale
durch Wahl von sq(O) in der Art zu beeinflussen,
daB ein grdBeres sq(o) eine gestrecktere Gestalt
der Zentrifuge bewirkt.
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Abb.5-7 EinfluB der Anfangsspannung s, (s, >0)
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5.5.3 Form fir cen Sonderfall z_ =0

Der Sonderfall zp ® O tritt auf bei Zentrifugen mit
Flillgut von vernachlissigbarer spezifischer Masse,
z.B. bei hochdrehenden Gasseparatoren.

Bei der Lésuhg mit gleichen Hauptspannungen muf3 gel-
ten: Zy = 0. Die Losung der Differentialgleichung
(5.11) ist dann fiir den Grenzfall der unbelasteten
Zentrifuge: r = cosh(x). Eine Zentrifuge mit einer
solchen Schalenmittelfliche ist durch ihre offene
Form unbrauchbar.

Da 2, in der Regel kleiner eins ist, sind in Abb.
5-9 die Losungstypen fir die Schubspannungshypothe-
senbereiche 3 bzw. 5 sowie entsor. der Gestaltin-
derungsarbeitshypothese eingezeichnet. Fiir den Fall
zwa-o fallen die Kurven bei gleichem Betrsg der
Anfangssnannung s1(0) fiir die beiden Bereiche so-
wohl bei der Schubspannungs- als auch bei der Ge-

staltinderungsarbeitshypothese iiberein.

Bei grofBer werdender Belastung 2, sffnet sich die
Schale stirker [32(0)> 0] bzw. sie schlieBt mehr
[s2(0)<o] .

5.5.4 Einflu von Zn und ¢
(Abb. 5-10 und 5-41)

Bei stirkerer Belastung (zF gréBer bzw. %@ kleiner)
schlieB3t die Form stirker.

In Abb., 5-10 sind die Kurven fiir variierendes zp
in der Schubspannungshypothese, Bereich 3, sowie
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52(6,) <0 \ ~

ZF:X :0
|51°|=1/2
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Abb.5-9 Verlauf der Mittelflache bei reiner Eigenbelastung Z

]
.25
1. Zp= g
ZF=5
Lo Z|:=7
\ zr=10
zg =10\ F
\ =
05+ fmin entspr.Abb.5-5
zW:o \
% =08 ZF =20
Gleiche Hauptspannungen
——— — Schubspannungshypothese, Bereich 3 (s =05)
0 T T —-
0 0.5 1 X
Abb.5-10 Verdnderung von Zg
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fiir die Rechnung mit gleichen Hauptsvannungen dar-
gestellt. Es wurde auf eine Darstellung nit 2y #0
bzw, 51(0) £ 1 fir s,» O verzichtet, de die Xurven
gualititsm#Big vergleichbar sind.

In Abb. 5-11 wird 2p festgehalten und # veriiert.

Yie in dieser und vorhergehenden Abbildungen zu se-

hen ist, gibt es Ldsungen fiir # kleiner als der

| kleinste Radius Toin
digend, da sie bedeuten wirden, daf$ die Fiillung aus-

laufen wiirde. Hierbei wire die Entstehung von fuer-

kriften konstruktiv nur schwer zu vermeiden, so daf3

. Solche Ldsungen sind unbefrie-

dann kein Membranspannungszustand mehr vorliegen

wiirde. Es muf3 daher gefordert werden:
€ > I"ml.vl .

5.5.5 Beschrinxung RYTin—

Exemnlarisch soll hier die Beschrinkung fiir den
Fall gleicher Hauptspannungen gezeigt werden
(z,, = 0).

Durch iterative Rechnung wurde die XKurve in Abb.
5-12 erzeugt. Sie zeigt, daB s> r ..
gehende Einschrinkung ist als r’’(0) €0.

eine weiter-

Da die Schale, wie in Abschnitt 5.5.4 gezeigt, fiir
stidrkere Zp kiirzer wird, gehort zur Abb. 5-12 eine
Schalenlingenbegrenzung. Sie ist in Abb., 5-13 dar-
gestellt. Hier ist die gri3te Schalenlinge fiir
#20,5 und 2p® 3,6 moglich. '

Vergleichend ist in Abb. 5-12 die XKurve ae = roin

fiir die Schubspannungshypothese, Bereich 3, eingetra-
gen. Sie ist, wie aus (5.14) hervorgeht, nur von

z,, und s1(0) abhingig und gibt eine obere Schranke
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Abb.5-13 Begrenzungen der Schalenldnge
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fir Zy bei gegebenem ¢ an.

5.6 Einige Bemerkungen

a)

b)

d)

Die Rechnungen haben gezeigt, daBl generell im Be-
reich sq>-0 eine LOsung moglich ist.
Die Unterschiede zwischen den Losungen unter Ein-
beziehung der Schubspannungshypothese oder'Gestalt—
dnderungsarbeitshypothese sind nicht gravierend.
Bei der Schubspannungshypothese hat man den Vor-
teil, daB durch Aufldsung das Differentialglei-
chungssystem um einen Rang reduzierbar ist. Es
148t sich somit schon auf relativ kleinen Rechnern
(etwa besseren,programmierbaren Taschenrechnern)
behandeln.
Die gewollte Schalenform kann durch eine Vielzahl
von Parametern nach Wunsch erzeugt werden. Bei ge-
gebenem 3eund Zy kann z.B. eine offene Schalen-
form gefunden werden durch
1) Bereichswahl (etwa Bereich 1),
2) Wahl der Anfangsspannung (groBes sq),
3) Verénderung von Zp (zF kleiner etwa durch

groBere Wandstidrke).
Die Losung fiir Sq = 85 = 1 ist auch fir Zy #0
moglich, wenn von der Forderung T = const.Abstand
genommen wird. Aus (5.7) folgt dann die Gleichung
fir t = T/To, wobei To die Wanddicke an der Stel-
le x = O darstellt:

&z, (-r?)

£t =e ,

Aus (5.8) erhdlt man mit nunmehr Zp = 2 Q'R

Ner'®

-y [’l-—iw!'a" T -:—Er + ¢ (rz._oez)] .

r

e
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6. Anhang: Einige rechentechnische Hinweise

6.1 Berechnung der Zentrifugenschale

‘Die Berechnung der Zentrifugenschale geschieht durch
Integration der Differentialgleichungen der Schale
unter Einflechtung der Rand- und Zwischenbedingungen.
Wenn das Differentialgleichungssystem reelle Eigen-
werte besitzt, kann es zu numerischer Instabilitit
kommen., Dies tritt bei der Schalenberechnung insbe-
sondere dann auf, wenn der gegenseitige EinflufBl der
benachbarten Rand- bzw. Zwischenbedingungen klein
ist. Um diese Schwierigkeiten zu umgehen, werden in
kurzen Integrationsschritten die ZustandsgréBen als
zusidtzliche Unbekannte eingefiihrt, d.h. die Integra-
tion erfolgt stiickweise liber kurze Schalenabschnitte;
die Losung wird mit der Berechnung eines linearen
Gleichungssystems gekoppelt.

Die Zentrifuge wurde unterteilt in n Schalenteile
(bei der Zentrifuge von Kapitel 4 sind es drei, nim-
lich Kegel, Zylinder und Kegel). Jeder Schalenteil
ist unterteilt in ny Streifen unterschiedlicher
Wanddicle und Linge. Jeder Streifen ist noch ein-
mal unterteilt in Ny Segmente. Hierdurch soll zum
einen eine numerisch stabile Losung zustandekommen,
zum anderen gestattet es die feine Unterteilung,
die Spannungen an den Schnittstellen ohne weitere
Rechenschritte zu bestimmen. Auf eine genauere Be-
stimmung der auftretenden Maximalspannung, etwa
durch Ausgleichskurve, wurde verzichtet.

Durch Benutzung der Unbekannten N4»Q,M;,U,W und
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ist es nur notig, die Zwischenbedingungen zwischen
zwel Schalenteilen zu formulieren.

Die Ubertragungsmatrix fiir ein Segment wurde nume-
risch nach dem Runge-Kutta-Verfahren 4. Ordnung
(klassischer Runge-Kutta) aus dem Differentialglei-
chungssystem der Schale gewonnen. Bei der Zylinder-
schale konstanter Wandstarke wurde sie exakt aufge-
stellt. Es gilt:

N, N,

Q ] Q "

Ml = W | M |+P  baw S.=US+T

U L U . 2T S

w r~ w o /TD
‘x-"-_'_,' X { ode!‘ %ifs\f-;’gé‘-r’:—.«i °

~

Das gesamte Gleichungssystem sieht wie in Abb. 6-1
dargestellt aus. Um das Gleichungssystem bequem

in Form einer Bandmatrix umzuordnen, sind die H3lfte
der Randbedingungen als lineare Anfangsbedingungen

zu Beginn des Gleichungssystems, die restlichen line-
aren Endbedingungen zu Ende des Gleichungssystems
formuliert.

Die Gleichungsmatrix wurde umgeordnet in Form einer
Bandmatrix, wobei, um Kernspeicher bei der Berech-
nung zu sparen, in jedem Block (Anfangsbedingungen/
Ubertragungsmatrix/ Zwischenbedingungen/ Endbedin-
gungen) bereits vor der Berechnung eine GauBsche
Triangulisation vorgenommen wurde (Abb. 6-2).

Die Berechnung des so stark reduzierten Bandglei-
chungssystems wurde mit der GauBschen Eliminations-
methode (mit Pivotisierung) durchgefiihrt.



-91-

Die Rechenzeiten sind sehr gering. So dauerte die Be-
rechnung des Zylindermodells, bestehend aus 50 Teilen
unterschiedlicher Wandstarke, an der Rechenmaschine
TR 440 (Telefunken) bei Durchfiihrung erster Optimie-
rungsschritte weniger als 1,4 Sekunden. Die benutzte
Bandbreite war 6+1.

6.2 Das optimale Gradientenverfahren

Das optimale Gradientenverfahren sucht iterativ ein
relatives Minimum bzw. Maximum einer Funktion f (x).

Es gilt fiir das absolute Differential der Funktion:

) T
dF() = 35 dx, + S5 dnre Sodso= grad (1) ds

oder dF = Lgrad ()] d - cos| grat(r), o]

Die groBte lokale negative Anderung wird erreicht,
wenn

Cos[%ri\d(()l. chJ =-1 P

d.h. wenn grad(f) und dx negativ parallel sind.

Das optimale Gradientenverfahren sucht in der Rich-
tung des groBten Abstiegs mit Hilfe der linearen Su-
che das relative Minimum, bestimmt an dieser Stelle
wieder den groBten Abstieg etc.
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Der Vorteil des Verfahrens ist die relativ einfache
Programmierung. Der Nachteil ist die Irfordernis,

den Gradienten zur Hand zu haben (bzw. hier rechne-
risch zu bestimmen) und die schlechte Konvergierung

von unglinstigen Startpunkten.

Methoden, die mit dem Gradienten operieren und je
nach geforderter Genauigkeit und zu berechnender
Funktion schneller rechnen, sind:

a) die Parallele-Tangentenmethode,

b) die konjugierte Gradientenmethode,

¢) die variable Metrikmethode (beinhaltet b) ),

d) die Huangsche Matrizenmethode (beinhaltet c) ).

Fir die im Rahmen dieser Arbeit geforderte Genauig-
kelt erschien es nicht ratsam, auf eine dieser auf-
wendigeren Methoden zurlickzugreifen. (Es reichten in
der Regel drei bis wvier Iterationsschritte; den GroB-
teil der Rechenzeit raubte die lineare Suche!)

6.3 Das "Powell-Verfahren"

Das Powell-Verfahren findet fiir eine quadratische
Funktion der Art f(x) = g?&g + QTE + ¢, deren Kon-
stantenmatrizen A,b,c nich% gegeben sind, nach spia-
testens n Iterationsschritten das Funktionsminimum,
ohne daB auf der Funktionsgradienten zurlickgegriffen
werden mufl. %rmuﬁ-positiv definit sein. Fur zhnlich
geartete Funktionstypen soll das Verfahren vergleich-
bar der variablen Metrikmethode sein. Da das Powell-
verfahren ohne die aufwendige kiinstliche Berechnung
eines Gradienten auskommt, bietet es sich fiir die
Optimierungsprobleme der Kapitel 3 und 4 an.
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Das Verfahren baut auf zwei Theoremen auf :

Theorem 1: :

Man habe m (m¢ n) zueinander A-konjugierte Richtun-

gen Gi- Die Funktionsminimumstelle in dem von den

Vektoren Y aufgespannten m-dimensionalen Raum sei
~ , wobei die & i 24 bestimmende Kon-

Xn = %o v X

stanten sind und X, ein Startpunkt ist.

Das Minimum ist:

min f = ‘: X, fzxtq F(" )i‘:ﬁ:‘é gt “igéﬁ.*ﬂl‘_—ﬁ_ +,§,TK];].

a=1 t=

Es treten keine gemischten Glieder c)(;oca wegen der
A-Konjugiertheit der Richtungsvektoren auf. Es
reicht daher &; so zu bestimmen, dafB

; 'Tﬁ“?i +«;[§I§ﬂ; +ﬂ;—§ Ko+ bT.ch-]

" minimal wird, d.h. einmaliges Suchen nach dem Mi-
nimum in Jjeder Richtung.

Theorem 2:

Sind X, und X4 Minima in einem Raum, welcher die
Richtung_g beinhaltet, so sind ()f,’l - 350) und q
g—konjugiert :

%[F(Z&o‘r)\ﬂ)]: Zl:ﬂréa + iﬁ + irﬁ§3+ T—é =G bh./\=0 ;

.9_3[;(,&+13)']=LA{53 +§§g *fl +§é=o bee A=0 .

Subtraktion der beiden Gleichungen:

(_54—350)7& q=0 (g-e.d.).
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Verfahren:
1) Start mit beliebigen nicht-parallelen
Richtungen é; im Punkt X,
2) fiir i = 1...n wird A so berechnet, daB
f(zci_1+ xS i) minimal wird. x; = 3.‘1._'1*15&
3) fiir i = 1...n-1 wird §i durch 514-1 er-

~

setzt,

4) AS'! = Z,‘n - 2,(1)

5) A wird so berechnet, daB f(x,* A8.)
minimal wird. x_ = x_ + A %

.'\,0 ~1n -~ N 9
zurick nach 2)

Induktionsbeweis: Nach k Iterationsschritten seien
die Richtungen &, _ . ., én-“; . §n

fiir die k+1.%te Iteration ;{\_-—konjugier‘t. Nach Theorem
1 ist im k+1.ten Schritt 5as Minimum in dem von den
k Richtungen aufgespannten Raum zu finden. Der aus
der k+1.ten Iteration hervorgehende Punkt x ist ‘
ebenfalls nach Theorem 1 ein solcher Minimumpunkt,
so daB nach Theorem 2 die neu gewdhlte Richtung kon-
jugiert zu den Richtungen é,,.m,, s ,,‘,én ist .

Der Punkt X der 2.ten Iteration sowie der Punkt
X sind beide Minima in der Richtung §, . Die 2.te
Iteration bringt also zwei A-konjugierte Richtungen
als Induktionsbeginn. Nach ; Iterationen sind alle
Richtungen A-konjugiert und nach Theorem 1 ist das
Minimum im n-dimensionalen Raum gefunden.
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6.4 Lineare Suche nach dem Funktionsminimum einer

unimodalen Funktion

Gesucht ist das Minimum der unimodalen konkaven Funk-

tion
f(s)

= f( x

X, + s:d,) im Bereich s>O0.

Folgende GrdBen seien gegeben:

%o

Bo
f"'
3

> > >

Die Funktion
Form

f(zo)’

Gradient an der Stelle‘5o,
geschitzter Minimumwert mit ftéfmin,
globale Genauigkeitsschranke fiir s .

wird angenZhert durch eine Parabel der

f(s)= xg? + /33 + oy

1. Schritt:
2. Schritt:

3. Schritt:

a =0, f(a) = fa = fo.

Lineare Extrapolation; mit der An-
fangssteigung

£, = £°(0) = g-d  folgt
b:-l(ﬂ'?")/fé 3 'Fb= F(b)-
Quadratische Interpolation (bzw.
Extrapolation):

2 1
c- Zhb: f+6b-F 2 f= £le)

k.ter Schritt: (k> 3):

o, L=+ (=) E(8)  r .
S$== 2 £
¥ falb-c)+F, (c-a)+ F @@b) ) = (s ),

€a
Ist min;(f)-s* ls , so folgt Em.hx mMin ( "5)
L

<

fa
sonstrmx(?) und entsprechende Abszisse
(4

durch f* bzw. &' ersetzen.
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Auf eine kubische Interpolation in der NZhe der Mini-
mumstelle wurde wegen der geforderten grdberen Genauig-
keit und der numerischen Unsicherheit (Rauschen in-
folge Losung des Differentialgleichungssystems, Be-
rechnung von Exponentialfunktionen, Abarbeitung ei-

nes groBen Gleichungssystems etc.) verzichtet.

6.5 Losungssuche nach der Wurzel der algebraischen
Gleichung (2.4)

Gesucht ist die reelle positive Wurzel des Polynoms
b,¢c,d 20

()= x"-bx —cx -4 md _ I
o '(‘\[b‘i’ % (MH{N&HJQ .

Man kann sich die Funktion zusammengesetzt denken aus
den Teilfunktionen

94 = %

g (brrextd) (siehe Abb. 6-3) ,
. =

Beide Funktionen haben im Bereich x >0 nur definierte
Werte mit einem Vorzeichen, so daB die zusammenge-
setzte Funktion bei nicht verschwindendem 4 in die-
sem Bereich eine reelle Nullstelle besitzt.

Die Nullstelle kann eingeschrinkt werden durch:

» g
X & X £ X, wat

\
L, = -\/ % X w/%z-rd‘ 2 po:r.itive Nullstelle von

4 A

X,= * \/:r = zusammengesetzte L¥sung aus
reiner Momenten- bzw. reiner
Normalkraftbeanspruchung,
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swoukjogd sap bBunpyuwiauageys)nN

P+ xo+.~x£- =%6

N

ix Exslix

£-99qVv

¥ (X}
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denn es gilt:
Flx) = = xce <0, |
Fou) = 2437 ¢/d+ VB (5Vbd-c )+ YT (4Ved-0) > 0,
da 4 vVed-c>0 .

Anmerkung: Eine kleinere obere Schranke ist durch

X5 = Vb+vd+vbvg" gegeben, wird aber wegen der
unbequemen Berechnung ibergangen,

Die Wurzel kann mit Regula falsi zwischen diesen Wer-
ten gesucht werden.

Es zeigte sich, daB mit dem gewohnlichen Newtonver-
fahren schneller gearbeitet werden konnte. Als Aus-
gangsndherung wurde der Wert X =-Mb+ﬁﬁT gewahlt.
Es gilt: Xg & X3¢%, .

An diesem Punkt (XB) ist die Steigung bereits posi-
tiv, so daB das Verfahren nicht mehr zum negativen
Wurzelwert konvergieren kann:

ﬁ'(x3) = 2 X3 ({H--LJT)"’JC >a .

Die geforderte hohe Genauigkeit |x-x,.| g‘qa'g
konnte in der Regel nach 3 bis 5 Schritten erreicht
werden.

Die exakte Aufldsung der Gleichung 4. Ordnung war
zum einen nicht anndhernd vergleichbar schnell, zum
anderen war die Losung durch die wiederholten Auf-
rufe von Kreisfunktionen bzw. Exponentialfunktionen
sowie Wurzelberechnungen nicht genau genug.



=99~

SchluBbemerkungen

In der vorliegenden Arbeit wurde am Beispiel der Zen-
trifugenschale ein Iterationsverfahren vorgestellt,
welches es gestattet, flir rotationssymmetrische, sta-
tisch belastete, elastische, biegesteife Schalen mit
kontinuierlichem und diskontinuierlichem Wanddickenver-
lauf die Wanddicke so zu bestimmen, daB in keinem Punkt
des Schalenkontinuums die Vergleichsspannung nach der
Gestaltinderungsarbeitshypothese einen vorgegebenen
Maximalwert iiberschreite t. Als Zielfunktion ist das
Minimum des Schalenvolumens gesetzt. Die konstruktiv
wichtige Beéchrénkung eines Minimalwertes fiir die
Wanddicke ist in die Betrachtung einbezogen. Das
problemorientierte Verfahren ist den iiblichen Ver-
fahren der mathematischen Programmierung weit liber-
legen. So liegt die Anzahl der Aufrufe (= Schalenbe-
rechnungen) oft unterhalb der bendtigten Zahl zur
einmaligen Gradientenermittlung.

Das im Zusammenhang mit der Wanddickenbestimmung
entwickelte Verfahren zur Konvergenzbeschleunigung
148t sich auch auf andere Problemstellungen ﬁbértragen,
etwa die Nullstellenermittlung eines nichtlinearen
Gleichungssystems.

Es wurde gezeigt, daB die Bestimmung der LZngen von
Schalenstreifen jeweils konstanter Wanddicke (Ziel:
groftmégliche Reduzierung des Bauvolumens) an der am
meisten beanspruchten Zentrifugenzylinderschale durch
das Vorhandensein mehrerer relativer Minima nur er-
schwert {iber globale Extremumsuchverfahren mdglich
ist, daB es hingegen nicht notig ist, die Zahl der
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Streifen hoch anwachsen zu lassen, da die Volumener-
sparnis mit wachsender Streifenzahl stark degressiv
ansteigt.

Die gewonnenen Erkenntnisse aus der Wanddickenermitt-
lung wurden an der in der Praxis vorwiegend angewand-
ten Zentrifuge, bestehend aus Zylinderschale mit zwei
Kegelschalen als Deckel, beispielhaft demonstriert.

In einem weiteren Teil der Arbeit wurde unter Zugrun-
delegung der Membrantheorie der Verlauf der Mittelfla-
che einer Zentrifugenschale konstanter Wanddicke ver-
gleichend fiir im gesamten Schalenbereich konstante
Hauptspannung, konstante Vergleichsspannung nach der
Schubspannungshypothese sowie konstante Vergleichsspan-
nung nach der Gestaltédnderungsarbeitshypothese be-
stimmt., Es wurde darauf hingewiesen, dal der Spannungs-
verlauf iiber den Radius den moglichen Minimal- bzw.
Maximalwert des Schalenradius vorgibt. AuBerdem ist

die Schalenform gepridgt von der Wahl der Anfangsspan-
nungen sowie von der Belastung. Es wurde auf die ge-
ringfiigigen Differenzen bei der Losung nach den diver-
sen Spannungshypothesen hingewiesen und empfohlen, die
rechnerisch einfachere Schubspannungshypothese zu'ver—
wenden,
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