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Zusammenfassung

¥s wird ein algorithmus hergeleitet, mit dessen
Hilfe Querschnittsflachenverlaufe von Staben be-
liebiger Auflagerung unter nichtperiodischer
dynamischer belastung von begrenzter bauer so be-
stimmt werden, daB die stabe minimales Volumen
aufweisen. Dabei ist zu bericksichtigen, dalB die
Spannungen einen zulassigen Wert an keiner Stelle
und zu keiner Zeit Uuberschreiten. Zur Beurteilung
der theoretischen krgebnisse werden Versuche durch-
gefihrt. Der Vergleich bestatigt die richtigkeit
der verwendeten Theoris.

Summary

An algorithm for solving the problem of the minimum
volume design of any supported elastic beam subjected
to non-periodic dynamic load of short duration is
presented. ''he stresses can't exceed a given admigsible
value at any point and at any time. ‘‘he optimization
problem considered is therefore one with nonlinear
inequality constraints. For one particular dynamic
load an experiment was performed and the theoretical
and experimental results are compared. ihe measure-
ments are in good agreement with the results of the
calculation.
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1. Binleitung

Seit langem beschdftigen sich Ingenieure mit dem
Problem der Optimierung von Konstruktionselemen-
ten und ganzen ‘'ragkonstruktionen. kKine Ubersicht
Uber die groBe Anzahl von Veroffentlichungen auf
diesem Gebiet geben Sheu und Prager [1] sowie
Niordson und Pederson [2].

Beschranken wir uns auf das Problem des optimalen
Querschnittsflachenentwurfes dynamisch beanspruch-
ter Stabe und Platten, so lassen sich im wesent-
lichen zwei Problemgruppen unterscheiden.

In der einen Gruppe werden Stabe und Platten mini-
malen Gewichtes mit vorgegebenen tiefsten Eigen-
frequenzen der Langs- bzw. Biegeschwingung gesucht
[3-7] . Olhoff bestimmt den optimalen Dickenverlauf
einer Kreisplatte [8] und einer Rechteckplatte [9]
bei vorgegebenem Volumen und vorgegebener niedrig-
ster Eigenfrequenz. Die Optimierung der Stabquer-
schnitte bei vorgegebenen hoheren Eigenfrequenzen
beschreiben Weisshaar [10] und Olhoff [11] und
Thermann [12] .

In der zweiten Gruppe geht es darum, das bMinimum
des Stabvolumens zu finden, wenn bei einer gegebe-
nen periodischen Belastung die maximale Durchbie-
gung vorgeschrieben ist E13-1§].

Der Entwurf von Staben minimalen Gewichtes bei be-
schrankten Spannungen wurde bisher nur von Thermann
[12] fiir den Lastfall einer axial wirkenden perio-
disch veré&nderlichen Kraft durchgefiihrt.

In dieser Arbeit sollen nun instationdar zu Biege-
schwingungen angeregte Konstruktionseleumente be-
trachtet werden. Das Problew der Bemessunyg solcher
Elemente gewinnt immer mehr an Bedeutung.



Beispielsweise werden bei harten Landungen von
Luft- und Raumfahrzeugen Konstruktionselemente
instationar beansprucht. Hier wird die Bemessung
nach dem Gesichtspunkt minimalen Gewichtes bei
ausreichender Festigkeit durchgefihrt (minimal
weight design).

Bingespannte Stabe, die durch auflagerbeschleu-
nigungen- oder verzogerungen zu instationaren
Biegeschwingungen angeregt werden, wurden von
Lehmann und Ullenboom [17] so bemessen, daB in
jedem Querschnitt die Beanspruchung gleich grof}
ist.

In der vorliegenden Arbeit wird ein Verfahren
entwickelt, mit dessen Hilfe der Querschnitts-
flachenverlauf von Staben mit beliebigen Auf-
lagerreaktionen bei nichtperiodischer Erregung
von begrenzter Dauer so bestimmt werden kann,
daB die Beanspruchung in keinem Juerschnitt ei-
nen zulédssigen Wert iliberschreitet unda das Stab-
volumen minimal wird.

Unter dem Begriff der nichtperiodischen Erregung
von begrenzter Dauer fassen wir sowohl sehr kurze
stoBartige Einwirkungen als auch lénger andauern-
de Erregungen zusammen. Erregungsformen wollean wir
nur dann als stoBartig bezeichnen, wenn der Be-
schleunigungsverlauf des deformierbaren Korpers
an der StoBstelle uﬁétetig ist.,

Die Biegeschwingungen konnen verursacht werden
durch Bewegungs- und Kraftanderungen wie aufla-
gerbeschleunigungen, Einzelkrafte, Einzelmomente
oder Streckenlasten.

Bei den Erregungsformen unterscheiden wir:
- Erregungen ohne Rickwirkung.
Hier wird die &duBere Einwirkung explizit
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Abbildung 1.1

vorgegeben (Abb. 1.1 a). Dlie Systemriickwirkungen
werden vernachlassigt.

- Erregungen mit Rickwirkung.
Bei ihnen ist der Erregungsverlauf zunachst un-
bekannt und muB aus der Wechselwirkung zwischen
den einzelnen Systemteilen bestimmt werden
(Abb. 1.1 b).

Bei der Behandlung des Problemes trefien wir die

folgenden Voraussetzungen:

- Bei dem Konstruktionselement soll es sich um
einen linearen Schwinger handeln, dessen bLampfung
vernachlassigbar klein ist.

- Die Biegeschwingungen sollen dadurch zustande
kommen, daB Auflager beschleunigt werden, oder
Krafte zeitlich befristet auf das System wirken.
Wir befassen uns also mit den wegen ihrer Ab-
straktion vereinfachten Erregungen ohne Riick-
wirkung.

-



Mathematisch stellt sich die zuvor forwulierte
Aufgabe als Optimierungsproblem mit partiellen
Differentialgleichungen und beschrankten Phasen-
koordinaten als Nebenbedingungen dar. Zielfunk-
tion ist das lntegral iliber die Querschnittsflache
léngs der Stabachse, das einen minimalen Wert an-
nehmen soll. Die partiellen bifferentialgleichun-
gen enthalten Ableitungen nach einer Ortskoordina-
te und der Zeit und reprédsentieren die Bewegungs-
gleichungen des Stabes. Aus der Nebenbedingung,
daB die Biegespannung an jeder Stelle und zu allen
Zeiten einen zuldssigen Wert nicht lberschreitet,
resultieren die Beschriankungen der Phasenkoordi-
naten. Eine analytische Behandlung dieses Problems
ist nicht moglich, so dall nur iterative Verfahren,
bei denen man sich durch schrittweise Verbesserung
der LOsung ndhert, in Frage kommen.,

Zundchst werden in Kapitel 2 die Ditfferentialglei-
chungen verschiedener Stabmodelle gegenibergestellt
und die biodelle in Hinblick aul ihre Brauchbarkeit
gewiurdigt. Da bei der iterativen LOsung unseres
Problemes der Hauptautwand in der Analyse eines
Stabes mit vorgegebenem Flachenverlauf liegt, kommt
es wesentlich darauf an, ein schnelles und leistungs-
fahiges Verfahren zur Bestimmung des Spannungsver-
laufes zur Verfigung zu haben. Dazu werden in Ka-
pitel 3 verschiedene WMetnoden zur LOosung der par-
tiellen Differentialgleichungen besprochen und ver-
glichen. Als geeignet erweisen sich Verfahren, die
durch Diskretisierung in der Ortskoordinate die
partiellen Differentialgleichungen autr gewohnliche
Differentialgleichungen mit der Zeit als unabhidngige
Variable reduzieren. Es gelingt, abweichend von den
iiblichen Verfahren, bei denen das Differentialglei-
chungssystem in den Verschiebungen angeschrieben
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wird, das System direkt in den KraftgroBen zu for-
mulieren. Das ist hier vorteilhaft, da Beschran-
kungen bezuglich der Spannungen vorliegen. Ver-
schiedene Formen des Erregungsverlaufes als Funk-
tion der Zeit werden in Kapitel 4 behandelt, mit
dem Ziel, Abschatzungen fiur den Zeitpunkt des Auf-
tretens der maximalen Beanspruchung zu gewinnen.

Die Optimierungsstrategie wird in Kapitel 5 er-
ldutert. Mit dem dort entwickelten Algorithmus kann
in einem ersten Schritt der Stab gleicher Festig-
keit bestimmt werden. ber Querschnittsflachenver-
lauf dieses Stabes gleicher Festigkeit wird gegebe-
nenfalls solange weiter verbessert, bis ein relati-
ves Minimum des Stabvolumens erreicht wird.

Numerische Ergebnisse der Theorie fur verschiedene
Beispiele enihalt Kapitel 6.

Um die Gute der tneoretisch gewonnenen Ergebnisse
uberprifen zu konnen, werden diese abschliefBend in
Kapitel 7 den Befunden einer experimentellen Unter-
suchung gegeniibergestellt.
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2. Stabmodelle

2.1. Der Timoshenko-Stab und der Stab nach der
elementaren Theorie

Wir wollen die beiden bekanntesten eindimensionalen
Stabmodelle bescnreiben. Der Stab nach der elemen-
taren Theorie ist das einfachere lModell. Die Trag-
heitskrédfte resultieren bei ihm aus der transla-
torischen Bewegung der Stabelemente. Das Modell des
Timoshenko-Stabes [18] baut darauf auf und beriick-
sichtigt zusdtzlich die Iragheitsmomente aus der
Drehung der Stabelemente, sowie die Schubdeforma-
tionen infolge von Querkraften.

Die Timoshenko-Gleichungen gelten unter folgenden
Voraussetzungen:

- linear elastischer Korper,

- homogener, isotroper Werkstoff,

gerade Stabachse (Stabachse = x-~Achse),

¥y~ und z~Achse sind Hauptachsen des Querschnittes,
Schwerpunkt = Schubmittelpunkt,

kleine Verschiebungen und Verdrehungen.

Unter diesen Voraussetzungen sind die Schwingungen
in y- und z-Richtung sowie die Torsions- und Léngs-
schwingungen entkoppelt.

Betrachten wir nur Schwingungen in der x-z-Ebense,

so setzt sich die Gesamtverschiebung u, aus zweli

Anteilen zusammen:

- der Verschiebung infolge Formanderung durch das
Biegemoment: u

- der Verschiebung infolge Querkraftdeformation: u



g o

Es gilt:
U,= u-+ u (2.1)
z (M)Z @Z

Abbildung 2.1 zeigt, daB an der Drehung des Stab-
elementes nur buz/ax beteiligt ist.
M
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Aus den Gleichsgewichtsbedingungen (vgl. Abb. 2.2)
und den Forminderungsgesetzen fir Biegung und
Scherung ergeben sich mittels einracher kEliminations-
prozesse die beiden Differentialgleichungen

du Ju
d 337_ GAx) [9uz 94z _ )_o_«)i.
ax[E]v ‘)a;)] ® (3x Ox Sy ot* 0 &2

und
2 |GAXM [duz Y )
_.ax[ & (axz -3 )]-l—gA(x

die vom hyperbolischen Typ sind.

= ‘1(" t (2.3)

In den Gleichungen bedeuten EJyy(x) die Biegestei-
figkeit um die y-achse und GA(x)/® die Schubstei-
figkeit in z-Richtung. Der Koeffizient ® héngt haupt-
sdchlich von der Form des Stabquerschnittes ab. Seine
Abhangigkeit von der Schwingungsfrequenz ist vernach-
ldssigbar, was von kindlin u.a. EVﬂ experimentell
nachgewiesen worden ist. Werte fiur die GroBe von %
k6nnen der Literatur [20] entnommen werden. In Ta-
belle 1 geben wir sie fiir einige Querschnitte an.
Anzumerken ist noch, daB Gleichung 2.2 nur fur sol-
che Stdbe giiltig ist, bei denen die Querschnitts-
flache, die zur Drehtragheit beitragt, identisch

ist mit der Querschnittsflache, die die Biegestei-
figkeit beeinfluBt. '

Wenn in den Gleichungen 2.2 una 2.3 der kinflufl
der Drehtragheit und der Schubdeformation vernach-
lassigt wird, so folgt die Difterentialgleichung
fir den Stab nach der elementaren ''heorie:



14—

%x [E] y(x)gu] gA(x)aﬂ—-q(xf) (2.4)

Wwir fihren folgende dimensionslose Grofen ein:

Koordinate: X = L 3 | (2.5)
Zeit: t ='r%_' T (2.6)
Verschiebung: Cuy=Lw | (2.7)
Streckenlast: q = EL-q (2.8)
Querschnittsflédche: A= Ll A (2.9)

mit L als Lénge des Stabes.

Bei vielen Stabprofilen, deren Juerschnittsanderung
nur von einem Parameter abhdngt, konnen das axiale
Tragheitsmoment Jyy@), sowie das Widerstandsmoment
W(§) in vielen Fillen in der Form AP mit p=const
ausgedriickt werden [13) :

Flachentrédgheitsmoment: ]yy (8)=ol l.j Ar(’é) (2.10)
3 3¢
Widerstandsmoment: Wy (§)= 13 L A (%) (2.11)

&, 3,7, P sind Konstanten, die fir die einfachsten
doppeltsymmetrischen Querschnitte der Tabelle 1 ent-
nommen werden konnen.

"y_20) '_00)
O-3% + O=5¢

wird aus den Gleichungen fur den Stab nach der Timo-
shenko-Theorie

[OLA(g)w] GA@[ (%J.ﬁjﬂ_@.w}o (2.12)

Mit

M E o E M)
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Stabgeometrie a B n
Rechteckprofil h = const. h2 h
. 1912 BL
=k b = blg) 1213 5L
K2
w= B h= hig)
b — h £ yE 12
b= €= const 12 6
T X
h -
l b = const 2 n
. 12b2 6b
Y h= hig)
Kreisprofil
- m.ré
I 4
3 = 1 1
W= n‘r r=rlg) in T 133
I - Profil
12 2bhH2
4 [Steg vernach-
H lassigt
W= 2bh3 h,H = const. | p2 H 2.8
2 2L -
b=bilg) ‘e

Tabelle 1
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und
-—— ) re
(E ) ) . - ~—
LR (W B G g e

sowie fir den Stab nach der elementaren Theorie

i _ o
[eL A (E) Wn} + ﬂ!gj‘—(g—)- W =g (¢,T) (2.14)

Bei Erregungen in Form von translatorischen Auf-
lagerbeschleunigungen kann die Beanspruchung durch

q(eT)= %A(?) a(7) (2.15)

ausgedriickt werden.

Eine geschlossene analytische Losung der Differen-
tialgleichungen 2.12 bis 2.14 unter Beriicksichti-
gung der Anfangs- und Randbedingungen und beliebig
verénderlichem Querschnittsflachenverlauf ist nicht
moglich. Wir sind auf numerische Lésungsmethoden
angewiesen, die im 3., Kapitel behandelt werden.

2.2. Vergleich der Stabmodelle

Es gibt eine Anzahl Veroffeantlichungen, in denen

die eindimensionalen liodelle mit den LOsungen der
lheorie von Pochhammer [21 und Chree [22] fiir den
unendlich langen Stab mit konstantem kreisfdrmigen
Querschnitt (Radius r) verglichen werden. Abramson [23]
vergleicht die Ausbreitungsgeschwindigkeit harmo-
nischer Wellen in Abhéngigkeit von der wellenlénge A .
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Die Theorie von rochhammer una Chree liefert unend-
lich viele Kurvendste fir die ausbreitungsgeschwin-
digkeiten in abhangigkeit von der wWwellenlange - ein
Effekt, der durch die Reflektion der vellen an den
Grenzflachen entsteht. Die Ausbreitungsgescawindig-
keiten sind nicht mehr konstant, sondern hingen von
der Wellenldnge ab. Diese Erscheinung wird als Dis-
persion bezeichnet. In Abb. 2.3 sind nur die unteren
beiden Kurvenéste der Pochhammer-Chree-~Theorie wieder-
gegeben. Beim Stab nach der Timoshenko-Theorie er-
geben sich nur zwei Kurvenaste, von denen der untere
gut miv dem der Pochhammer-Chree-Theorie uberein-
stimmt, wdhrend der obere im Bereich kurzer Wellen-
ldangen davon abweicht [24] .

Der Stab nach der elementaren Theorie zeigt auch
Dispersion, liefert aber nur einen einzigen Kurven-
ast, der nur bei groBen Wellenlangen mit dem unteren
Ast der Pochhammer-Chree-Theorie iibereinstimmt. Sehr
kurze Wellen breiten sich gemdaBl der elementaren
Theorie unendlich schnell in dem Stab aus, was
physikalisch unsinnig ist.

Von dem Stabmodell gem&B der elementaren Theorie
kénnen wir dann brauchbare Ergebnisse erwarten,
wenn der Stab zu Schwingungen in seinen niedrigen
Frequenzen angeregt wird. las kompliziertere Timo-
shenko-liodell muB3 dann verwendet werden, wenn sich
in dem Stab hochfrequente Schwingungen infolge
kurzzeitiger stoBartiger Erregungen ausbilden.
Dies wird durch Untersuchungen von Bartram [29]
belegt, der die Ergebnisse der ‘rtheorie mit denen
des Experimentes vergleicht.
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3. Losung der Stabgleichungen

Die partiellen Differentialgleichungen fir den
'imoshenko-Stab und den Stab nach der elementaren
Theorie beschreiben die Bewegung eines Schwingers
mit kontinuierlicher lMassenverteilung. Ihre LoOsung
unter vorgegebenen Rand- und anfangsbedingungen

ist im allgemeinen nur aul numeriscnem Wege moglich.

%.1. LOsungsmethoden

Wir wollen auf vier bekannte Losungsmethoden naher
eingehen:

- die Charakteristikenmethode

das Differenzenverfahren v

- die Entwicklung nach Eigenfunktionen, lodale Analyse

- die diskreten Modelle

' 3,1.1. Die Charakteristikenmethode

Die Charakteristikenmethode fihrt, wenn das System

der partiellen Differentialgleichungen vom hyperbo-
lischen Typ ist, und man ldngs reeller Charakteristi-
ken rechnet, auf ein System gewohnlicher bifferential-
gleichungen. Nach Bartram Pi] bietet diese lethode
besonders dann Vorteile, wenn Stébe mit veranderlichen
Querschnittsflachen aut sehr kurzzeitige Erregungen
hin untersucht werden sollen. Wir haben diese liethode
nicht in Betracht gezogen, da sie nicht auf die
Differentialgleichung des Stabes nach der elementaren
Theorie anwendbar ist.
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3.1.2. Dag Differenzenverfahren

Mit dem Differenzenverfahren werden die exakten
Differentialgleichungen in mathematischer Hinsicht
naherungsweise gelost. Dabei ersetzt man die Diffe-
rentiale durch endliche Differenzenquotienten. Da-
mit die LOsung stabil bleibt, missen sehr kleine
Rasterweiten vornehmlich in der Zeitkoordinate ge-
bildet werden, was zu grofBen kechenzeiten und zu
hohem Speicherbedarf fiihrt [25] .

3.1.3., Entwicklung nach Eigenfunktionen, iodale
Analyse

Die orts- und zeitabhingige LOsung .y(x,t) der par-
tiellen Differentialgleichungen kann nach kigenfunk-
tionen entwickelt werden in der Form

o0
w (x,t)=2_ W (x) ¢;({) (3.1)

i=4

Fir die Entwicklungskoeffizienten ci(t) ergeben sich
unter Verwendung der Orthogonalitatseigenschaften

der Eigenfunktionen wi(x) einfache Differentialglei-
chungen, die durch Quadraturen geldst werden kdnnen.
Der Anwendung dieses Verfahrens steht allerdings ent-
gegen, daBl die Eigenfunktionen fur Stdbe mit verin-
derlichem Querschnitt nicht mehr analytisch bestimm-
bar sind und ihrerseits durch numerische Ngéherungs-
verfahren ermittelt werden missen. ba auf numerischem
Wege ohnehin nur eine endliche aAnzahl der unendlich
vielen Eigenformen bestimmt werden konnen, liegt es
nahe, von vornherein den Stab mit unendlich vielen
Freiheitsgraden durch einen Schwinger von endlichem
Freiheitsgrad zu approximieren.
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3.1.4., Diskrete liodelle

Bei Verwendung diskreter imodelle wird der 3tab
physikalisch idealisiert, was zu einem System ge-
wohnlicher Differentialgleichungen fuhrt. Wir un-
terscheiden die "Lumped Mass'"—~ und die "Finite Ele-
ment"-iiethoden. Bei der ersteren wird die kontinuier-
lich verteilte lMasse und Biegesteifigkeit durch ein
System von masselosen Federn und kinzelmassen er-
setzt. Bei der "Finite Element'"-methode wird der
Stab in Elemente endlicher GroBe zerlegt. In die-
sen Elementen werden die bLitferentialgleichungen
nadherungsweise durch ansatzfunktionen gelost und
die Losungen unter Berucksichuigung der Vertrag-
lichkeit und des Gleichgewichtes zu einem Glei-
chungssystem zusammengesetzt.

Wir benutzen in dieser Arbeit die "Lumped ass"-
liethode, die auf eine llassenmatrix in Diagonal-
form fihrt und physikalisch besonders anschaulich
ist.

3.2. Die "Lumped Mass'"-liethode

3.2.1. Diskretisierung in der Ortskpordinate

Wir wollen den Stab mit seiner kontinuierlich ver-
teilten liasse, Biegesteifigkeit und Schubsteifig-
keit durch ein mechanisch méglichst gleichwertiges
Modell ersetzen, das nur noch aus Einzelmassen und
magselosen Federn besteht. vazu teilen wir den Stab
gemaB Abb. 3.1 in n dquidistante Abschnitte mit der
Lénge 1 =L/n auf und unterscheiden an n+1 Knoten-
punkten die Querschnittsflachen A;. Zwischen den
Knotenpunkten linearisieren wir den Flachenverlaut:

A= A+ Azhenn (3.2
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Abbildung 3.7

Den Knotenpunkten werden kiassen m. zugeordnet:

1
m, = —g-'-lé—":—-(-l&i.,, + GR("F /—3\;+4)|. for i= 1 n-1 (3.3)

An den Réndern erhalten wir &hnliche Ausdriicke.
Zur Bestimmung der Massentrigheitsmomente ideali-
gieren wir die kontinuierlich veranderliche hiasse
durch einen Quader. Fir den Stab mit konstanter
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Breite und verdnderlicher Hohe erhalten wir das
Massentrégheitsmoment

_gl 64 l°b
Ony 694'1":; (A +6K +F“_“) 4+L.+ A q'+6A A ) (3.4)

filr i = 1(1)n~1

Wir definieren eine Ersatz—Biegesteifigkeit Eﬁi
fir die Feder i, bei der ein uber die Lange konstan-
tes Schnittmoment Mi die gleiche Durchbiegung max u

am Ende hervorruft wie bei dem Stab miv verédnderlichem
Querschnitt
{ l

() - [Mn .5
max(%)z j_E]i(Q) dv jEﬁi—— dy (3.5)

Unter Bericksichtigung von Gl. 2.9 fiuhrt dies bei
einem Rechteckprofil konstanter Breite und veran-
derlicher HOhe zu den 'Iragheitsmomenten

C it r b "
’j=4—1—b£Ai“‘A'* fuv ‘—4->—Ai.

LA _1- u i- ‘—.i
ZbLAi-a At ‘{’TA <A

b fur L= 20N (3.6)

An freien Rédndern mit verschwindenden Juerschnitts-
flachen rechnen wir mit einem Schnittmomentenver-
lauf, wie er sich aus der Belastung durch Eigenge-
wicht ergibt.

A 43 A y 13 ‘
1,=04 LA, J=0o4LA,_,, (3.7)
Zur Bestimmung der Ersatz-Schubsteifigkeit Gﬁi

nehmen wir an, daB der Stab durch eine konstante
Querkraft beansprucht wird. Unter der Bedingung
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gleicher Verschiebung max u_, am Ende des Stabele-

Qf

mentes erhalten wir fir alle hier betrachteten
Stabprofile

A Lz(K;M ‘Ki)/ln Ain fur Ki-.‘ > A
A= ‘ ~ o (3.8)
E(A'L“Aivq)/[h%— far Ai—a { A;

-a

gowis

A 2= _ —

A\=LA; wenn A;=A‘--.‘ (3.9)
Bei verschwindenden Querschnittsflachen an den Ran-

dern nehmen wir einen Querschnittsverlaui’ an, der
aus dem Eigengewicht resultiert:

- A - ‘
Ao= %—EA4 An=%l:AV\-—'\ (3.10)

3.2.2. Aufstellung der Matrizendifferentialgleichung

Zur Bemessung der Stabquerschnitte benotigen wir den
Schnittmomentenverlauf. Wir werden deshalb Bewegungs-
gleichungen aufstellen, in denen die Schnittmomente

Mi als Koordinaten erscheinen. Dazu betrachten wir
das masselose Stabelement mit der zuvor ermittelten
konstanten Biege- und Schubsteifigkeit und die Kno-
tenmasse m; in Abb. 3.2, an denen #uBere Krdafte FAi’
duBere lomente MAi’ Tragheitskratrte, ITragheitsmomente,
sowie Schnittkrafte @ und Schnittmomente i’ r
angreifen. Der hochgestellte lndex kennzeichnet die
Schnittstelle links bzw. rechts der hiasse m, .

i M,
und 1

Mit Hilfe elementarer hkiethoden erhalten wir den Zu-
sammenhang zwischen Kraft- und WeggroBen.
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Federi: Massel
Q; - M| Q;
X ) i |
FAl
iy
Feld i: : Qi1
l MAi\_/
x‘ elgl
uzi-1
)z
Abbildung 3.2
) l r L )
W, om - e (M oMY | (3.11)
(M\Zt ZE} ( =4 \.) (M)Z._-q A _
und

Uz-—~—-(7-M~«+M)+G 0 +LuZM Up,, (3.12)

(%

wenn wir die drei Gleichgewichtsbedlngungen fur
die Feder i und die iuasse m; beriucksichtigen, so

.o . N e .
konnen wir u_., u_. und uw, aus den Gleichungen

zi? i
eliminieren: (M?

(2b; +0;) L@;-3b; M} -¢,_, LA,y +diy M{_; + (¢ +c; +d;_;) LQ,

l (3.13)
“diaMi-ci LQiy==di My g ¢, LFy_, +¢ LF,,
und
~3b; 18; +6b, M} -d,_, M!_, -q,_, L0, +(d;+d;_) M
(%.14)

+d;1Q;,, -d, ML1'dn1MAh1‘diMm
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mit den Abkiirzungen

3 1 [Z
Die Gleichungen gelten fur ein Stabelement im Innern
des Systems. An den Randern sind die sSeziehungen un-
ter Bericksichtigung der Randbedingungen gesondert
herzuleiten. Fir ein links eingespanntes Stabende
ergibt sich beispielsweise:

(2b,+a)L8,-3b M, +c,10,-¢,l0Q,=c,LF,, (3.16)

und

e |

~3b,18,+6b, M) +d,M} +d,10,-d M,z ~d,M,, (3.17)

Wir erhalten ein System von bifferentialgleichungen,
die,wenn wir sie richtig geordnet untereinander-
schreiben, die in Abb. 3.3 wiedergegebene Bandstruk-
tur zeigen. |

.9 g.
S| + | '..d....; s = i(t)
ol i
I
— A
1L L S )
g =q 1A]
) 1 0 - 1 1 1
[ € =6 |0 0 d =d |1 1
2 -3
b = b -1 0 -1 -1
-3 6

Abbildung 3.3
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=i
ab, in denen die Bigenschaften des i-ten Llementes

als Koeffizienten erscheinen. ln den durch Schraffur
gekennzeichneten Bereichen werden die Koeffizienten
der sich luberschneidenden Lklementmatrizen summiert.
Die entstehende matrizendifrerentialgleichung schrei-
ben wir in der Kurzform

Bs zeichnen sich klementmatrizen a» gi, ci und 4.

As+Bs={(t) (3.18)

Die Liatrizen A und B sind quadratisch, da die an-
zahl der unbekannten KraftschnittgroBen s, der
Anzahl der Knotenpunktfreiheitsgrade entspricht.
A und B sind symmetrisch.

Bei der Aufstellung der Bewegungsgleichung bleiben
Démpfungskrdafte unbericksichtigt. Dies ist zu recht-
fertigen, wenn wir davon ausgehen, dal bei den hier
betrachteten nichtperiodischen Erregungen der Maximal-
wert der Beanspruchung nach sehr kurzer Zeit erreicht
wird, bevor die Dampfung viel Energie aus dem Kon-
struktionsteil absorbiert hat. Auf diese Annahme
werden wir in Kapitel 4 ndher eingehen,

Streckenlasten werden durch statisch aquivalente
Einzelkrafte ersetzt, die aut die Knotenpunkte
wirken. Vorgegebene Autlagerbeschleunigungen sind
bei der Aufstellung der Bewegungsgleichungen an den
Randern zu berilicksichtigen.

Wenn wir in den Bewegungsgleichungen fir den Stab
nach der Timoshenko-~Theorie die Terme mit der Dreh-
tragheit und der Schubdeformation streichen und die
beiden Gleichungen addieren, so ernhalten wir die
Bewegungsgleichung fir den Stab nach der elementaren
Theorie:
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bi Mi_y+ 2(b; +b;,q ) M +b;, M g +ciy My, =2(c;y+¢;) M,

+lciqvbe; +ci ) M= 2(ci+ci ) M +ci M, =
L (3.19)

=i Maia+ (e 142¢;) My g =i LFpi 1= 2¢; +¢,) My,

= 2¢; LFai +Ci 1 Maisr = €; LFai 1= by Mai_y=2b; 1 My,

Die Bewegungsgleichungen lassen sich wieder zu
einer Matrizendifferentialgleichung in der Form
von Gl. 3.18 zusammenstellen. Die watrizen A
und B sind wiederum quadratisch. Sie haben ein
viertel der GroBe der Timoshenko-Beziehungen,
da der Stab nach der elementaren ‘l'heorie bei glei-
cher Knotenpunktzahl nur halbsoviele Freiheits-
grade aufweist. Die Matrizen sind ebenfalls
symmetrisch.

3.2.3. Die Losung der Matrizendifferentialgleichung

Die Losung der linearen gewohnlichen kiatrizendiffe-
rentialgleichung mit konstanten Koeffizientenmatri-
zen stellt ein Anfangswertproblem in der Zeitkoor-
dinate dar. Eine Ubersicht liber die numerischen
Losungsmethoden ist in [26] zu finden. Wir haben
die folgenden Methoden naher untersucht:

- das Differenzenverfahren

- die numerische lntegration

- die Modale Analyse

- die Matrizenfunktionen.

Die Auswahl der Losungsmethode erfolgt nach folgen-
den Gesichtspunkten:

- kurze Rechenzeit

- geringer Kernspeicherbedarf

- geringer Fehler.
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3.2.3.1. Das Differenzenverfahren

Auf das Differenzenverfaihren wurde bei der pehand-
lung partieller Differentialgleichungen in Kapitel
3.1.2. bereits eingegangen. Bei den vorliegenden ge-
wohnlichen Differentialgleichungen ersetzen wir die
zeitlichen Ableitungen durch endliche Dlifferenzen-
quotienten. Die erste Ableitung der SchnittgroBe
nach der Zeit wird in der eigenen Rechnung durch
einen vorwartsgenommenen bLifrerenzenquotienten

- (i) 1 (i+4) (L .
S = (& -8 ) (3.20)

die zweite Ableitung durch den rickwartsgenommenen
Differenzenquotienten

S 0 tks(d__sb ﬂ) (3.21)

ersetzt. Wit dem hochgesetzten lnaex in runden
Klammern kennzeichnen wir den Zeitschritt.

Setzen wir die Ausdricke 3.20 und 3.21 in die uia-
trizendifferentialgleichung 3.18 ein, so erhalten
wir bei der Wahl gleicher Zeitdifferenzen At einen
einfachen Mehrstellenalgorithmus:

(lf‘\) (ZI A{ A B) S(d (l-“+A{lA'1£l (5.22)

Nach einer Startrechnung sind pro Zeitschritt zwei
Multiplikationen einer quadratischen uatrix mit
einem Vektor erforderlich. bDie Zeitschrittweite
muBl sehr klein gewdhlt werden, um zu einer stabi-
len LOsung zu gelangen. baraus resultierean lange
Rechenzeiten.
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3.2.3.2. Numerische Integration

Die atrizendifferentialgleichung 2. Ordnung 3.18
iiberfithren wir durch die Substitution 8 = 2z in eine
Matrizendifferentialgleichung 1. Ordnung. Zu ihrer
Losung gibt es eine Vielzahl numerischer Integrations-
verfahren. Das klassische runge-Kutta-Verfahren [27]
kommt zwar ohne Startrechnung aus, es fuhrt jedoch

je Zeitschritt vier hiultiplikationen einer watrix

mit einem Vektor aus, was zu langen Rechenzeiten
fihrt.

3.2.3.5. Die liodale Analyse

Sind die iatrizen A und B in der lkatrizendifferen-
tialgleichung 3%.18 reell, symmetrisch und positiv
definit, dann konnen die dazugehorigen reellen
BEigenfrequenzen und Eigentformen aus bekannten Pro-
grammen [28] bestimmt werden.

Die Ausgangsgleichung %.18 konnen wir wegen der
Orthogonalitats-Eigenschaften der Eigenvektoren

mit Hilfe der Modalmatrix ¢ auf generalisierte
Koordinaten der Eigenforme; transformieren. ks ent-
stehen entkoppelte bifferentialgleichungen, die
sich aut reale Koordinaten s zuriicktransformieren
lassen.

Unter der Voraussetzung, daB sich das System im

Anfangszustand in Ruhe befindet, lautet die Ldsung [29]
t

T T
5(”‘“'7:.‘(1’ cos ftf\ .5_u=o)+j5‘_”u-t) &"Ad)_fm"'t} (3.2%)
5 A
mit dem Normali-
sierungsfaktor: m = 4(’J"ﬂn4

3.24
der Modalmatrix: ¢ ( )

—
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und den Diagonal-
matrizen: W= diag [w;]

Cosyy=diag [cos w;t] L (3.24)

m(t-t)% diag [Sm w;(t-’L’)] )

Die Systemantwort kann auf beliebige Erregungen
mit Hilfe des Duhamel-Integrals bestimmt werden.
Die Methode der Liodalen Analyse bietet folgende
Vorteile:

- kit ihr koOnnen wir uns aul lkigenforwen beschrén-
ken, die fur die Beschreibung der Systemantwort
relevant sind.

- Bs gibt keine Stabilitatsprobleme, die von der
Recinenschrittweite abhangen.

Dem stehen folgende Nachieile gegeniber:

- Die Bestimmung der kigenwerte und Eigeﬁformen
bei Staben mit stark veranderlichen Biegestei-
figkeiten ist aufwendig.

~ wWwenn der Stab Starrkorperverschiebungen ausfiih-
ren kann, so ist die Matrix A semidefinit. BEs
sind zus&tzliche kliminationsprozesse notwendig.

-~ Die Auswertung der Gleichung 3.23 erweist sich
als rechenzeitintensiv, wenn der Schnittmomen-
tenverlauf in kleinen Zeitintervallen abgetastet
werden mufl, um das womentenmaximum zu finden.

Wegen dieser Nachteile hatten wir bereits in Ka-
pitel 5.1.3. die iethode der lLiodalen Analyse fur
den hier verfolgten Zweck verworfen.

3.2.3.4. Die Matrizenfunktionen -

Die Losung der Matrizendifferentialgleichung 3.18
kann analytisch exakt mit Hilfe von katrizenfunk-
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tionen angegeben werden:

1 ..
slt)= COSW:’_\ME t) é(t-o)+(A-1_@) : Sih(JA -B—£)§{t=°)
t

+I(A"‘g)'% sin[YA B -] A" £ (¥} a2 (5.25)

[+
Da es bei unserem rroblem notwendig ist, den

Schnittmomentenverlauf in kleinen Zeitinterwvallen
At abzutasten, konnen wir obige Losung im Zeit-
intervall At durch eine Naherungslosung ersetzen.
Wir nahern die wirkliche Erregungsfunktion f£(t) |
durch eine Ireppenfunktion mit konstanter Erregung
im i -ten Zeitintervall an (vgl. abb. 3.4)

f(t)ﬁ

f! .

Abbildung 3.4

Wir beschreiben hier einen besonders efrizienten
Algorithmus, der von Waller und srings [30] ange-
geben wurde und dort als reduziertes Ubertragungs-
verfahren bezeichnet wird.
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Die LOosung im i-ten Zeitintervall lautet:
. = -1 .|
s(T=cos(VEBT)C+ sin(YA'BT)D+B f°  (3.26)

Die Vektoren C und D sind aus den Ubergangsbedin-

gungen
(i~4)
$'T=0) = Sizeany™ & (3-27)
und
gl (3.28)

.
S (t=0) T 5(1- Aty 2

zu1 bestimmen. Nach der Elimination der Z4eitablei-

tungen entsteht ein einfacher wehrstellenalgorithmus

(LM) U _ 'S_(;_4)+ \_/ |:£ i+4+ ic] | .

mit
_ 2 cos (VAR At) - (3.29)

und

Vv =[l_- cos( ﬂAt)] B
J

Der uMehrstellenalgorithmus macht eine Startrechnung
notwendig. wenn wir berilicksicntigen, daB der Stab
am Anfang in Ruhe ist, erhalten wir die Gleichung

SN2 UsT+VE (3.30)

Die matrizen U und V brauchen bei der wWahl &@quidistan-

ter ZeitschritteAt nur einmal bestimmt zu werden.
Die darin auftretenden Matrizenfunktionan lassen

sich aus ihren neihenentwicklungen bestimmen.,
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Das hier beschriebene reduzierte Ubertragungsver-
fahren kommt mit einem Viertel des Speicherplatz-
bedarfes des Runge-Kutta-Verfahrens aus. Das klas-
sische Runge-Kutta-Verfahren macht bei jedem Rechen-
schritt einen Fehler, der in der GroBenordnung des
5. Reihengliedes der Taylor-Reihe liegt. Die gleiche
Fehlerordnung wird mit dem reduzierten Ubertragungs-
verfahren bereits bei der Berucksichtigung von 3
keihengliedern der Matrizenfunktion erreicht.

Jeder Zeitschritt macht beim reduzierten ubertra-
gungsverfahren zwei multiplikationen einer wmatrix
mit einem Vektor notwendig. Die xechenzeit pro Zeit-
schritt ist dhnlich grol} wie beim Differenzenver-
fahren. Gegeniiber dem Differenzenverfahren sind
jedoch zehnmal grolere Zeitschrittweiten moglich.

Die iethode der ldatrizenfunktionen ist auch fur die
Behandlung von Stdben geeignet, die Starrkorperver-
schiebungen ausfiihren. '

Zusammenfassend konnen wir sagen, dall das reduzier-
te Ubertragungsverfahren, das liatrizenfunktionen
benutzt, filr unser Problem am ginstigsten ist, wenn
die Antwort von Systemen mit vielen Einzelmassen
gesucht wird, die in ihren hohen Eigenfrequenzen

zu Schwingungen angeregt werden.

3.3. Fehlerquellen der numerischen Losung

In diesem Abschnitt betrachten wir die Fehler, die
durch die "Lumped wass'"-Diskretisierung und die an-
schlieBende numerische Losung entstehen.

Da bei der Aufstellung der katrizendifferential-
gleichung die dynamischen und kinematischen Ver-
tréglichkeitsbedingungen an den Knotenpunkten er-
fullt werden, erhalten wir im Bereich der Stabtheorie
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eine genaue LOsung, wenn unendlich viele Kinzel-
elemente bericksichtigt werden. In Wirklichkeit
beriucksichtigen wir eine endliche Anzahl von Ein-
zelmassen. Bei der Bestimmung ihrer Grofe machen
wir vereinfachende Annahmen bezliglich des Quer-
schnittsverlaufes. SchlieBlich miussen bei der Ver-
teilung der Einzelmassen langs der Stabachse die
Randbedingungen bericksichtigt werden. Die ge-
nannten Diskretisierungsfehler sind durch Veran-
derungen in der Ortskoordinate beeinfluflbar.

Diskretisierungsfehler in der Zeitkoordinate hingen
bei allen erwdhnten Losungsmethoden auBer der iio-
dalen Analyse von der Zeitschrittweite At ab. Die-
ser Fehler fallt bei den verschiedenen LOosungsmetho-
den unterschiedlich grofl aus. Zu einem weiteren
Fehler tragt die néherungsweise Beriicksichtigung

des Erregungsverlaufes bei.

Neben den Diskretisierungsfehlern treten Rundungs-
fehler bei jeder numerischen Auswertung in einer
Rechenanlage auf.

Die GroBe des Gesamtfehlers konnen wir abschdtzen,
wenn wir die exakte Losung der partiellen Differen-
tialgleichung fir den Stab nach der elementaren
Theorie mit der numerischen Losung des diskreti-
sierten Stabmodelles vergleichen. Da wir die exakte
Losung nur fur den Stab mit konstantem Juerschnitt
angeben konnen, bleibt der EinfluB des verander-
lichen Querschnittsflachenverlaufes auf den Dis-
kretisierungsfehler unberiicksicntigt.

In einem Beispiel betrachten wir einen beidseitig
eingespannten Stab mit Rechteckquerschnitt, der in
seinen Auflagern beschleunigt wird (vgl. abb. 3.5).
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rah)
2 —
am' 7 2 lam
QL—-L L 4 -
T

b = 0,03m a = 1000 ms2
h = 0017m ¢ = 7850 kgm-3
L=1m E = 21-10'°N m-2

7

le—b— o

o

Abbildung 3.5

Das eindimensionale Schwingungsmodell der elemen-
taren ''heorie wird in einem mitbewegten Koordina-
tensystem durch die bekannte Differentialgleichung
2.14 beschrieben. Bei konstantem Querschnitts-
flachenverlauf lautet sie:

WA WMy $3LA [ s LR (3.51)

Wir suchen die Losung unter den Anfangsbedingungen

w (§,T=0)=0
. (3.32)
w (€,T=0)=0
und den Randbedingungen
W (§=1,T)=0

5.3%
w' (§=1,T)=0 $2:3%)

Die Losung dieser Differentialgleichung hat die
Form:
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W (ED)= wOE +5 Wi (B[RisineiT+ Sios ] (3.38)

(=1

wobei w°(§) eine spezielle LOsung der inhomogenen
Difrferentialgleichung ist und die anderen  lerme die
allgemeine lLosung des selbstadjungierten und voll-
definiten kigenwertproblems darstellen [51_] . Wenn
wir die spezielle Losung nach den kigenfunktionen
w,(¥) enuwickeln, so machen wir von der Orthogo-
nalitatsbedingung Gebrauch:

A

fdy L=
fw u(g) Wk(g) df={4 “r Lok (%3.35)
? 0O fur iL#Kk

Wir erhalten als brgebnis, wenn wir die Kriimmungen
durch die Spannungen ausdriicken:

48 cosh Ni Sinhi —cosA. sinhii ‘

§(%,7)= a3t -y
L = — 4-12 - N3
T4 AR g,‘ » cos*Ni 4 cosh A,

. [cosln)q Cos (7 '¢) + cosA; cosh(x;‘f)] cos (Nit)} (3.36)

nit
u_ §3L 60?'
M=t R (3.37)

Die Eigenwerte AN, bestimmen wir aus der Bedingungs-
gleichung

cos A;SinhA; + SinAjcoshi;=0 (3.38)
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Die kntwicklung nach kigenfunktionen wurde beim
21. Bigenwert abgebrochen, da bei Hinzunahme wei-
terer Eigenfunktionen die aAbweichung im Ergebnis
weniger als 1 %o betragt.

Die numerische Vergleichslosung wird mit der methode
der latrizenfunktionen ermittelt. ln der Ortskoor-
dinate wird der Stab in 21 Binzelmassen aufgeteilt.
Bei der aufstellung der matrizenfunktionen werden

8 Reihenglieder flir die kntwicklung der cos-HFunk-
tion beriucksichtigt. DLie Diskretisierung in der
Zeitkoordinate geschieht in Schrittweiten von

At = 108,

ln abb. 3.6 sina die errechneten Spannungen bezogen
auf eine fiktive Spannung zulf = 18,2‘108 §n™2 zu
verschiedenen Zeitpunkten uber der Stablange auf-

getragen.
0 - t = 0,0224s
a?a]
08 -
06 -
0,41
02 - t = 0,0325s
0810
X
L

Abbildung 3.6
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Im Rahmen der Zeichengenauigkeit ist kein Unter-~
schied zwischen den beiden LOsungen festzustellen.
Die maximalen Abweichungen betragen ca. 1 %. ler
durchgezogene Kurvenverlauf gibt die analytiscie
Losung wieder, wdhrend die Kreismittelpunkte Lo-
sungspunkte des numerischen Verfahrens angeben.
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4. BErregung

Die Optimierung des Juerschnittsflachenverlaufes

von Stdben kann grundsatzlich fur jede belietbige

wrregungsform vorgenommen werden. Jir beschranken
uns auf die Untersuchung der reaktion von Staben
auf einfache Erregungsformen:

- den Rechteckimpuls,

- den breieckimpuls und

- den sinusformigen Impuls.

Eine Verdnderung des Impulsmaximums hat eine pro-

portionale Spannungsanderung zur Folge, da es sich

bei dem Stab um ein lineares System handelt. Der

Frage, welcher Zusammenhang zwischen der Impuls-

einwirkunsdauer und der Systemantwort besteht,

sind wir bei mehreren Staben mit unterschiedlicher

Auflagerung, unterschiedlicher Belastungsart und

unterschiedlichen querschnittsflachenverlaufen

nachgegangen. Dabei fielen einige werkmale auf,

die allen hier betrachteten Systemen gemeinsam ist.

Diese ilerkmale werden an zwei verschiedenen Staben

exemplarisch dargestellt:

a) einem einseitig eingespannten Stab, der an der
Stelle x/L = 0,/ durch eine kinzellast bean-
sprucht wird,

b) einem beidseitig drehbar gelagerten Stab, der
in seinen Auflagern beschleunigt wird.

Beide Stabe haben konstante Querschnittsabmessungen.
In Abb. 4.1 tragen wir die in dem Stab auftretenden
maximalen Biegespannungen in Abhangigkeit von dem
Verhaltnis Impulsdauer tI zur Periode der Grund-
schwingung T, auf. Die BezugsgrdBe zulS dient der
Normierung.

Wenn man das Maximum der Erregung, nicht aber den
Impuls konstant halt, fallt bei den Antwortspek-
tren besonders auf,dall

- die durch Rechteckimpulse hervorgerufene System~
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antwort eine obere Schranke fur alle Erregungs-
formen bildet,

~ die durch Rechteckimpulse mit den Verhaltnissen
tI/TH'>CL5 hervorgerufene Maximalspannung am
groBten ist und im Bereich tI/T1<.O,5 eine Ver-~
groBerung der Grundperiode zu kleineren Span-
nungen fiuhrt.

Die Untersuchung zeigt weiterhin, dal der maximal-
wert der Biegespannung bei allen drei Erregungsfor-
men bei Verhdltnissen tI/T1> 0,5 immer vor dem knde
der Impulseinwirkung in dem Stab aurtritt, wahrend
er bei Verhaltnissen tI/Tq( 0,5 erst wahrend der
freien Schwingung auftritt. Diese hrscneinungen,
die am BEinmassenschwinger analytisch leicht nachzu-
vollziehen sind [34] , konnen auch fiir den iwehr-
massenschwinger mit Hilfe des vuhamel-Integrals in
Gleichung 3.23 theoretisch erklirt werden.

Die Optimierung des Querschnittsflachenverlaufes
von Staben werden wir bei den in Kapitel 6 aufge-~
fihrten Beispielen fiur Rechteckimpulse mit Verhalt-
nissen tI/Tq)>O,5 vornehmen. Die so bemessenen
Stédbe halten dann allen einfachen Impulsformen mit
beliebiger Einwirkungsdauer stand, wenn das Impuls-
maximum, das der Bemessung zugrunde liegt, nicht
uberschritten wird. Da das usaximum der Biegespannung
in diesen Fallen bereits nach kurzer Zeit in dem
Stab erreicht wird, kann die Dampfung bis dahin nur
wenig HEnergie absorbieren.
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5. Optimierung

In den vorangegangensn Kapiteln wurde der funktio-
nale Zusammenhang zwischen den Schnittmomenten und
den Querschnittsabmessungen des Stabes aurgezeigt.
Im folgenden werden die Querschnitte bemessen. Hier-
bei nehmen wir an, daB die veranderlicnen Stabquer-
schnitte keinen nennenswerten LintlufBl aur die Ver-
teilung der BiegespannungGxx ausuben, Dieses Vor-
gehen ist zulassig, wenn es sich um schwach verénder-
liche Querschnittsflachen handelt, bzw. wenn die be-
trachteten Querschnitte geniligend weit von denen
groBer Querschnittsveranderungen entfernt liegen.
Wenn wir die zeitliche Veranderung des Siegemomentes
bericksichtigen, erhalten wir die Biegespannung aus
der Beziehung:

My (5,7l ==|r1y(313
Wyle)  PAT(L

Gxx(f‘T)’: (5-1)

Die Bemessung der Stabquerschnitte bei vorgegebener
Erregung ist eine Optimierungsaufgabe, die dem Opti-
mierungsziel entsprechend focmuliert wird.

5.1 Optimierungsaufgabe

Wie in der Einleitung bereits ausgefuhrt, ist unser
Optimierungsziel der Stab minimalen Volumens mit
Biegespannungen §(x,z)4 zul® . In einem ersten Schritt
bestimmen wir den Stab gleicher Festigkeit, der durch

max 6(x)=2zul & (5.2)
t

definiert ist.



Diese auch an sich interessante Losung wird dann

im folgenden Ausgangspunkt weiterer Verbesserungen

im Sinn der eigentliichen Optimierungsautgabe. Fur

das zugrunde gelegte diskrete Stabmodell lautet

dann die

1. Optimierungsauigabe: Stab gleicher Festigkeit
Suche diejenigen Zahlenwerte der Querschnitts-
flachen

ALAM L e an)

~fur die der Wert der Zielfunktion

ZF =Y

zu einem Minimum wird unu die Ungleichheits-

zul § - mgxl ‘T”

nebenbedingung

min A'\ -A“é 0

fiir alle i = 1(1)n erfills ist,

und die

2. Optimierungsautgabe: Stab minimalen Volumens
Suche diejenigen Zahlenwerte der Querschnitts-
fldachen '

[kl [ k] .
A ={A; y L= ’I(")h}
fur die der wert der Zielfunktion
| 4}
V=) LA
i=1

ein Minimum annimmt unter der Spannungsneben-
bedingung

zulE—maxIG;llaO {8&r alle t= 1(1n
t



und der geometrischen iNebenbedingung

min Ai = Ai2 0 far alle t= A(Mn (5.9)

Hierin bedeuten zulb® eine vorzugebende zulassige

Spannung, die innerhalb des Gultigkeitsbereiches

des Hooke'schen Gesetzes liegt und min Ai minimale
Querschnittswerte, die nicht unterschritten werden
dirfen. Derartige kinimalquerschnitte konnen sich
beispielsweise aus der Tragfahigkeitsbemessung des
Stabes fur statische Vorlasten ergeben. Der funk-
tionale Zusammenhang zwischen dem 3tabvolumen und
den veradnderlichen Querschnittsflachen ist linear:

n
\/(A)=Z L A, (5.10)
L=A
Die Nebenbedingung (Gl. 5.8) ist nichtlinear.
Das zu losende Problem besteht darin, das winimum
einer linearen Funktion mit nichvlinearen ieben-
bedingungen zu finden.

Fur dieses Parameteroptimierungsproblem stehen
prinzipiell Losungsalgorithmen zur Verfigung. Bei
der Anwendung dieser Verfahren sind haufige Aus-
wertungen der Zielfunkvion als auch der Nebenbe-
dingungen erforderlich. Ein jeder dieser "Funk-
tionsaufrufe" bedeutet aber eine vollstandige
Spannungsanalyse eines Stabes mit vorgegebenem
Flachenverlauif. Wegen der daraus resultiereunaen
groBen Hechenzeiten sind diese Verfahren nicht
aut unser Problem anwendbar.

5.2. Der Stab gleicher restigkeit

Hohe Konvergenzraten konnen wir bei der Losung
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der ersten Optimierungsaufgabe erzielen, wenn wir
die nichtlineare Zielfunktion (5.4) seibst fur die
Bestimmung erfolgversprechender sSuchrichtungen
heranziehen. Wir gehen von einem beliebigen Start-
punkt

Al {Am o= 4(4)n} (5.11)

aus. Die betragsgroBte Spannung in den .,guerschm.tten
'[01 erhalten wir aus

max|M |
PC(ARMF
Wenn keine Nebenbedingungen der Form (5.5) vorliegen,
nimmt die Zielfunktion (5.4) im winimum den wert O
an. In jedem Querschnitt wird dann gerade die zu-

max | 6. = (5.12)

lassige Spannung erreicht:

g‘;[k] |= max'l\’l;[k]\

XE (K_\Ek'l)é (5.13)

zul G = qul

Bilden wir den Quotienten aus (5.12) und (5.13) und
lésen nach Ei auf, so erhalten wir eine Beziehung
der Form

1 1
;[\Ek]= max |M;[k]| P ma X G‘.M p—A-.[o] (5.14)
max IMP]I zul € ' )
die es bei bekannten max |Mi[k] 'erlauben wirde, den
optimalen yuerschnitt in einem Suchschritt zu finden.
Da wir aber die GréBe von max|Milk]|nicht kennen, sind
wir gezwungen, einen willkirlichen Wert zu wihlen.
Damit erhalten wir eine Rekursionsformel, die eine
Naherungslosung liefert:



47~

A
T Coh L _ —_ 4]
AU i ( li- ﬂ)PA

mit

- ()-11
= [i-1 _ hnaxlﬁ';' |
0, =
czul § .
Die Giite der Naherung hdngt nur noch von der wWahl
des Wertes c}a’a-ﬁlab. In den meisten Fdllen wird
eine befriedigende Konvergenzgeschwindigkeit er-

(5.15)

(5.16)

zielt, wenn wir céj’j-ﬂ = 1 setzen fur alle i = 1(1)n -

und alle j = 1(1)k.
Die Suchrichtung wird durch die Beziehung

S\gn ( LRLI 1)

gegeben. Die Schrittweite ist dem Betrag

| (@_‘m_ 1)%l

»(5.17)

(5.18)

proportional. Wenn nur ein Juerschnittswert je Ziel-

funktionsaufruf verandert wird, dann ist jeder
Iterationsschritt erfolgreich. Wir wenden die Re-
kursionsformel (5.15) gleichzeitig aur alle Juer-
gschnittswerte an. Damit gehen wir das Risiko ein,
nicht jeden Wert der Zielfunktion verbessern zu
kOnnen, da jede einzelne Flachendnderung die
Spannungen in allen Juerschnitten beeinfluBlt.

In den Fallen, in denen der Wert der Zielfunktion
nicht verbessert wird, andecrn wir die Iterations-
vorschrift. Wir berechnen einen neuen Flachenwert
aus den Informationen des vorangegangenen erfolg-
losen Schrittes gemalB der Glecichung
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g AN (R ) A% (51 4)
\ g1 _ gl ) (5.19)

wobei ein linearer Zusammenhang zwischen der Fla-
chendnderung und der Spannungsidnderung an der
Stelle i angenommen wird. In Abb. 5.1 zeigen wir
eine typische Folge von Iterationsschritten und
die Skizze fiur die Herleitung von Gleichung 5.19.

(1 (-1 geli-l<zel-d i1 ZED] 2zl gje1 .
A maT e T Al A ](5.1.) zell°]
GI’L\\\\\\\ﬁs
1 ——————
gb;

Abbildung 5.7

5.2.1. Konvergenzbeschleunigung

Die beschriebene Optimierungsstrategie hat den WNach-
teil, daB sie in der SchluBlphase, nahe dem gesuchten
Optimum sehr langsam konvergiert. Diesen wiBstand
konnen wir beseivigen, wenn wir Intrormationen iber
die 'l'opologie der “ielfunktion sawmeln und diese im
Sinne eines lModells der Zielfunktion interpretieren.
Wir nehmen an, daB die Zielfunktion in der Umgebung
des liinimums, definiert durch
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o< [5-4lge (5.20)

quadratisch verlauft. Das winimum der Zielfunktion
falle mit dem Scheitelpunkt der rarabel

— - 2
G -1=p: (A -2z)) (5.21)
zusammen. Wenn in der Umgebung des Miqimums zwel

Punkte B, (A LT una £, GLT 19 der ra-

rabel bekannt sind, die entweder d;e bediggung
§i[d""](§iw]<4 oder die Bedingung tila_1]>_(§j_‘33>4 er-
flullen, dann liegt der Scheitelpunkt der rarabel bei

(5.22)

In den meisten Fillen ist dieser Schritt erfolgreich.

5.2.2. Nebenbedingungen

Flihren die Iterationsschritte (5.15%), (5.19) oder
(5.22) zu Fldachenwerten, die die Ungleichheitsneben-
bedingungen der Form (5.5) verletzen, so werden statt
dessen die Flachenwerte min Ki berucksichtigt. Das
Verfahren konvergiert auch dann gut, wenn einzelne
Flachenwerte festgehalten werden.

5.3.3%. Abschaltkriterium

Als Abschaltkriterium wird die bLifferenz der setrige
zweier aufeinander folgender Spannungen benutzt

gll_ gl ¢ ¢ (5.23)



-50-

von der wir forderan, daB sie unter einen vorgegebenen

Grenzwert sinkt.

Zu welcher Endlosung die Strategie hinfuhrt, hangt
alleine von der Wahl des Startpunktes zu Beginn der
Suche ab. Die einzige woglichkeit, ein absulutes
Minimum zu finden, besteht darin, hinreichend oft
von verschiedenen snfangswerten der variablen aus-
zugehen und jeweils so lange zu iterieren, bis das
Abschaltkriterium erfiillt ist.

5.3. ber Stab minimalen Volumens

Wwir beabsichtigen nicht, das rProblem des Stabes mit
minimalem Volumen umfassend zu losen. Eint'ache Re-
kursionsformeln, die von einem beliebigen Start-
punkt ausgehend schnell konvergieren, konnen nicht
angegeben werden. Da die Vermutung naheliegt, dald
der Stab gleicher Festigkeit auch minimales Volumen
aufweist, wollen wir diesen Zusammenhang zunachst
untersuchen.

5.%.1. Optimalitatsbedingung

Wir wenden die Kuhn-Tucker-oOptimalitutsbedingung [32]
auf unser Optimierungsproblew mit nichtlinearen Un-
gleichheitsnebenbedingungen an. vabei setzen wir vor-
aus, dal3 stetige partielle Ableitungen fur das Volumea
Y[Efd-%if Spannungeri €i—1 in dex Umgebun?k?es Punktes
A --(Ai , 1L = 1(1)n ) existieren. wWenn A'™/das Vo-
lumen V zu einem ilinimum macht, unter Einhaltung

der Nebenbedingungen Gi-ﬂféo, die ihrerseits Be-
dingungen genigen, dann existieren nichtnegative
Lagrangesche Multiplikatoren A,; i=1(an so, dais gilt:
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vV <A[k]) =—_i %LV{Q ( A[k])} (5.24)
—_— L=4 |

LT (Alkl)—’l}= 0, (5.25)

L=A

A =0 fir i = 1(1)n . (5.26)

Die Bedingung 5.25 ist fur beliebige ) erfillt,
da im Punkt Alklalle Nebenbedingungen aktlv sind.
Mit VV bezeichnen wir den Gradientenvektor der
Zielfunktion 5.7

vVv=) Le& (5.27)

wobei e, Einheitsvektoren in nichtung der Koordi-
natenachsen Ki sind. bLie uradientenvektoren schrei-
ben wir in der Form

n = [k
sy Lne (5.28)
t=A )
Das Kuhn-fucker-Theorem setzt voraus, dall die
Gradientenvektoren linear unabhangig voneinanaer
sind.
Die partiellen Aibleitungen konnen mittels Tast-
schritten aus Differenzenquotienten approximiert
werden:
T BEM I - TEY oy |
3 A{k] - JA [ ¥ ¢ (5.29)

Zur Wahl geelgneter Zuwachse JA'kﬂlst zu berilick-
sichtigen, daB bei zu kleinen JA;?]dle Subtrak-
tionen zu Rundungsfehlern, bei zu groBen Tast-
schritten die Vernachlassigung dec Gliedec 0(55 zZu

unkorrekten werten fuhrt.



Die Lagrangeschen multiplikatoren erhalten wir als
Losungen des Gleichungssystems

=52~

(5.30)

werden alle Xi nicntnegativ, so entspricht die opti-

male Losung des Stabes gleicher Festipgpkeit einew
Stab minimalen Volumens. wie bei den Suchmethoden
ublich, kann keine asussage dariber gemacit werden,

ob es sich dabei um ein relatives oder ein absolutes

minimum handelt.

Die Optimalitdatsbedingung ist zunachst nur eine not-

wendige Bedingung fur ein wminimum, Hinreichend ist
sie unter der Voraussetzung, daB die Zielfunktion

und das zulassige Gebiet konvex, die wNebenbedingungen

also konkav sind.

Die von Kuhn-'iucker benutzten Jptimalitatsbedingungen

lauten geometrisch gedeutet: wie wenge der nicnt-

negativen Kombinationen der-—<7§2 bilden einen Kegel,

der in Abbildung 5.2 schraffiert dargestellt wird.

b,

61 =1 'vaz

vv

a)

Abbildung 5.2
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Im Minimum liegt der Gradientenvektor der zielfunk-~
tion innerhalb des kegels, der aus den Gradienten
der aktiven Restriktionen im runkit O gebildet wird.
Falls dies nicht der Fall ist (vgl. abb. 5.2 b),
missen wir davon abgehen, alle WNebenbedingungen
identisch zu erfillen.

5.3%3.2. Suchalgorithmus fur minimales Volumen

Ausgehend von den Entwurfsvariablen Kikl den dazu-
gehorigen &pannungents[k]una Spannungsgradienten

&M

bestimmen wir einen neuen Satz von bntwurfs—

)
variablen A[k+ﬂ= Iy kL5 A[kl Von dem Zuwachs 6A"
fordern wir, daBl er die bedingung

[k‘ __[u']
) ’aA“] d Ay £ zul€ (3.31)
=1

|3
a)
az

+ 3
61[“ 1] ~ B‘L[“ +

erfillt. wir linearisieren die nicintlinearen Span-
nungsnebenbedingungen in einer durch L{E}k”é €5
festgelegten Umgebung, was fur genigend kleine Ej
zuldssig ist. Dann konnen wir das folgende lineare
Optimierungsproblem formulieren:

n
e . - [¥]
linimiere Z 5A3 (3.32)
unter den Nebenbedingungen
n T = [k
2 AN AT 2 -5 ™ ) (3.31a)

b=
ST 1'q .. L
wobei die HJ beschrankt sind :

|3K5[k1 <, (3.33)
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Mit einem Programm, das die duale Simplexmetnode
nach C.E. Lewke [33] benutzt, kdnnen wir die 6K}k]
bestimmen. Die Spanm.mggj!:l{""’|J wird umso besser
approximiert, je kleiner die werte Sj sind. Auf
der anderen Seite kann die honvergenzgeschwindig-
keit bei groBerem £. besser sein. wir steuern die
Werte Ej so, daB die maximale bLifferenz zweier

aufeinanderfolgender Spannungen

%il"”] — —U}M < 0,05 (5.34)

nicht uUuberschritten wird.

Das Verfahren konvergiert gut. ks hat den wachteil,
daB je Iterationsschritt die Zielfunktion (n+1)-mal
fir die bestimmung der Gradienten ausgewertet werden
muB, Die Differenz zweier aufeinanuer folgender Ziel-
funktionswerte

(v

v 7 — v 2 € (5.35)

‘nutzen wir als abschaltkriterium fiur die Suche nach
dem minimalen Volumen.



_55_

6. Rechenergebnisse

In diesem Kapitel stellen wir die Ergebnisse der
Numerik dar. mit Hilfe eines mechenprogrammes kann
das Stabvolumen, der Juecrschnittsverlaui sowie die
ortliche und zeitliche Spannungsverteilung in ab-
hangigkeit von

~ den Auflagerbedingungen und

- der DBelastung

bestimmt werden. Wegen der Vielzahl der woglich-
keiten beschrinken wir uns auf einige Beiépiele.

6.1. Vergleich der Stabmodelle

Zundchst untersuchen wir die unterschiedlicinen
Systemantworten der beiden sStabmodelle nach der
Timoshenko-Theorie und der elementaren ‘‘heorie.
In einem Beispiel betrachten wir den in Abb. 6.1
dargestellten eingespannten sStab, der an seinem
freien nde plotzliclh entlastet wird.

Die kontinuierliche Wassenverteilung wird durch

elf Einzelmassen diskretisiert. Die Biegespannungen
ermitteln wir mit der methode der watrizenfunktionen.
Optimierungsziel ist der Stab gieicher Festigkeit.
Unter Verwendung des Timoshenko-Modells erhalten

wir den als durchgezogene irinie dargestellten gJuer-
schnittsverlauf. Wegen der geringen Abweichung haben
wir den Querschnittsverlauf gemall der elementaren
Theorie durch Kreise angedeutet. Fir den Stab nach
der elementaren Theorie ergibt sich ein gering-
fligig groBeres Volumen. In abb. 6.2 geben wir die
Spannungsverldufe wieder, die sich in dem durchge-
zogenen Stab aus Abb. 6.1 an der Stelle x/L = 0,1
ausbilden, wenn man
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Abbildung 6.1

- das Timoshenko-Modell oder
- das liodell der elementaren Theorie

zugrunde legt.

Der Spannungsverlauf nach dem ‘'imoshenko-wmodell

weist hoherfrequente Anteile aut, da bei ihm doppelt
so viele Freiheitsgrade bericksichtigt werden. Die
fur die Bemessung maBgeblichen Spannungsmaxima werden
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von diesen hohen Frequenzen bei der hier vorliegen-
den Erregungsform nur wenig beeinfluBt. wir legen
deshalb den folgenden Beispielen das Stab-wmodell der
elementaren Theorie zugrunde.

6.2. Stabe mit bereichsweise konstanten Juerschnitten
Auch wenn wir den Stab aus zwei Abschnitten mit

jeweils konstanten Querschnittsabmessungen zusam-
mensetzen, kann eine grofBle Volumenersparnis er-
zielt werden.

Wir betrachten den in seinen Aurlagern beschleunig-
ten Stab gemaB Abb. 6.3. Der Stab wird so bemessen,
daB in jedem konstanven Querschnittsbereich die zu-
léssige Spannung mindestens einmal gerade erreicht
wird. In abb. 6.4 geben wir den Querschnittsflachen-
verlauf und das Volumen des Stabes mit einem. Juer-
schnittssprung in Abhingigkeit vom Ort des Sprunges
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Abbildung 6.3

wieder. In der Nahe des querschnittssprunges werden
die Fléachenverlédufe durch Schraffur kenntlich ge-
macht. Der Stab mit einem JQuerschnittssprung an der
Stelle x/L = 0,45 hat das geringste Volumen. Die
Volumeneinsparung gegeniuber dem Stab mit konstantem
Querschnitt betrdgt 51,4 %. Lie Forderung, dal3 die
zulassige Spannung in jedem Querschnittsbereich
mindestens einmal erreicht wird, fuhrt bei Quer-
schnittsspriingen im Bereich 0,8 £x/L<1 zu nicht
volumenoptimalen LOosungen. Abbildung 6.4 zeigt, daB
in diesem Bereich der Stab mit konstanter Quer-
schnittsflache ein kleineres Volumen aufweist.

kit zunehmender Zahl der Juerschnittssprunge wird
das Stabvolumen zwar kleiner, die Volumeneinsparung
wird jedoch geringer bis sici ein charakteristischer
Querschnittsflachenverlauf abhebt (Abb. 6.5).
Entsprechend strebt das Stabvolumen einem Grenzwert
zu. In abb. 6.6 wird das Stabvolumen lber der Zahl
der Querschnittsspriinge aurgetragen. Lie groBte
Volumenersparnis von /7,6 % gegeniiber dem Stab
konstanten Querschnitts erhalten wir fur einen Stab
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Abbildung 6.5
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mit 40 Querschnittusspringen. Das Volumen des Stabes
mit 40 Querschnittsspringen unterscheidet sich um
weniger als 1 w von dein mit 20 Springen und um ca.
3 7% von dem mit 10 Querschnittsspringen. vwir konnen
deshalb davon ausgehen, daB3 wir bei berucksichtigung
von nur 11 Stabelementen eine gute Ndaherung fir deun
Stab mit minimalem Volumen ernaiten, sofern fir den
Stab gleicher Festigkeit die Volumenoptimalitats-
bedingung erfiillt ist, was noch zu uberpruien ist.

6.3. Ortlicher Spannungsver.iauf

In Abb. 6.7 geben wir den momentanen Spannungsver-
lauf in einem Stab wieder, der in 41 Querschnitten
auf gleiche Festigkeit bemessen wurde, und dessen
auflager- und Erregungsbedingungen wir in abb. 6.3
beschrieben haben. Lie momentaufnahme zeigt den
Spannungsverlaui langs der x-achse zum Zeitpunkt

t = 0,0158 s. Die Spannung &ndert ihren Nulldurch-
gang, da alle sigenformen zu Schwingungen angeregt
werden. lies hat zur Folge, daB die guerschnitts-
flache an keiner Stelle langs der x-achse verscawin-
det.

6.4. Optimale Querschnittsverldufe

Die im folgenden dargestellten querschnittsverlaufe
wurden unter Verwendung eines Stabmodells nach der
elementaren Theorie berechnet. Dbie kontinuierliche
Miassenverteilung wird dabei durch 11 Einzelmassen
diskretisiert. Wir suchen die Juerschnittsver.laufe
fir den Stab gleicher Festigkeit und den Stab mini-
malen Volumens.

Der in Abb.6.8 wiedergegebene beidseitig einge-
spannte, in seinen Auflagern beschleunigte Stab
zeichnet sich dadurch aus, daB3 es
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fur ihn zwei Querschnittsverlaufe gibt, die die
Bedingung gleicher Festigkeit erfiillen. Die beiden
Querschnittsformen finden wir mit dem Suchalgorithmus
fir gleiche Festigkeit nur, wenn wir von vecrschiede-
nen O.Naherungen ausgenen. wahlen wir beispielswei-
se die in abb. 6.8 mit a) und b) bezeichnseten
O.Naherungen als Startpunkte, so liefert der Algo-
rithmus die entsprechenden wguerschnittsformen a und
b. Zu welchem minimum die Suchstrategie hinfihrt,
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hédngt alleine von der Wahl des Startpunktes 3 ap.
Der mit b bezeichnete Querschnittsverlauf erfillt
die Optimalitatsbedingung von Kuhn-Tucker fir mini-
males Volumen nicht. Ausgehend von der Juerschnitts-
form b findet der Suchalgorithmus fur minimales
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Volumen in 12 Tastschritten die querschnittsforam a,
die dann auch der Optimalitdtsbedingung fir minimales
Volumen geniigt.

Der einseitig eingespannte, an seinem freien Ende
plotzlich entlastete Stab besitzt Querschnittsver-—
laufe, wie sie in abb. 6.Y wiedergegeben sind.

Fi
h—ex o
4
2
4 L -
1 t
Daten: L = 0Sm Fy = 70N E = %-10° Nm2
b =002m Q = 2835 kgm" zul G = 8-107 Nm2

Abbildung 6.9 x

Der Stab gleicher Festigkeit a geniugt auch der Opti-
malitdtsbedingung fir minimales Volumen. In der Um-
gebung dieser Losung gibt es jedoch eine weitere L&~
sung, die ein geringeres Volumen aufweist. Den Quer-
schnittsverlauf b findet der Suchalgorithmus fir
minimales Volumen, nachdem der Querschnittsverlauf a
an der Stelle x/L = 0,9 vergroflert worden ist. Der
Stab b weist ein geringeres Volumen auf, obwohl bei
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ihm die zulassige Spannung nicht an jeder Stelle
erreicht wird. Dies ist aul die massenanhdufung an
seinem freien Ende zurlckzuliihren, durch die die
Schwingungsperiode T1 vergroBert wird, was gemald
Abb. 4.1 eine Verkleinerung der maximalen Spannung
zur Folge haben kann. Bei der Querschnittsform a
handelt es sich demnach um ein relatives winimum
in Bezug aut den Stab minimalen Volumens.

Bei dem in abb. ©.10 dargestellten sStab erfullt der
Querschnittsverlauf a des Stabes gleicher Festigkeit
die Optimalitdtsbedingung des Kuhn-lucker-iheorems

nicht.
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Abbildung 6.10
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Ausgehend von der Losung a findet der Suchalgorith-
mus fur minimales Volumen den JQuerschnittsverlaut b,
der ein um 3.5 % geringeres Volumen aufweist. Offen-
sichtlich fﬁhrt»eine Massenanhgufung an der sStelle
des Kraftangriffs dazu, dais der Stab weniger elasti-
sche Forménderungsenergie speichert. vie Volumener-
sparnis gegeniiber dem Stab konstanten Juerschnittes
¢ betragt hierbei 49 .

Beim Stab in Abb. 6.11 stimmt der Querschnitts-
fléachenverlaurf a fur den Stab gleicher Festigkeit
mit dem filir den Stab minimalea Volumens iiberein.
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Abbildung 6.11
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Es kann auch in der Umgebung kein Stab mit geringerem
Volumen gefunden werden. Die Volumenersparnis gegen-
uber dem Stab mit konstantem Querschnitt b betragt

31,6 %.

Fir den einseitig eingespannten, in seinem Auflager
beschleunigten Stab von Abb. 6.12 ist der Stab glei-
cher Festigkeit ebenfalls volumenoptimal. Der Quer-
schnitt a weist ein um 87 % geringeres Volumen auf
als der Stab mit konstantem Querschnitt.
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Der in der Mitte durch eine Einzelkraft beanspruch-
te freie Stab von Abb. 6.13 hat ein minimales Volu-
men, das um ca. 1 % kleiner ist als das Volumen des
Stabes gleicher Festigkeit. Der Unterschied in den
Querschnittsfldchenverlaufen ist so gering, daB er
innerhalb der Zeichengenauigkeit iiegt. Die Volu-
mendifferenz gegeniiber dem Stab konstanter Quer-
schnittsflidche macht 61,7 % aus.
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Abbildung 6.13
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Der Stab gleicher Festigkeit stimmt im allgemei-
nen dann nicht mit dem Stab minimalen Volumens
iiberein, wenn an ihm eine Einzelkraft angreift.
Der Volumenunterschied zwischen den beiden Lo~
sungen ist so gering, daB wir den Stab gleicher
Festigkeit als gute Néherung fir den Stab mini-
malen Volumens betrachten kénnen.

6.5. Néherungslosungen

Die Spitzenwerte der Schnittmomente wurden bisher
bei der Beobachtung des Momentenverlaufes iiber
einen liEngeren Zeitraum - der Zeitlosung - ge-—
funden. Dieses Vorgehen ist rechenintensiv. In
vielen Fdllen reicht es aus, eine obere Schranke
fir die Spitzenwerte zu bestimmen.

Dazu ziehen wir die Amplituden der einzelnen
Schwingungsformen heran. Ihre unterschiedliche
Phasenlage lassen wir unbericksichtigt.

In einem Beispiel betrachten wir den links einge-
spannten Stab, der an seinem freien Ende plotzlich
entlastet wird, Mit Hilfe des Verfahrens der kioda-
len Analyse konnen wir die Zeitlosung fiir den
Schnittmomentenverlauf angeben:

T
s(t) = -3\- <_b diag[cos w;t]é A Stt=0 (6.1)

Wir haben dabei bericksichtigt, daB sich der Stab
anfangs in Ruhe befindet und wiéhrend der Schwingung
keine Erregung wirkt.

Der Vektor der Entwicklungskoeffitienten c; lautet:

.
c=9 Asq-n (6.2)
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Die quadratische Modalmatrix ¢ enthdlt die Bigen-
formsn.¢i. Unter der Voraussé;zung, da3 der
schwingende Stab ungedampft ist, ergibt sich eine
obere Schranke fiir die maximalen Schnittmomente
aus der Amplitudensumme der Schwingungsformen:

(bckc"l (6.3)

Eine zweite Abschatzungsformel, die bei der Bemes-
sung von Konstruktionen gegen Erregung durch Erd-
beben hiufig Verwendung findet [34], lautet:

n
~ 1

max s;‘==;;—Z:

=1

max §,= -,:\—fiz;(Q)ikc;)‘ (6.4)

Die Anwendung dieser Naherungsformeln 6.3 und 6.4
auf unser Beispiel fihrt fur den Stab gleicher
Festigkeit zu den in Abb. 6.14 dargestellten Ver-
ldufen der Querschnittsflache. Es zeigt sich, dal
diese Néherungen durchaus brauchbar sind und obere
bzw. untere Schranken fir den aus der Zeitlosung
bestimmten Stab darstellen. Allerdings ergeben sich
bei der zweiten Neherung Spannungsiiberschreitungen.
Beli Verwendung der N#éherungsformeln wird nur etwa
ein Zehntel der Rechenzeit gegeniiber der Zeitldsung
benétigt. Bs sei allerdings betont, daB alle diese
Angaben an diesem Beispiel gewonnen wurden.

6.6. Bemerkungen zum Problem des globalen luinimums

Bei den Ausfihrungen der vorherigen Abschnitte
dirfte deutlich geworden sein, dali von den ermittel-
ten Optimal-Losungen mit Sicherheit nur behauptet
werden kann, daB sie relative lkiinima des Stabvolu-
mens darstellen. Tatsachlich waren wir natiirlich

am globalen Optimum interessiert. Es ist eine
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Schwiéche der zur Zeit vorliegenden Optimierungs-
algorithmen - nicht nur der hier verwendeten Stra-
tegie -, daB sie nur zum Auffinden relativer
Extrema in der Lage sind. Wur in Spezialféllen,
wie etwa den konvexen Optimierungsproblemen stimmt
ein solches relatives Minimum mit dem absoluten
iberein.
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In dieser Situation besteht nur die Loglichkeit
die Suche von verschiedenen Startpunkten aus, wie
es hier geschehen ist, zu beginnen, und falls
mehrere relative Optima gefunden werden, das
glinstigste auszuwahlen.

Fur das hier behandelte Parameter-Optimierungs-
problem gibt es zwar grundsatzlich die kioglich-
keit, den gesamten Parameterraum systematisch
(Rastersuche) oder hinreichend lange auf stocha-
stische Weise (Zufallssuche) abzutasten, prak-
tisch scheitert jedoch dieses Vorgehen am Auf-
wand an Rechenzeit und Speicherbedarf.

Fir einen Stab mit zwei Abschnitten gemdB Abb. 6.3
wollen wir abschlieBend die Ergebnisse einer syste-
matischen Suche in der jetzt zweidimensionalen
Parameterebene mitteilen. Der Stab hat zwei ver-
énderliche Querschnittsflachen A1 und A2 mit dem
Querschnittssprung in Stabmitte. Wahlen wir ein
dquidistantes Gitternetz mit je 14 diskreten Werten
von 4, und Aa, so sind 256 Zielfunktionsauswer-
tungen notwendig, um die Spannung max§ i 2u be-
stimmen. Durch Interpolation ermitteln wir die
Kurven konstanter maximaler Spannung max © j_/zulG'

= const, die in Abb. 6.15 wiedergegeben sind.

Dort sind auch die Kurven konstanten Volumens

als Geraden wiedergegeben, die die Koordinaten-
achsen unter einem Winkel von 45° schneiden.

In diesem Fall zeigt sich, daB nur ein Optimum
vorliegt.
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Abbildung 6.15

6.7. Rechenprogramm

Die umfangreichen numerischen Berechnungen wurden
aut der TR 440 im Rechenzentrum der ruhr-Universi-
tdt Bochum durchgefﬁhrt. Das Rechenprogramm wurde
in der Programmiersprache ALGOL 60 abgefaBt. Uber
den prinzipiellen Ablauf der Rechnung gibt das
Ablauf-Diagramm in Abb. 6.16 Auskunft.
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7. Bxperimentelle Untersuchungen

Die unterschiedlichen Stabmodelle und Losungsmetho-
den fihren zu theoretischen Ergebnissen, die zufrie-
denstellend lbereinstimmen. Um festzustellen, ob die
vereinfachenden Modelle und die verwendete "Lumped

- Mass"-Methode die Reaktion von Staben bei nichtperio-
discher Beanspruchung von begrenzter bLauer richtig
wiedergeben, wurden die Biegedehnungen an den Staben
gemessen und mit den berechneten verglichen.

7.1. Versuchsanordnung

Die Dehnungsmessungen werden an zwei Stuben 81 und

S, durchgefiihrt. Stab S, hat konstanten quadratischen
Querschnitt (20 x 20 mm) una ist 0,965 m lang.

Stab 82 weist den in Abb. 6.9 wiedergegebenen'Qner-
schnittsfléachenverlauf a mit konstanter Breite

b = 20 mm, verdnderlicher Hohe O0£h(x)« 18,03 mm

und der Lénge L = 0,5 m auf. Stab S, wurde absicht-
lich breiter als hoch bemessen, damit die x-z-ibene
als Schwingungsebene bevorzugt wird.

Beide Stabe bestehen aus dem Werkstoff AlCukigPb F 35
im Zustand kalt ausgehértet BE]. Der werkstoff 1l&Bt
sich auf einer Frasmaschine gut bearbeiten. Es wur-
den nach der Bearbeitung von Stab 82 maximale Abwei-~
chungen in der Stabhéhe von 5/100 mm gegeniiber den
Sollwerten gemessen.

Abb. 7.1 zeigt den Versuchsstand. Die Anordnung der
MeBkette wird in dem Blockschaltbild 7.2 wiederge-
geben.

Die Stabe werden mittels sechs usi 8-Schrauben zwischen
zwei 15 mm dicken Stahlplatten aus St-52 eingespannt.
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Der um den Faktor 2,5 groBere Elastizitdtsmodul
von St-52 gegeniiber dem von Duraluminium soll die
Einhaltung der iinspannbedingung gewahrleisten.

Die Stahlplatten sind auf einer Grauguldplatte mit
einem Gewicht von 412 kg befestigt. Stab 81 wiegt
1,8 kg, Stab S, nur 0,26 kg. vie Platte hat eine
nach [36] berechnete Grundfrequenz von 343 Hz.

Stab 81 und Stab 82 haben Grundfrequenzen von 17 Hz
bzw. 70 Hz. Die Gefahr, daiB3 die Platte in ihrer
Grundfrequenz zu Schwingungen angeregt wird, kann
durch die auBermittige aAnbringung der Stabe ver-
mindert werden.

Die Stdbe werden an ihrem freien Ende durch die
Gewichskraft Fo = 70 N statisch belastet. bas Ge-
wicht ist an einem lraht befestigt. Uber einen
Metallsteg, der lose aui dem Stabende ruht, wird
die Kraft gleichmalBig in den Stab eingeleitet.

Mit einer gewohnlichen Kneifzange konnen wir den
Draht durchtrennen. Der wetallsteg samt einem
Drahtrest (Gesamtmasse: 1,6 g) verbleibt fir kurze
Zeit (At = 5-10‘43) auf dem Stabeade, bevor er von
horizontal wirkenden Federn herabgerissen wird.

Die bel den Biegeschwingungen auftretenden Dehnungen
werden mit DehnungsmeBstreifen (LmuS) der iirma

Tokyo Sokki Kemkyujo vom Typ FlA-2-11 mit einer
Basisbreite von 2 mm, einem ohmschen wWiaerstand

von R = 120 £) und einem k-Faktor von 2,1 autgenom-
men. Zwei aktive DehnungsmeBstreifen werden so gegen-
Uberliegend oben und unten aut dem Stab befestigt

und in Halbbriickenschaltung betrieben, daB die War-
medehnung und die Dehnung infolge Normalkraft kom-
pensiert werden. |

Die an den DS anfallende Spannungsidnderung AU A ist
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der Dehnung £ proportional:

Au=%uge (7.1)
Mit UB bezeichnen wir die prickenspeisespannung.

Zur Verstarkung dieser Spannungsénderung werden
Gleichspannungsverstarker vom Typ KWS 3020 A der

Firma Hottinger Baldwin wmeRtechnik, sowie 3 Wigen-
bauten bemutzt, die sich beim heutigen sStand der
Elektronik leicht unter Benutzung des monolithisch
integrierten weBverstarkers AD 520 J der Firma

Analog Devices zusammenbauen lassen. ven elek-

trischen Aufbau dieses Verstarkers zeigt abb. 7.3.
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Abbildung 7.3

Um Storeinfliisse langer Kabelleitungen zwischen den
DMS und den Verstédrkereingangen zu vermeiden, wurden
die Verstdarker so nahe wie moglich an die aurnehmer
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herangebracht.

Wahrend der Verstéarker KwsS 3020 A uber eine interne
hochkonstante Spannungsquelle verfugt, wurde fur die
ubrigen Verstdrker aus einem Spannungskonstanter des
Typs 34 K 160 R 0,8 der Firma Gossen mit Hilfe eines
Spannungsteilers eine Gleichspannung von Ug = 5 '
mit einer Restwelligkeit von 90 [AVSS erzeugt.

Die MeBsignale der DiS werden von den Verstdrkern mit
‘dem Faktor 500 V/V verstdrkt und auf zwei Zweistrahl-
oszilloskopen vom Typ P 3232 der Firma rPhilips
sichtbar gemacht. Alle vier Signale konnen von zwei
Kleinbildkameras gleichzeitig aufgenommen werden.

Den Triggerimpﬁls KoTr fir die Oszilloskope liefert
ein Stromkreis, der in Abb. /.4 dargestellt ist.

Stab 2 ‘ P v
Metallsteg_ 50 e
Draht
25 !
s 10 kQ KO i
/ — -— —
10k |t° A t
: 1'——“‘
UsSV
10 kR
(o) v
U
E —50
’ J Ké:rr trr t
F=70N

Abbildung 7.4
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An den Griffen der Kneifzange befestigte Kontakte
bilden einen Schalter, der beim Zusammendricken
der Zange einen Stromkreis schlielt. Der Zeitpunkt
dafir kann mittels einer Stellschraube so einge-
stellt werden, dali der Triggerimpuls ausgelost
wird, bevor der Draht durchtrennt ist.

Die Zeitpunkte to, zu dew der vraht durchtrennt wird,
und tA’ zu dem der ietallsteg von dem Stab abhebt,
werden mit dem zweiten in Abb. /.4 dargestellten
Schaltkreis markiert. Zum Zeitpunkt to springt die
Spannung von O auf 2,5 Volt, zum Zeitpunkt tA von
2,5 auf 5 Volt. Beide Signale werden aut dem Zwei-
strahlspeicheroszilloskop 184 A in Verbindung mit
den Einschiiben 1805 A und 1825 der Firma Hewlett
Packard sichtbar gemacht. Aut diese Weise kann die
Beriihrzeit des Metallsteges mit dem Stab als Diffe-

reng tA - to bestimmt werden.

Eine Kalibrierspannungsquelle, die mit Anodenbatte-
rien betrieben wird, liefert konstante Spannungen
im Bereich von 1,5 mV bis 15 mV. mit Hilie dieses
Gerates kann in Verbindung mit einem vigital-Volt-
meter der Firma Keithley Typ 171 eine Kalibrierung
der Gleichspannungsverstarker vorgenommen werden.

Der Nullabgleich der DWS-Brucke in Verbindung mit
den Gleichspannungsverstarkern ab 520 J sowie die
Eliminierung der Offsetspannung gelingt mit Hilfe
des Digitalvoltmeters bis auf ¥ 8 MV Genauigkeit.

Die Uberpriifung der Ubertragungseigenscharten der
gesamten MeBkette bei statischer Belastung des
Stabes zeigte gute Ubereinstimmung im Rahmen der
abgeschatzten Fehlergrenze, aul die wir noch ein-
gehen werden.
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7.2. Leistungsgrenze der iieBkette

Die Auswahl der einzelnen Glieder der uweBkette wur-
de nach den Gesicihtspunkten

- groBe Bandbreite,

-~ hohe Grenzfrequenz und

- geringe Kosten

vorgenommen.

Die VehnungsmeBstreifen sina infolge ihrer geringen
I'ragheit geeignet, dynamische Vorgange, die mit
hoher Frequenz ablaufen, zu erfassen. Bei Verwen-
dung des fliissigen Klebstoffes Z 70 zu ihrer Appli-
kation wird die Grenzfrequenz aur weit iber 50 kHz
geschétzt [3‘7] .

Die Entscheidung beziiglich der ahl des weBverstir-
kers fiel bei den gestellten Forderungen zugunsten
des Gleichspannungsverstarkers aus. ver verwendete
Gleichspannungsverstarker KWs 3020 A weist in dem
Frequenzbereich O4f £10 kHz einen Amplitudenabfall
von 1 4B auf. Bei den kigenbauten gibt der Her-
steller der IC's vom Typ AD 520 J im Freqdenzbe-
reich 04 f4£ 60 klHz bei einem Verstarkungsfaktor

von 500 V/V einen Amplitudenabfall von 3 4B an.

Die maximalen Linearitadtsabweicihungen betragen 0,7 %o .

Die Zweistrahloszilloskope weisen einen weitaus
besseren Frequenzgang auf, so das die Gleichspan-
nungsverstdrker beziiglich der Grenzfrequenz das
schwachste Glied der welBkette bilden.

7.5. Bestimmung der WerkstoffkenngrdBen

Die in der Literatur angegebenen werte fir die
Streckgrenze, den slastizitatsmodul una die bichte
der industriell getertigten Aluminiumstangen konnen
nicht ibernommen werden, da sie von Stange zu Stange
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unterschiedlich ausfallen.

Es wurden aus dem im Versuch verwendeten material
Proben hergestellt und Zugversuche gemdB8 DIN 50114
und DIN 50143 [38] auf einer Priifmaschine der Firma
Zwick vomr Typ 1362 des .institutes fiur werkstoffkunde
an der RUB durchgefuhrt. Das Spannungsdehnungsdia-
gramm zeigt abb. /.5.

280
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Abbildung 7.5

Der lineare Hooke'sche Bereich erstreckt sich bis
zu einer Spannung von 18° 107 im -2
suchen auftretenden maximalen Spannungen liegen
bei 8:107 Nm'a, so daB bleibende Forménderungen

. bie bei den Ver-~

ausgeschlossen werden kdnnen.

Die Dichte des Stabwerkstoffes wird nach dem be-
kannten Archimedischen Prinzip aus dem Auftrieb
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eines 0,6 N schweren vollstandiy in wWasser einge-
‘tauchten Werkstoffstiickes zu § = 2835 kgm-5 be-
stimmt.

Den Elastizitédtsmodul des verwendeten werkstofres

erhalten wir auf zwei voneinander unabhangigen

Wegen:

a) durch llessunyg der Laufzeit einer wellenfront

b) durch Messung der Frequenz der Longitudinal-
schwingung

in dem betrachteten Werkstoff.

Dabei wird ein beidseitiy freier Stab der Lange

L = 1,15 m nit dem Querschnitt 20 x 20 mm an einem

Ende mit einem Hammer zentral angestoBen. In dem

Stab breiten sich Longitudinalwellen aus. bLie Den-

nungen an den lLangsseiten des Stabes werden mittels

DehnungsmeBstreifen aurgenommen, verstarkt und aufl

dem Speicheroszilloskop sichtbar gemacht.

Zur BSestimmung der Laufzeit der Longitudinalwellen=-
front werden die Dehnungen an zwei in einem Ab-
stand von LM = 20 cm angebrachten DLuS auigenommen.
Aus der Yeitditferenz At zwischen den aAnkunfts-
zeiten der Wellenfront kann auf den klastizitats-
modul gemdB der Beziehung

L} -
E=s (—"—) (7.2

geschlossen werdsn.

Wenn sich in dem Stab eine stationdre Longitudinal-
schwingung ausgebildet hat, messen wir auf dem
Speicheroszilloskop die Zahl der Grundschwingungen
n pro Zeitintervall At. aus einer von Fligge [3Y]
angegebenen Beziehung fiur die Frequenz von Longi-
tudinalschwingungen in Stdben bestimmen wir den
Elastizitétsmodul: | ‘

E =y s(tn) | | (7.3)
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Aus beiden Messungen erglbt sich ubereinstimmend
der wWert B = 74-10° Nm <.

7.4. Fehlerrechnung

Die Versuche haben das Ziel, die biegedehnunyg &€ zu
bestimmen. 4ur Berechnung der Schnittmomente bend-
tigen wir auBerdem die werkstoffkennwerte hlastizi-
tdtsmodul B und bLichteS . bie gesuchten GroBen ¥i
konnen nicht direkt gemessen werden. Sie hiangen von
fehlerbehafteten physikalischen eBgrdfBen xj ab:

\/;={(XQ’XLI"' Xh) (7.4)

Wenn der maximale Fehler‘AxJ der einzelnen weBgrofe
bekannt ist, kann der groBtmdgliche Fehler der zu
bestimmenden GroBe ¥ mit Hilfe des totalen Diffe-
rentials [40] berechnet werden:

9f 3

1.5
&, o DXt (7.5)
Den wahrscheinlichen Fehler, der unter den ublichen
MeBbedingungen zu erwarten ist, bestimmt man mit
Hilfe der Beziehung:

Ay_

N7 ]/("”Ax«) G FSARTEY (7.6)

Die Auswertung der Gleichungen /.6 unu /./ ergibt,
daB mit den folgenden Fehlern gerechnet werden muf:

max. Fehler wahrscheinlicher Fehler
Qegqgns__ L 8 4 % 4,7 %
Dichte | 0, 14 % 0,1 %
E-ilodul B -
Frequenzmessung 6 % 5,6 %
Laufzeitmessung 13,1 % 9,5 %
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7.5. Vergleich der Versuchsergebnisse mit den kr-
gebnissen der Theorie

In einem Vorversuch wollten wir durch Dehnungsmessungen
an dem Stab Sq feststellen, o0 die Rechnung mit ihren
vereinfachenden sannahmen das reale Scuwingungsvecrhal-
ten des Stabes mit konstantem Querschnitt wiederge-

ben kann. In abb. 7.6 wird der gemessene und berech-
nete Verlaut der Biegespannung wahrend der Zeitdauer,
die der Grundperiode eatspricht, an einer 9,8 cm von
der Kinspannung entfernten Stelle wiedergegeben.

™ —
Meftku! ‘
o " w1
06
IM s 9.8 cm
L =9865cm
03 b= 2 cm
h=z 2 cm
‘Dstls——- ‘“
, g = 283510°kgm’

0 1 +
3 4 5 6
1/ 2 \ ’ E= 74-10Nm?2
2ulG = 8+107 Nm-2
_o'ﬂ /
J\, / F
-06

Fo

-08 t

Abbildung 7.6

Der dicke ausgezogene Kurvenverlauf entspricht dem
Ergebnis der ‘heorie, bei der die kontinuierliche
Massenverteilung durch 11 punktformige siassen er-
setzt wurde. Die lieBkurve gibt die bezogene Spannung
wieder, die der Dehnung proportional ist:

zuG:F - (-,_UEL(,') & | (7.7)
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Aus der guten Ubereinstimmung der beiden Spannungs-
verlaufe in Abb. 7.6 kann geschlossen werden, dal
die hkodellvorstellung mit kinzelmassen ohne Beriick-
sichtigung der Damptung den realen Spannungsverlauf
quantitativ richtig wiederzugeben vermag.

Der Stab 82 weist den in abb. 6.9 wiedergegebenen
optimalen Querschnittsverlauf a gleicher Festig-
keit aut. Auf dem Stab wurden an vier Stellen in
verschiedenen Entfernungen von der Einspannstelle
jeweils ein DS auf der Stabober- und aur der Stab-
unterseite aurgeklebt (vgl. abb. 7.7).

o

1,21

q&“-@““_‘;_-
0,4
0 B~§~‘\\\\\

./‘/ ' o

Abbildung 7.7

Der gemessene Spannungsverlauf an den vier wmeBpunk-
ten wird in den abbildungen 7.8 bis /.11 durch
dinne Linien wiedergegeben.

Es zeigt sich, daB die zuléssige Spannung in keinem
‘Querschnitt erreicht wird. Diese abweichungen wer-
den durch den Metallsteg verursacht, dessen Verweil-
zeit auf dem Stab 5.10°' s betrégt. Die geringe
Masse des Steges war bei der Bestimmung des Juer-
schnittsfldchenverlaufes nicht berilicksichtigt wor-
den.
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Eine Kontrollrechnung, bei der die kontinuierlich
verteilte Stabmasse durch 31 Einzelmassen diskreti-
siert und die Stegmasse berilicksichtigt wird, ergibt
die dick gezeichneten Kurvenverlaufe. A
Die von der plotzlichen Entlastung des Stabendes
ausgehende Storung breitet sich mit endlicher Ge-
schwindigkeit in dem Stab aus. mit zunehmender Ent-
fernung des Stabquerschnittes von der Storungsein-
leitung wird die Totzeit bis zur ersten Reaktion des
Stabes groBer. Es fallt auf, daB die Uruckspannung
an der Stabunterseite zundchst groBer wird als bei
der statischen Belastung. Dieser Effekt wird durch
die bereits beschleunigten Stabteile hervorgerufen,
deren Tragheitskrafte die Schnittmomente beeinflussen.

AbschlieBRBend wollen wir noch einige aspekte aufzéh-
len, die zu beriicksichtigen sind, wenn wir die
theoretisch gewonnenen krgebnisse mit den Befun-
den des Bxperimentes vergleichen.

Auf der einen Seite haben wir das Experiment, bei

dem wir die Reaktion des realen Kontinuums aut Kraf-

te aufzeichnen. Der Fehlerrechnung im Kapitel '/.5.

zufolge ist die messung der Dehnung ¢ mit einem

wahrscheinlichen Fehler von 4,/ % behaftet. aAul der

anderen Seite miissen wir bei der Beurteilung der

theoretisch gewonnenen krgebnisse drei Gruppen von

Fehlerquellen bericksichtigen:

- Fehler, bedingt durch die abweichung der wodell-
theorie vom realen Verhalten des Kontinuums,

- Diskretisierungsfehler und

- Rundungsfehler.

Wenn wir daraufhin die experimentell und numerisch

gewonnenen Ergebnisse an den vier Stabpunkten uns

vergleichend ansehen, ist der Grad der erreichten

Ubereinstimmung erstaunlich gut.
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8. Zusammenfassung ,

In dieser Arbeit werden Querschnittsverlaufe von
Stdben mit beliebigen auflagerreaktionen bei nicht
periodischer hrregung von begrenzter Dauer so be-
stimmt, daB die Stabe minimales Volumen auiweisen.
Dabei ist als nichtlineare Nebenbedingung zu be-~
ricksichtigen, daB die Spannungen einen zuldssigen
Wert an keiner Stelle und zu keiner Zeit liber-

schreiten.

Der Stab wird, ausgehend von den partiellen Diffe-
rentialgleichungen fir die wodelle des Timoshenko-
Stabes und des Stabes nach der elewentaren Theorie
mit Hilfe der "Lumped Mass'"-uethode in der Orts-
koordinate x physikalisch diskretisiert. Unter Ver-
wendung von KraftgroBen als Systemparameter leiten
wir eine Matrizendifferentialgleichung mit konstan-
ten Koeffizientenmatrizen her. bDie Losung dieser
Matrizendifferentialgleichuny stellt ein anfangs-
wertproblem in der Zeitkoordinate dar. Das redu-
zierte Ubertragungsmatrizenvecfahren, das matrizen-
funktionen benutzt, erweist sich als effektivste
Losungsmethode fur die schnelle und genaue Bestim-
mung der Systemantwort.

Zur Losung der Optimierungsauigabe wird in einem
ersten Schritt der Stab gleicher Festigkeit mit
Hilfe eines eintachen schnell konvergierenden aAlgo-
rithmus bestimmt. bie Optimalitat dieses Juerschnitts-
fldachenverlaufes im Sinne eines lokalen kinimums fir
das Stabvolumen kann mit Hilfe des Kuhn-Tucker-1heo-
rems fir einige Stdbe nachgewiesen werden. Es wird
ein Suchalgorithmus hergeleitet, der ausgehend vom
Querschnittsflichenverlauf des Stabes gleicher
Festigkeit volumenoptimale Ldsungen finden kann,

bei denen die Spannungen die zuléssigen werte nicht
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mehr in jedem Querschnitt erreichen. bie dadurch
erzielbare Volumenersparnis ist so gering, daB wir
den Stab gleicher Festigkeit als gute Naherung fiir
den Stab minimalen Volumens betrachten konnen.

Zur Beurteilung der theoretisch gewonnenen Ergeb-
nisse messen wir an einem geraden Stab mit opti-
miertem Querschnittsverlauf die behnung in der
Randfaser bei instationarer Beanspruchung. Ein
Vergleich der Ergebnisse der ‘'heorie mit denen
des Experimentes bestatigt die brauchbarkeit der
hier verwendeten iModelle und numerischen Ver-
fahren,
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