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Zusammenfassung

Es wird das minimale Volumen von Staben bestimmt, die einer dynamischen
harmonischen Belastung durch eine Einzelkraft unterworfen sind. Der Quer-
schnittsflachenverlauf wird so bestimmt, daB die maximal auftretenden
Biegespannungen zu keiner Zeit und an keiner Stelle einen vorgegebenen
Wert lberschreiten. Weiterhin ist beriicksichtigt, daB die Querschnitts-
abmessungen durch einen kleinsten und einen groBten Wert eingeschrdnkt
sind. Experimentelle Untersuchungen zeigen im Vergleich mit den theore-
tischen Ergebnissen gute Obereinstimmung und bestdtigen die Leistungs-
fdhigkeit des verwendeten Rechenverfahrens.

Summary

In this paper the minimum volume of beams is determined, which are
excited by a singular harmonic force. The shape of the beam is deter-
mined such that the maximum bending stresses at no time and no point
exceed a given value. The cross sectional area is limited by.minimum

and maximum values. Experimental results are in good agreement with
theoretical results and proove the efficiency of the analytical ‘procedure,
which has been used.
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Bezeichnungen

A Querschnittsfldche

b Stabbreite

E Elastizitatsmodul

Fo statische Einzelkraft

F1 dynamische Einzelkraft

f bezogene Querschnittsflache
g Faktor

Hy H¥ Hilfsfunktion

h Stabhthe

I Fldchentragheitsmoment

i bezogenes Flachentrdgheitsmoment
k Proportionalitdatsfaktor

1 Stablange

M Biegemoment

m bezogenes Biegemoment

N Anzahl der Unterteilungen

p Faktor

Q Querkraft

q bezogene Querkraft

t Zeit

u, u¥ bezogene Querschnittsfldche
) Volumen

v bezogene Durchbiegung

W ' Widerstandsmoment

W Durchbiegung

X Langenkoordinate

z Vektor der ZustandsgroBen (Phasenkoordinaten)



> &
!

:_O co ‘:m ~ K
Um* -

g1 o

SER

()
()

=

01

Hilfsfunktionen
Frequenzparameter
Genauigkeitsschranke
Belastungsverhdaltnis
bezogene Liangenkoordinaten
Dichte

Hilfsfunktion

mechanische Spannung
vorgegebene Bezugsspannung
Biegewinkel
Hilfsfunktionen
Erregerfrequenz

Ableitung nach x

Ableitung nach §



1. Einleitung

Im Bereich der Statik ist die Ermittlung optimaler Bauelemente unter
Beriicksichtigung einer vorgegebenen maximalen Beanspruchung seit langem
bekannt. Der "Stab gleicher Festigkeit" ist z. B. im statischen Falle
zugleich ein Element, welches das Tragvermogen des Materials optimal aus-
nutzt und deshalb minimales Gewicht besitzt. Ganz anders sieht es bei der
Optimierung bei dynamischer Belastung aus. Nur wenige Verdffentlichungen
beziehen Spannungsrestriktionen in die Optimierung mit ein /3, 4/.
Dagegen liegen andere Arbeiten vor, die im wesentlichen zwei Aufgaben-
bereiche bzw. deren duale Formulierung behandeln. ‘

1. Bei vorgegebenem Materialaufwand wird die optimale
Gestalt eines Stabes gesucht, die die erste oder
eine hohere Eigenfrequenz zum Maximum macht /5-9/.

2. Bei vorgegebenem Materialaufwand wird die optimale
Gestalt eines Stabes gesucht, die die Durchbiegung
an einem Punkt des Systems zum Minimum macht /lo-12/.

Oberwiegend wird der Rayleigh-Quotient zur Bestimmung der Eigenfrequenz
herangezogen. So beschrankt sich Niordsen /9/ auf unterkritisch
erregte Stdbe und erweitert diese Arbeit zusammen mit Karihaloo /7/
durch aufgebrachte Einzelmassen. Olhoff /5, 6/ maximiert Eigenfre-
quenzen hoherer Ordnung und benutzt fiir die tieferen Eigenfunktionen
orthogonale Ansatzfunktionen, die den kinematischen Bedingungen geniigen,
um die Gliltigkeit des Rayleighschen Prinzips zu gewdhrleisten. Dariiber
hinaus 1dBt er Einzelmassen zu und legt eine untere Querschnittsflache
fest, wobei er durch die Substitution

2
atx) = Qu * WX

die beschrdnkte Variable a(x) durch die unbeschrdnkte u(x) ausdriickt.

Die gleiche Variablensubstitution benutzt Pierson /8/ in seiner Arbeit,
um sein "gradient-projection"-Verfahren giinstig anwenden zu konnen. Zur
Minimierung des Materialaufwandes bei vorgegebener Eigenfrequenz inte-
griert er die Gleichung der Stabschwingung und findet auch Losungen
zwischen der ersten und zweiten Eigenfrequenz des optimierten Stabes.
Dagegen greifen Icermann /11/ und Plaut /12/ wieder auf Rayleigh



zuriick und beschranken sich auf unterkritische Erregung.

Weitere umfassendere Angaben iiber Vertffentlichungen iiber dieses Thema
geben Sheu und Prager /13/ sowie Niordsen/Pedersen /14/.

Den bisherigen Veroffentlichungen ist gemeinsam, daB Einschrankungen

- sofern sie existieren - unabhdangig von den SchnittgroBen im Stab sind
und das Optimierungsziel ohne Riicksicht auf die auftretenden Beanspru-
chungen angestrebt wird. Weiterhin sind stets energetische Ansdtze in
Form des Rayleighschen Prinzips moglich, um zu einer Losung zu gelangen.
Gerade diese energetischen Aussagen reichen aber nicht mehr aus, um bei
Spannungsrestriktionen das Optimierungsproblem zu beschreiben.

In der vorliegenden Arbeit wird - in Analogie zum "Stab gleicher
Festigkeit unter statischer Beansprﬁchung" - zundchst der "Stab
gleicher Festigkeit unter dynamischer Beanspruchung" behandelt, wobei
als Belastung eine harmonisch verdnderliche Einzelkraft angenommen
wird.

>
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Das Ziel dieser Betrachtung ist es, herauszufinden, ob ein in dieser
Weise dimensionierter Stab wenigstens naherungsweise als optimale Losung
hinsichtlich der Gewichtsminimierung angesehen werden kann, wie das bei
instationdrer Erregung vielfach moglich ist /17/. Es zeigt sich jedoch,
daB bei periodischer Erregung dieser Weg im allgemeinen nicht zu einer
Optimierung fiihrt. Deshalb wird das Problem allgemeiner angegangen werden.

Der allgemeine Fall, der eine Beschrdankung der Biegespannung in der
Form

,M(x)/ z G
W (x) °



vorsieht, ermdglicht die Formulierung eines Optimierungsproblems mit dem
unbekannten Querschnittsverlauf als SteuergroBe des Systems. Dabei wird
der Querschnitt in seiner minimalen und maximalen Abmessung einge-
schrdnkt.

Die verwendeten Losungsmethoden umfassen alle Erregerfrequenzen,
schlieBen also unter- und iiberkritische Erregung mit ein.

Mit Hilfe des von Boltjanski /1/ angegebenen "Verfahren der Lokal-
schnitte", welches auf dem Maximumprinzip von Pontryagin basiert, .
gelingt die analytische Formulierung bei EinschluB der Querschnitts-
restriktionen. Neben dem Differentialgleichungssystem der Stabschwingung
tritt ein formal @hnliches System von Hilfsfunktionen auf. Beide sind
uber die Steuerfunktion gekoppelt.

Tragen die zu optimierenden Stdbe statische Zusatzlasten in Form von
Einzelkrdften oder diskreten Massen, so ist die Methode der Lokal-
schnitte nicht mehr anwendbar. In diesen Fdllen wird auf eine physika-
lische Diskretisierung des Stabes zuriickgegriffen, bei der die kontinu-
jerliche Steuerfunktion durch N unabhdangige Variablen beschrieben wird.
Vorteilhaft sind somit rechnerangepaBte Methoden anwendbar, die eine
schnelle Spannungsanalyse gestatten; zusdtzlich stehen erprobte Such-
algorithmen fiir N-dimensionale Probleme bereit, in denen die geforderten
Restriktionen relativ einfach einzuarbeiten sind.

2. Problemstellung

2.1. Das Optimierungsproblem

Im Sinne der mathematischen Optimierungstheorie fiihrt die Formulierung
des Problems in der allgemeinen Form auf eine Zielfunktion mit zusdtz-
lichen Nebenbedingungen, die z. T. als Differentialgleichung vorliegen.

Zielfunktion:

£

V = min /A(X) dx (2.1)

o



Nebenbedingungen:

0
a) [EBmuﬂm] -gduwwuyﬂfzo

o Ml |Gy o2 B (2.2)
W (x)

) Ay £ A £ Amax

Zur ersten Nebenbedingung gehoren noch die aus der Lagerungsform und der
Belastung herriihrenden Randbedingungen. Bei optimalem Volumen ohne Quer-
schnittsrestriktionen (Amin"’ 0; Amax
mindestens einem Punkt der Randfaser den Grenzwert E; erreichen.

Liegen Querschnittsrestriktionen vor, so ist nur die untere Schranke

frei wahlbar.Wird die obere Schranke zu klein, treten - abhdngig von der
Erregerfrequenz und der unteren Schranke - Spannungsiiberschreitungen auf,
und das Optimierungsproblem besitzt keine Ldsung.

— ©0) muB die Spannung in

Die Einfiihrung der Querschnittsbeschrankungen ist erforderlich, da
neben den Normalspannungen die iiblicherweise vernachldssigbaren Schub-
spannungen aus der Querkraft vorhanden sind. Der Minimalquerschnitt
verhindert erstens eine Spannungsiiberschreitung bei der Obertragung von
Querkrdften und sorgt zweitens dafiir, daB der Stab im Ruhezustand sein
eigenes statisches Gewicht tragen kann.

Die Optimierungsaufgabe (2.1) mit den Nebenbedingungen (2.2) stellt den
Fall eines verdnderlichen Steuerbereiches dar, der durch ein System von
Gleichungen und Ungleichungen bestimmt wird, wobei die Steuerfunktion
der eingeschrankte Flachenverlauf des Stabes ist.

2.2. Spannungsanalyse

Die Einhaltung der Spannungsbedingung (2.2b) erfordert die Kenntnis des
Spannungsverlaufes ldangs der Stabachse. Da analytische Losungen nur fiir
bestimmte Querschnittsverldufe bekannt sind, miissen numerische Methoden
herangezogen werden.



2.2.1, Integration der Schwingungsgleichung

Durch einfache Substitution wird die Differentialgleichung der Biege-
schwingung in ein lineares Differentialgleichungssystem erster Ordnung
uberfiihrt

w' =y

. M

P = TEF
Ml = Q (2.3)
Q= -Aw

in dem w, Y , M und Q nacheinander Durchbiegung, Biegewinkel, Biege-
moment und Querkraft darstellen. Bei vielen technisch interessierenden
Querschnitten existiert ein Zusammenhang zwischen der Fldche und dem
Fldchentrdagheitsmoment /lo/ in der Form

P

} =cA (2.4)

Das sei hier vorausgesetzt. Als Beispiel sei auf die Tabelle 2.1 ver-
wiesen. Nach Einfiihrung von

f-7 u=% v-X ()':%f (2.5)

1aBt sich die Differentialgleichung der Biegeschwingung in dimensions-
loser Form anschreiben

[u’(f) v"(j)]" - /31'&(;) v(f) = 0

/3": S_Qa.li, (2.6)
ECA:-1
Hieraus ergibt sich das dimensionslose System
vt o= P
. m
LA (2.7)
m = g
. 4
g = ~puv

Als BezugsgroBen w, und A0 werden Durchbiegung und Querschnittsfléche
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eines durch F1 statisch belasteten Stabes konstanter Biegesteifigkeit fest-
gelegt, bei dem die maximale Spannung gerade der vorgegebenen entspricht.

P c g k

J=cA’
W=k& | neenst | o (2| 4 | &
7 b=b(g) 12 6
il [, 2
/ h | Beg-konst 2 | 2|6
A | , ,
h=h(g) .
~b~ bkt | 3 128 2 | %

Tabelle 2.1

KenngroBen fiir den Rechteckquerschnitt

Die Gleichungen (2.3) bzw. (2.7) sind so aufbereitet, daP eine direkte
numerische Integration mit Hilfe bekannter Integrationsverfahren wie
Runge-Kutta, Simpson, Euler-Cauchy oder anderer Verfahren ohne weitere
Umrechnungen moglich ist. Zur Einhaltung der Randbedingungen wird das
Gleichungssystem zweimal - mit unterschiedlichen Anfangswerten - durch-
gerechnet. Wegen der vorhandenen Linearitdt bei festem u(f ) lassen sich
die Losungen superponieren und daraus diejenigen Anfangswerte errechnen,
die auch die restlichen Randbedingungen erfiillen. Eine erneute Durch-
rechnung mit den richtigen Anfangswerten liefert dann den gesuchten
Spannungsverlauf.

2.2.2. Diskretisierung des Stabes

Eine andere Moglichkeit, den Spannungsverlauf zu ermitteln, ist die
physikalische Diskretisierung des Stabes. Dazu wird der kontinuierliche
Querschnittsverlauf A(x) durch N gleichlange Teilstiicke ersetzt, in
denen der Querschnitt konstant bleibt.



- 11 -

A §

Original
—
l X
Ab) 4
Modell
AR, A An x
—— |, ——
I E w
Teilstiick 2=|®
X = M
Q
w _Z.i AiJEJJi:Q ZM

Abb. 2.1
Diskretisierung des Stabes

Der Zusammenhang der SchnittgroBen am Anfang und Ende des Teilstiicks
ist durch die Differentialgleichung der Biegeschwingung vorgegeben. Sie
1a8t sich bei konstantem Querschnitt 16sen und liefert im vorliegenden

Fall:
Wi,= aninf +benfs +cainhft + o anhf

Bae = (@i -bin reanhp +d aimhft) £ -

g =

M, = - -animf -baofd +c nimb *dw"wg) _E_g,—(;ﬁ

~(-aufs +baint +ccnh b +d inkp) EXL

4

01—*4

n
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Die Konstanten hdangen von den Z; und der Geometrie ab

2

Lory, Gk A s M
" 2B (7041*53,./3*) b=7(w Eg,./zz)

(2.9)

Diese in Z, linearen Gleichungen sind den aus der Literatur /15, 16/
bekannten Obertragungsmatrizen dquivalent. Sind die Anfangswerte Z,
an der Stelle x = o bekannt, so kann der Stab abschnittsweise durchge-
rechnet werden. Innerhalb eines Teilstiickes wird der Spannungsverlauf

durch die Gleichung

{)

NOE N(g) —f/g"ﬁ (-awinp§ -bep§ +cnimhps + denhff)
0L f£1 (2.10)

beschrieben, aus der die maximale Spannung bestimmt wird. Da im allge-
meinen kein Anfangswertproblem vorliegt, miissen die Z, auch hier vorab
bestimmt werden. Wegen der vorliegenden Linearitdt bereitet dieses
jedoch keine Schwierigkeiten.

Neben dem Spannungsverlauf interessieren die Eigenfrequenzen des
Stabes. Sie konnen aus der Losung des Randwertproblems mit Hilfe

der Obertragungsmatrix durch systematisches Verdndern des Frequenz-
parameters gewonnen werden. Jedoch ist das Verfahren aufwendig und
flihrt bei hoheren Eigenfrequenzen zu numerischen Schwierigkeiten. Aus
diesem Grunde wurde ein von Ullenboom /17/ verwendetes Unterprogramm
benutzt, welches in sehr kurzer Zeit fiir die Steifigkeitsmatrix auch
die hoheren Eigenﬁerte des Stabes berechnet.
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2.3, Stabmodell

Es sollen Stdbe untersucht werden, die im Sinne der elementaren Theorie
linear elastisch und hinreichend schlank sind /18/. Die Ortsabhingigkeit
der Biegelinie w(x) wird durch die Differentialgleichung (2.2a)
beschrieben, deren Herleitung der Literatur /19, 20/ entnommen;werden
kann. Zu dieser Differentialgleichung vierter Ordnung gehdren noch vier
Randbedingungen, die die Lagerung des Stabes beschreiben. Als Erregung
setzen wir stets die Einzelkraft

F(t) = F oy N1t (2.11)

an. DemgemdB zeigen alle ZustandsgroBen des Stabes wegen der vernach-
ldssigten Dampfung zeitgleiches Verhalten mit der Erregerfrequenz.

Gleichung (2.2a) 1dBt sich bei Staben konstanter Biegesteifigkeit exakt
16sen. Bei massiven oder hohlen kegelformigen Stdaben gelingt zwar noch

die Bestimmung der Eigenfrequenzen /21/, jedoch ist es bei erzwungener

Schwingung nicht mehr moglich, eine analytische Losung anzugeben. Dies

gilt umsomehr fiir beliebigen Verlauf der Biegesteifigkeit. Die bei der

Optimierung erforderliche Spannungsanalyse des Stabes beinhaltet daher

stets die numerische Losung der Differentialgleichung der Biegeschwin-

gung unter Einhaltung der Randbedingungen.

Um einen Anhalt zu gewinnen, wie weit die elementare LGOsung mit der des
Timoshenko-Stabes iibereinstimmt, kann man die Verhdltnisse bei konstan-
ter Biegesteifigkeit betrachten. Weigand /2o0/ errechnet fiir den
beidseitig gelenkig gelagerten Stab mit Rechteckquerschnitt der Hohe h
Eigenwerte nach der Timoshenko-Theorie, die in Tafel 2.2 mit den elemen-
taren Ergebnissen verglichen werden (siehe hierzu auch /32/).

Eigenwer§\¥= 0,1 0,05 0,01
1 0,986 0,998 0,999
5 0,867 0,954 0,998
lo 0,714 0,866 0,992

Tafel 2.2 Verhdltnis der Eigenwerte /3Timo//3e1ementar
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Deutlich zeichnet sich der EinfluB von Drehtrdgheit und Schubverformung
bei htheren Eigenwerten ab, wobei nur Stabhthe und Stablange ausschlag-
gebend sind. Diese fiir die Eigenschwingungen geltenden Aussagen sind im
vorliegenden Falle der erzwungenen Schwingung nicht ausreichend, um zu
einer abschlieBenden Beurteilung zu gelangen, da jetzt die maximal auf-
tretenden Spannungen bzw. die dazu proportionalen Biegemomente von
Bedeutung sind. Das Verhaltnis der maximalen Biegemomente aus beiden
Theorien 1dBt sich nach einiger Umformung aus den bekannten Losungen
herleiten und ist in Abbildung 2.2, ebenfalls fiir den beidseitig gelenkig
gelagerten Stab mit Rechteckquerschnitt, dargestellt.

Auffalliend sind die beachtlichen Unterschiede, die bereits bei Erregungen
zwischen der zweiten und dritten Eigenfrequenz zu Tage treten. Wdhrend
dieses Ergebnis beim gedrungenen Stab mit einem Hohen/Langenverhdltnis
von 0,1 nicht iiberrascht, kann das ungiinstige Verhalten bei h/1 = 0,05
nicht ohne weiteres vorhergesehen werden, da bei Betrachtung der Eigen-
werte gemdB Tafel 2.2 erst ab dem fiinften Eigenwert groBere Abweichungen
zu erwarten sind. Lediglich bei h/1 = 0,01 tritt hinreichende Oberein-
stimmung beider Theorien auf, wenn man von den Polstellen einmal absieht.

Die in dieser Arbeit gefundenen Ergebnisse entstammen der elementaren
Theorie und haben daher nur fiir hinlanglich schlanke St&be Giiltigkeit.
Die Anwendung der Timoshenko-Theorie bringt keine wesentlichen Vorteile,
da auch sie bei gedrungenen Staben ungenau wird /32/.

3. Der Sonderfall des Stabes gleicher Festigkeit

Statisch bestimmt belastete Bauteile sind hinsichtlich ihres Gewichtes
optimal dimensioniert, wenn in allen Querschnitten die gleiche maximale
Beanspruchung herrscht. Geht man von homogenem Material aus, so bedeutet
minimales Gewicht gleichzeitig auch minimales Volumen. Ein in dieser
Weise bemessener "Stab gleicher Festigkeit bei dynamischer periodischer
Beanspruchung" wird sich bei tieffrequenter - quasistatischer - Erregung
dem "Stab gleicher Festigkeit bei statischer Beanspruchung" ndhern und
ihm bei {1 = o entsprechen. Der Sonderfall des Stabes gleicher Festig-
keit wird beispielhaft am einseitig eingespannten Stab behandelt. Der
rechteckige Querschnitt sei 1angs der Stabachse in der Hohe konstant.
Der Breitenverlauf soll den Biegespannungen angepaBt werden. Die
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Differentialgleichung der Biegeschwingung wird durch die Ansdtze

=X 1 1) =

(3.1)

Eh B
5 L

vi(§) = wi(g) 4(§) =

normiert. [3 ist mit dem Frequenzparameter [5 durch den Zusammenhang

-q_i“‘g/loﬂqu 32
Fo= gl = 2 €14, (-2

verbunden. Die Differentialgleichung geht iiber in die Form

[ils) v(e)Y] - 28C§) v(§) =0 (3.3)

in der der Frequenzparameter nicht mehr in Erscheinung tritt. Die Bedin-
gung gleicher Festigkeit ldngs der Stabachse lautet

L(x)h "
M(x)l ’ E 'w'()/ _ 2 E b, /—W”(x)/ = Go = honstant (3.4)
Wi b(x) b0 f z
6

und geht nach Normierung iiber in

|- ()] = 2 (3.5)

Hieraus 1aBt sich vorab die Biegelinie errechnen und in (3.3) einsetzen.
Beachtet man noch, daB im Falle variabler Breite i(f ) = f(f ) ist, so
erhdlt man fiir den Fldachenverlauf bei v 2> o und v'<o die Differential-
gleichung zweiter Ordnung

£G6) - (P (a+bf +§2) =0 (3.6)
Die zugehorigen Randbedingungen sind:

a) das Moment am freien Stabende verschwindet

M(x-#)= — E30) w'"R) =0
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Da w'# o ist, muB das Flichentrdgheitsmomentund damit die
Flache verschwinden.

Ax=2) =0 —  {(§=f) =0 (3.7)

b) Die Querkraft am freien Ende entspricht der angreifenden

Kraft
1
Rx=p) = [FEtmw'tal = - B3 ") - EN(R) w"e) = F,
& A4
=0
Nach der Normierung liefert das
. n 4
Ff=p) = - = (3.8)
[
Die Konstanten a und b sind durch die Bedingungen an der Einspannstelle
v(§=0) =0
’UTS=O) -0 (3.9)

leicht zu ermitteln. Um eine Differentialgleichung zu erhalten, deren
analytische Ldsung bekannt ist, wird das Koordinatensystem verschoben.

1= f+ —g | (3.10)

Das lineare Glied der Biegelinie verschwindet,und es verbleibt eine
bekannte Gleichung.

. 1 2

NG f(f")(a-% +f)=0 (3.11)
Kamke /22/ bezeichnet die Differentialgleichung

-l f=0 (3.12)

als Sonderfall einer konfluenten hypergeometrischen Differentialgleichung
und gibt die Gesamtheit aller Ldsungen mit

2. f"‘ 4+
) -G f et FaR 1)rge PO ST

(3.13)
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an. Darin ist F die fiir alle x konvergente Pochhammersche Reihe, die
durch

F( b - =~ Q(Q{..d)"'"(a*ﬂ-4) Xn
BN Tt e g O 319

definiert ist. Zur Erfiillung der Randbedingungen wird noch die Ableitung
bendtigt, die sich nach der Kettenregel zu

ff{'ff(f) - _F(f) {C [f"'}_—‘(3+d 3 , *2)+( I«z)F(3+d

3.15
+ C [-F(/H,a[ f*l) § I_—('H-d g )}} ( )

ergibt und in der
Fla b, F) =d2(§;b.§“7 2§32 . Flaw, b, §°) (3.16)

die Ableitung der Pochhammerschen Reihe darstellt.

3.1. Unterkritische Erregung

Bei unterkritischer Erregung existieren keine Schwingungsknoten ldngs
der Stabachse. Infolgedessen besitzt auch die Biegelinie keinen Wende-
punkt,und man erhdlt aus den Anfangsbedingungen (3.9), daB die
Koeffizienten a und b der Biegeparabel verschwinden. Somit bleibt

v (§) =_§2 , und es gilt zudem f*=§ und d = 0. Bezeichnet f, den Quer-
schnittswert an der Einspannstelle, so liefert Gle1chung (3.13) mit den
Bedingungen

f(§=0) = 1o
f(§=5) =

fiir den Querschnittsverlauf

[, 1 FEE) s
= ,’)2)

2 1,4 0 .
1, f° F(-:,é,f.z) £+ F(3 zf) (3.17)

£
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Die Konstante fo wird mit der Bedingung

FE) - <~ %

aus der Gleichung (3.15) bestimmt und ergibt sich zu

’ 3,2, 1 N A v -1
i T iR 3 I
5204 °

0

Abbildung 3.1 zeigt den Querschnittsverlauf in Abhdngigkeit von der
Erregung. Auskunft iiber das erforderliche Stabvolumen gibt der Ver-
gleich mit einem statisch belasteten Stab konstanter Biegesteifigkeit,
dessen erforderliches Volumen

v = 6 RL (3.19)
6, h
betrdgt. Ausgehend von der statischen Losung ist der Verlauf gb(fl) in
Abbildung 3.2 dargeste]]t.[3 = 0 ist der statische Fall, bei dem die
Stabbreite 1dngs der Stabachse 1inear abnimmt. Hinsichtlich des erfor-
derlichen Matefia]aufwandes ist dies die optimale Losung.

Bleibt der Frequenzparameter klein, so weichen die gefundenen Querschnitts-
verldufe nur unwesentlich von einer Graden ab. In diesem quasistatischen
Bereich sind die gewonnenen Ldsungen als optimale Losungen anzusehen. Wie
weit dieser optimale quasistatische Bereich geht, wird spater naher
untersucht. Eine Grenze ist bereits in Abbildung 3.2 zu erkennen. Dort
ist neben dem Stab gleicher Festigkeit auch das Volumenverhdltnis eines
Stabes konstanter Biegesteifigkeit dargestellt, bei dem die Breite so
gewdhlt wurde, daP an der Einspannstelle die maximale Biegespannung
gerade der des Stabes gleicher Festigkeit entspricht. Beide Stabe haben
ansonsten gleiche geometrische und physikalische Werte und sind der
gleichen Belastung unterworfen. Das Volumenverhdaltnis des Stabes
konstanter Biegesteifigkeit fallt nach Durchlaufen der ersten Eigen-
frequenz stark ab und unterschreitet schlieBlich die Werte fiir den Stab
gleicher Festigkeit. Ab dem Wert [3 = 2,38 ist folglich der Stab kon-
stanter Biegesteifigkeit (im einfachsten Fall der Stab gleichen Quer-
schnitts) vom Materialaufwand her giinstiger als der Stab gleicher
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] Jee
6 @ 2 l 1F, cos Nt
7
2_. X,§
5 \¥6
gt 12902¢
‘- Eh?
3 b(x)
| _ AE)
f(€)= Ac
2 -
1
B=0 -
0 (statischer Fall)

0 02 04 06 08 1 g

]

0 :
0 02 04 06 08 1 g

Abb. 3.1 Querschnittsverlauf bei unterkritischer
Erregung
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bv
8{ V% |
EJ=konstant
' 7
/
/1
6 .
4 4
Dimensionierung 1
nach G =Gy glinstig Dimensionierung
i mit EJ=konstant
gunstig
2 -
1
'optimaler Wert
0 T I ¥
0 1

Abb.3.2 Unteéerkritische Erregung
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Festigkeit. An dieser Stelle kann festgehalten werden, daB die Forderung
§=5 fiir alle Querschnitte bei dynamischer Beanspruchung nicht
ijmmer ein optimales Volumen liefert.

3.2. Oberkritische Erregung

Langs der Stabachse befinden sich Schwingungsknoten, die den Stab in
mehrere Bereiche teilen, wie es in Abbildung 3.3 bei Vorliegen eines
Schwingungsknotens dargestellt ist.

§ tie)
Be_[eich 1 _Bereich I
L i

fo -

) £ ¢
=0 f=0
_f._f’ f': -'—
| r 51
Abb. 3.3

Die angegebenen Ubergangsbedingungen an der Stelle .i folgen aus den
Forderungen, daB im Knotenpunkt zum einen die Momente verschwinden und
zum anderen die Querkrdfte rechts und 1links vom Knotenpunkt dem gleichen
Wert zustreben. Im Bereich II erhdlt man die Koeffizienten der Biege-
linie aus den Bedingungen 1 (f) = % (f)) und % (f)) = v (f). Die
Koordinatenverschiebung ist f*= f-2§, und der Faktor in der Differen-
tialgleichung (3.12) wird d=-2f* . Die Funktion f(§*) geht an den
Stellen

\Fy: 'fo

(3

f=
§- £

fo — f':

5 §

durch Null, woraus sich das homogene Gleichungssystem
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i ¥ x2 %2 a x? ] ]
CREE DY FEERLE) el o
w2 ¥ =
f F(3”‘ ) F(%i»%‘i )_} Cra OJ (3.20)

flir die Konstanten CIIl und CIIZ entwickeln 13dRt. Eine nichttriviale
Losung des Systems existiert, wenn die Determinante der ersten Matrix
verschwindet. Dies Tiefert die Bestimmungsgleichung fiir ff :

FREEDC) FEELL) - CFAELE) FEE -0 (.a)

Gelingt die Bestimmung eines f: » welches die Determinante zu Null
macht, so liefert Gleichung (3.20) einen Zusammenhang zwischen den
beiden Konstanten CIIl’ CIIZ’ mit dessen Hilfe der Fldachenverlauf im
Bereich II die Form

I§ 1~2f 1'.&) —3-—2g23 2 4‘2}:«24 «
{(f)" € f« m:l—) {‘I 150§ ) +F(—’;—°’E'fy (3.22)

annimmt. Die Konstante CIIZ ist durch die Bedingung

1

§428

"

. 4
) =~— =-

§
festgelegt und hat den Wert

\C(f) 42 "7 3-2€% Lrpaft s e
B { £ R ““Z.E‘)[ AR D) (3.23)

-1

+U-) F (3 ”»—»f)]*f’ﬁzf")/’(” ) - fEER %i)}

4

Durch die Obergangsbedingungen ﬁ fﬁ)=0 und {;( ) (f)
liegt der Querschnittsverlauf im Bereich I fest und wird durch die
Gleichungen (3.17) und (3.18) beschrieben.

Das hier an zwei Bereichen gezeigte Vorgehen ist auf drei und mehr
Bereiche ausdehnbar. Auf einer Tischrechenmaschine sind die vorliegenden



- 24 -

Gleichungen noch gut auswertbar. Hinsichtlich des Frequenzbereiches
ist die Losung bei einem Bereich eindeutig.Bei zwei Bereichen treten
zwei LOsungen auf, wie aus Abbildung 3.4 zu ersehen ist.

Abb. 3.4
Losungsgesamtheit bei zwei Bereichen

Die Abbildung eines Frequenzparameters ﬁ==f;n€ = konstant ist eine
Gerade. Diese Gerade schneidet die Losungskurve in zwei Punkten, die
zwei verschiedene LOsungen des Problems zum gleichen Frequenzparameter
darstellen. Der Abbildung 3.4 ist auBerdem zu entnehmen, daB unterhalb
eines kritischen werte§-von Tl keine Losungen mit zwei Bereichen
existieren. Die Linie [3 = konstant, die die Losungskurve tangiert,
liefert den Grenzwert fi grenz’ab dem neben der LOosung mit einem
Bereich auch Losungen mit zwei Bereichen mdoglich sind. Dieser Grenzwert
wurde zu f3 = 3,65 ermittelt.

Fir den einseitig eingespannten Stab konstanter Hohe und variabler
Breite kdnnen im wesentlichen folgende Aussagen festgehalten werden:

1. Bis zu einem Wert I3 = 3,65 treten fiir 0é§< 1 keine Schwingungs-
knoten auf, so daB die Losung stets aus einem Bereich besteht. Mit
zunehmendem Frequenzparameter steigt die Querschnittsfldche an
der Einspannstelle iiberproportional an, wie aus Abbildung 3.1
zu ersehen ist. Der erforderliche Querschnitt wird sprunghaft
geringer, wenn Losungen mit zwei Bereichen moglich sind.

Losungen mit drei Bereichen treten ab /3 = 6,26 auf, vier
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Bereiche existieren ab 3 = 9,45. Einzelne Querschnittsverliufe
sind in den Abbildungen 3.5 bis 3.7 festgehalten.

2. Bei mehr als einem Bereich gibt es grundsdtzlich zwei verschiedene
Losungen mit der gleichen Zahl von Bereichen bei gleichem Frequenz-
parameter. An den unter 1 genannten Stellen gehen diese beiden
Losungen ineinander iiber und erscheinen als Doppelldsung. Geringerer
Querschnitt, d. h. auch geringeres Volumen, ist bei dem Stab zu
beobachten, bei dem der erste Nulldurchgang der Fldche ndher an der
Einspannstelle liegt. Allen gefundenen Losungen ist gemeinsam, daf
ihr maximaler Querschnitt an der Einspannstelle liegt. Bei drei und
vier Bereichen existieren Losungen, bei denen der maximale Querschnitt
im dritten Bereich groBer als in den benachbarten Bereichen ist. Eine
Systematik ist darin nicht zu erkennen.

3. Abbildung 3.8 gibt das Eigenfrequenzverhalten des Stabes wieder. Mit
zunehmender Erregerfrequenz wdachst die erste Eigenfrequenz an, was
auch der Form der Stdbe mit einem Bereich zu entnehmen ist. Die
Stdbe werden gedrungener und biegesteifer. Demgegeniiber werden
Stabe mit zwei und mehr Bereichen stets liberkritisch erregt. Die
erste Eigenfrequenz der zweiten Losung ndhert sich asymptotisch
der Erregerfrequenz, wodurch das starke Anwachsen der Querschnitte
dieser Losungen erkldarlich wird. Hohere Eigenfrequenzen liegen
oberhalb der Erregerfrequenz, die folglich bei zwei Bereichen
zwischen der ersten und zweiten Eigenfrequenz liegt.

4. Ober groBere Bereiche des Frequenzparameters gesehen wechseln die
giinstigen Losungsformen einander ab. Es gibt viele Bereiche, in
denen der Stab konstanter Biegesteifigkeit ﬁber]égen ist. Jedoch
ist insbesondere in der Ndhe der Resonanzstellen der mit G'=§;
bemessene Stab von Vorteil. Deutlich sind in Abb. 3.9 die jeweils
zwei Losungen zum gleichen Frequenzparameter erkennbar. Unterschiede
zwischen den beiden Losungen sind umso gravierender, je mehr Bereiche
der Stab hat und je weiter man sich vom Grenzfall der Doppelldsung

entfernt.

Der Vollstdndigkeit halber sei erwahnt, daB auch Stdbe mit Rechteckquer-
schnitt untersucht wurden, bei denen die Querschnittsbreite 1dangs der Stab-
achse konstant gehalten und die Hohe variabel angenommen wurde.
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=562
1. Losung

0- ¥ - , . -
0 02 04 08\ 08 1 g.x
Doppelldsung l
< $ (e
4- 2. Losung
o
X
€=1

Abb.

3.5 Flachenverlauf bei zwei Bereichen
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f(£)

1.Losung

g-x

Abb. 3.6 Flachenverlauf bei drei Bereichen
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Prinzipiell ergaben sich dabei keine neuen Erkenntnisse. Die erhaltenen
Losungen dhneln den bisher besprochenen.

4, Optimierung bei rein dynamischer Belastung

4.1. Losungsmethoden

Nach Behandlung des Sonderfalles, der im eigentlichen Sinne keine Opti-
mierung darstellt, werden fiir das durch die Gleichungen (2.1) und (2.2)
beschriebene Problem zwei verschiedene Losungsverfahren angegeben.

4,1.1. Methode der Lokalschnitte

Eine analytische Losung erhdlt man mit der "Methode der Lokalschnitte",
ein Verfahren, welches von Boltjanski /1/ vorgestellt wurde. Im
wesentlichen wird das von Pontryagin gefundene Maximumprinzip /2/
angewendet, bei dem die Einschrankungen des Steuerbereiches in die
Differentialgleichungen des Hilfssystems eingearbeitet werden. Die
ZustandsgroBen des Stabes werden Phasenkoordinaten genannt und in
normierter Form zu einem Vektor zusammengefafBt

z = (v, 9, mqg) (4.1)

Mit Hilfe von Gleichung (2.7) lautet die Optimierungsaufgabe in normier-
ter Form:

(4.2)

Wie beim Maximumprinzip iiblich, wird mit den Hilfsveranderlichen die
Funktion
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Ui
H (Y, 2,0 ga W £ (z,u)

(4.3)

Wu +7/,$°' —'i tWe g Vﬁuv

gebildet, wobei fo durch die Zielfunktion festgelegt ist und (Lfo ohne
Beschrdankung der Allgemeinheit -1 gesetzt werden kann. Die von den
Phasenkoordinaten abhangigen Restriktionen liefern zwei Nebenbedingungen

(4.4)

-__m <
b, ==-T -4 £0

Fiir die Hilfsverdnderlichen 1dBt sich unter EinschluB der Nebenbedin-
gungen ein Differentialgleichungssystem nach der Vorschrift

@Zz‘%% *3’39?» ngf il (45)

aufstellen.Wird diese Vorschrift ausgefiihrt und nimmt man die Umbenen-
nungen

Y=-g Y=m Y=-p Y= (4.6)

vor, so erhdlt man die Gleichungen

o= ¥

_. n 9

F =- w* u49 + ‘Elz, (4.7)
m = §

die bis auf die zweite Zeile formal mit (2.7) Ubereinstimmen. Fiir die
nichtnegativen Funktionen § und Q existieren die Bedingungen
4 2
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S, b, =

S, b, =

QH _ b, db, (4.8)
TR R Y

m  _
o
die Losungen
U
- 41 - -
31 - ( p Pg.M +PVU) % (4.9)
g, = 0
und fiir den Fall
m - -
ur
die Ldsungen
3, = 0
m vy U (4.10)
ergeben. In allen anderen Fdllen ist
= = 0 4.11
84 8, (4.11)

Im folgenden muB noch auf die Randbedingungen eingegangen werden. Beim
Hauptsystem (4.2b) bestimmt die Lagerung des Stabes die Randbedingungen.
Fiir das Hilfssystem (4.7) muB an den Stellen [ = o und ‘f = 1 die
Transversalitdtsbedingung

7_»‘/' Sz = 0 (4.12)

fir alle ,Sz, die den Randbedingungen geniigen, erfiillt sein. Im Falle
des einseitig eingespannten Stabes erhdlt man fiir ‘f = 0:

(v, %, W, W) (0,0,6m, 8g) = W dm+ Y ég =0 (4.13)
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Da dmund dq beliebig gewdhlt werden kdnnen, ist diese Bedingung

und

nur durch
% < M =0 E— ‘F = ’B‘ :—..O
zu erfiillen. An der Stelle [ = 1 erhdlt man analog
u = 2,/2 =0 E— q =m = 9]
Der Obersichtlichkeit wegen seien die notwendigen Gleichungen
Bedingungen zur analytischen Losung kurz zusammengefaPBt.
! 1 . |
| Zielfunktion  [udf = min
i 0
Hauptsystem Randbedingungen
Vo= vio) =0 vlo) =0
_ Y o= - ﬁ%% Py =0 milo) =0
. m=g m =0  ¢(1) =
9, = -fuv q(4)=’l q(4)="
i L o {"
! Hilfssystem : 4 A
: ° ¢
7= Tlo) =0 V(o) =0
g‘gm% %% %% $(0) =0 mv) = O
m = 9 m(1) =0 Pl =
- b - - —
g =-puv gC1) =0 g () =
+R v")—u 20 m=yt
ﬁ-%"’ ) % - ) - u
m# u®
(1+# ur-q,m +/;"m;)_§“- 20, m:-ut :
I
m+ - ? §
i

(4.14)

(4.15)

(4.16)

(4.17)

(4.18)
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Die Steuerfunktion blff) ist nach der Maximumbedingung festzulegen. Sie
fordert, daB die Hilfsfunktion H beziiglich W auf dem durch die Quer-
schnitts- und Spannungsrestriktionen definierten Steuerbereich ein
Maximum annimmt.

mm
u'f’

H= -u -gy - -7 -#uuﬁ = mgx 4,19

3y g -p 7 (4.19)
Die Lage des Maximums ist von den Gliedern, die keinen u Anteil tragen,
unabhéngig. Andert man noch alle Vorzeichen, so erhdlt man die dquiva-
lente Bedingung

b

» L S m -
H = (1+fv5) u + mu:'? = aut -z = min (4.20)
_ u

aus der sich die in Abbildung 4.1 dargestellten vier typischen Fille
herleiten lassen.

Aus der Spannungs- und Querschnittsrestriktion ergibt sich der erfor-
derliche Mindestquerschnitt zu

¢
W= max (u,, , Vi) (4.21)

In den ersten beiden Fdllen (a - b> 0) liegt ein Extremum der Funktion
H¥ an der Stelle

R b A1
a4 falls u* < % £ Upgy
U, = (4.22)
u* sonst

Den optimalen Querschnittswert liefert nun die Zuordnung

1. ab >0

u*  falls Wiy, Hlu,) > H4¥)

falls H*(W%), H¥(upe) > H(ug,) (4.23)
Unge falls H'CX), Hug) > H (Upar)

~
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e

Upnin UExt u

max

/

a<0 \\\\\\\
b<O
\H
a<0
b>0
Umax
min

-
Umin UExt  Umax u
b H*
a>0
b<O
Umin -
Umax u
*
Abb. 4.1 Hilfsfunktion H (u)

cy

cy
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2. W= Upgx falls a0 ) b >0 oder

a<0 h =0

)

(4.23)

3. us= u* in allen anderen Fallen

Wird %VYZEF > Umax » S0 wird an diesen Stellen gegen die Span-
nungsrestriktion verstoBen,und man erh@lt nicht den geforderten optimalen
Verlauf. Am Beispiel des einseitig eingespannten Stabes unter rein
statischer Last konnen die Gleichungen (4.16) bis (4.23) iiberprift
werden. Das Hauptsystem liefert wegen ﬂq =0 die Gleichungen

g -0
7 -
m = C§+; =0 wegen §(4)= m(1) =0

Die Koeffizienten der Gleichung (4.20) erhalten die Werte
/I
0

a=1+R'v5

h= mm
und liefern gemdB Gleichung (4.23)
U= max [Um,-,,,%V4-j )

LaBt man Unin 9€9€n Null gehen, so erhdlt man

w="1-§
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Dies ist gerade der Querschnittsverlauf des Stabes gleicher Festigkeit
im statischen Fall. Bei konstanter Hohe und variabler Breite wird mit

Peg=d —  u=d-]

und das Hauptsystem liefert damit

P =U =- -(1-§) - 41 = konstant
1-§

Dieser Ausdruck stimmt ebenfalls mit dem des statischen Falls iliberein.
Das nichtlineare Gleichungssystem (4.16) bis (4.23) ist einer analy-
tischen Losung nicht zuganglich. Zur numerischen Losung wurde ein
sehr einfaches Integrationsverfahren (Polygonzug nach Euler) gewdhlt,
da bei Mehrschrittverfahren die Kriterien der Gleichung (4.23) den
Rechenaufwand stark heraufsetzen. Die Erfiillung der Gleichungen und
Randbedingungen wurde durch zwei Iterationsverfahren erreicht. Es sei
darauf hingewiesen, daB das System linear wird, wenn die Funktionen

u(§) und Si(f) fest vorgegeben werden.

|}

Verfahren I

Es gelten die Bezeichnungen:

X Vektor der freien linken Randwerte,

r* Vektor der vorgegebenen rechten Randwerte,

r - r= f(x) nichtlinearer Zusammenhang zwischen den rechten und
Tinken Randwerten.

Eine Losung des Randwertproblems 1iegt vor, wenn die Forderung

T-1T = {0 =0

erfiillt ist. Das Verfahren benutzt eine Linearisierung nach Taylor in
der Form

und.- 1Tauft in folgenden Schritten ab:
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(0

1. Festlegen des Startvektors X .
2. Bestimmung des zugehorigen T©.

3. Bilden der Ableitungsmatrix of / 9X ’xm

B -1
4. Festlegen der Suchrichtung 4 x“ = - (Bf/ég()xm $(x")

(o) (o)

5. Schrittweise Suche mit X, = X + 005k d4x" | k=12,..

6. Abbruch bei vorgegebenem & , wenn (x| <&

7. Falls | (x> V#(x . )] , wird )_(M=Zk_1 gesetzt
und die Rechnung ab Punkt 2 wiederholt.

Verfahren 11

Das nichtlineareGleichungssystem wird durch Anderung der Steuerfunktion
u(§) diterativ erflillt. Die Randbedingungen werden in jedem Iterations-
schritt eingehalten.

{0}
1. Festlegen der Ausgangsfunktion u°(§).
2. Losen des linearen Hauptsystems einschlieBlich Randbedingungen.
3. Festlegen der Bereiche, in denen die Spannungsrestriktionen greifen.
Losen des nun Tinearen Hilfssystems einschlieBlich Randbedingungen.

Bestimmung von U(§) gemdB Gleichung (4.23).

[ TN 2 R -

™
Abbruch, falls in allen Integrationspunkten U (§) -u (§) I < €
wird.
4 ( ({]]
7. Mit Naherung  u(g) = U°(5) + k(ucg)~u ()
ab Punkt 2 fortfahren.

Beide Verfahren wurden auf den einseitig eingespannten Stab angewendet.
Sie bestdtigen eindeutig, daB der in Abbildung (3.9) von f3= 0 aus-
gehende Kurvenzug mit nur einem Bereich die Maximumbedingung erfiillt.
Jeder Punkt des Kurvenzuges ist folglich mindestens ein lokales
Minimum. Ob gleichzeitig auch ein globales Minimum vorliegt, ist der
Theorie von Boltjanski nicht zu entnehmen. Das globale Minimum ist aus
der Zahl der lokalen Minima auszuwahlen.

Versuche, bei [3 = 3 ein anderes Minima als das mit E= E; zu
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finden, schlugen bei beiden Verfahren fehl, obwohl der Stab konstanter
Biegesteifigkeit giinstiger liegt. Verfahren I endete entweder bei der
bekannten Losung gleicher Beanspruchung oder es versagte numerisch
(Gleichungssysteme nicht 10sbar wegen Zahleniiberlauf). Die bei Abbruch
erreichten Ngherungen waren noch weit von der Erfiillung der Randbedin-
gungen entfernt. Verfahren II scheiterte an der Anzahl der erforderlichen
Iterationsschritte. Um die LOsung mit §==G; zu finden, waren - abhdngig
von der Genauigkeitsschranke - zwischen 15 und 30 Iterationen erforder-
lich, wdhrend eine zweite Losung nach looo Iterationen noch nicht mit
befriedigender Genauigkeit gefunden wurde. Der Grund ist in dem
sprunghaften Verhalten des optimalen Querschnitts zu finden. Ndhert

sich der Querschnitt dem optimalen Verlauf, so springen in einigen
Bereichen die Querschnitte von ihrem maximalen auf ihren zuldssigen
minimalen Wert und umgekehrt. Bei Anndherung an die neue Form springt
der Verlauf fast in den alten Ausgangszustand zuriick. Die Stabvolumen

in den Sprungpunkten gleichen sich mit zunehmender Iterationszahl

immer mehr an, so daB der so gefundene Querschnittsverlauf als grobe
Ndherung angesehen werden kann.

4,1.2. Unbeschrankte Suche bei diskretisierten Stdben

Wendet man die in Abschnitt 2.2.2 beschriebene Diskretisierung an, so
geht das zu minimierende Integral (2.1) in eine Summe iiber. Die LOsung
" des Optimierungsproblems ist dann das globale Minimum einer Funktion
mit N Variablen. Aufgaben dieser Art lassen sich mit herkommlichen
Verfahren einfach bearbeiten, wenn die Variablen keiner Beschrankung
unterliegen. Dazu wurden im vorliegenden Falle die Nebenbedingungen
umformuliert und das Stabvolumen zusdtzlich auf das frequenzunabhingige
Volumen eines statisch belasteten Stabes konstanten Querschnitts
bezogen, dessen maximale Beanspruchung mit der des zu optimierenden
Stabes identisch ist.

Unter diesen Voraussetzungen lautet das Optimierungsproblem mit den N
freien unbeschrankten Variablen 7%

Zielfunktion:

Voo oin S g A,
=y

!
—

(4.24)

<3
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Nebenbedingungen:

7]
a) [EFZwm] - gl wy Q* =0

(4.25)

D) Ai = Apn * G0) L Amay = Amin }

L2 ..., NV 0 £g(y) <1
Die Spannungsbedingung wurde als Straffunktion
6i] - b,
_ _ [‘I—IG - falls /Ql >E, (4.26
I = ks ; .26)
L 0 falls 6] < Q

der Zielfunktion zugeschlagen. Ist an allen Punkten des Stabes die
Bedingung [6;/ £ §; erfiil1t, wird die Zielfunktion mit dem tat-
sdchlichen Volumen gebildet. VerstoBt man jedoch gegen diese Forderung,
so wird zur "Strafe" die Zielfunktion vergrﬁBert und dem Suchverfahren
damit signalisiert, dieses unzulassige Gebiet zu verlassen. Dabei ist
durch den Faktor k das MaB der “"Strafe" dem vorhandenen Volumen anzu-
passen und zugleich die Dimension richtig zu stellen.

Die Funktion g(y) ist in den folgenden Rechnungen stets wie in Abbil-
dung 4.2 definiert und garantiert somit fiir die Einhaltung der Quer-
schnittsrestriktionen

joly) g* = y-intly)
1-
2g* falls g*=05
glyl=
2(1-g" falls g*>05
1 \
-1 0 1 2 Y

Abb. 4.2
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Liegen keine Querschnittsrestriktionen vor, gilt also Amin"' 0

und Amak"'°° » gelingt die Reduktion des N-dimensionalen Problems

auf eines mit der Ordnung N-1. Zur Reduzierung 1dst man zundchst das
duale Problem, welches bei vorgegbenem Volumen V¥ die betragsmiBig
groBte Spannung E"max zu einem Minimum macht. Es stellt sich nun die
Frage, welcher Zusammenhang zwischen dem frei wahlbaren Volumen und der

Maximalspannung besteht. Dazu dndern wir das Volumen in
*
V = k V (4.27)

Beim einseitig eingespannten Stab variabler Breite &ndern sich Quer-
schnitt, Fldchentrdgheitsmoment und Widerstandsmoment

A (x)
T (x)

"

k A%x) W = kWit (4.28)
k V' 0x)

fl

Diese neuen Werte fiihren zu keiner Anderung der Differentialgleichung
der Biegeschwingung, da der Faktor herausfdllt. Von den vier Randbe-
dingungen bleiben allerdings nur drei unverdndert, namlich

w (o) = (o) = M(T) = o. Die vierte Bedingung lautet wegen w"(l) = 0:

"w F
Q)= f —» w) =-— (4.29
! E k ¥(2) )

¥ n*
w"'(x) und somit auch w '(x) sind mit 1/k zu multiplizieren, wenn eine

Querschnittsénderung A(x) = k A* vorgenommen wird. Die sich ergebende
neue maximale Spannung bestimmt sich nun zu

o
%*

%, 4 ¥
C = mar MO~ [-Ek¥t0 L w" (0]

max (4.30)
Wx) k W¥x)

max

x 1A

Verlangt man, daB E max eine vorgegebene Spannung E, erreicht, so
ist (4.30) die Bestimmungsgleichung fiir k. Einsetzen in (4.27) und
Beziehen auf das Vergleichsvolumen V0 liefert letztlich

X 4
(1) Y (L) (4.31)
Wiy oy, S W TE 4t

max 0
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Da nicht nur die Maximalspannung,sondern der gesamte Spannungsverlauf
gemaB (4.30) transformiert wird, ist auch der neue Querschnittsverlauf
eine LOsung des dualen Problems, in dem die maximale Spannung gerade g,
betrdgt. Einerseits fiihrt jeder andere Querschnittsverlauf bei gleichem
Volumen auf groRere Spannungen, andererseits fiihrt eine Volumenminderung
mit k <1 wegen Gleichung (4.30) ebenfalls auf eine groBere Spannung;
folglich ist A(x) auch eine Ldsung des Optimierungsproblems (4.24),
(4.25), das sich nun in einer einfachen Form darstellt.

Zielfunktion
V/ v X
—— = — N 4.32
;e e b, (4.32
Nebenbedingung
¥ * " ¥ .
[En vl - g A w0 =0 AN

Der wesentliche Vorteil bei verschwindenden QuersChnittsrestriktionen
ist der, daB auf eine Straffunktion verzichtet werden kann, da die
Spannungsrestriktion in die Zielfunktion eingearbeitet ist. Ein
weiterer Vorteil ist die bereits angekiindigte Reduzierung um einen
Freiheitsgrad, wie aus Abbildung 4.3 an einem Stab mit zwei variablen
Bereichen zu ersehen ist.

A,
V'Gpmax = konstant

]

NN NSNS NN

NN\

V*-konstant Ay

Abb. 4.3
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Langs einer Linie v¥ = konst. sucht man die betragsmdBig kleinste
Maximalspannung. Dies ist eine eindimensionale Suche fiir die zwei
variablen Querschnitte. Im erhaltenen Punkt a ist y;lnax ¥ E’o. Das
gesuchte Optimum im Punkt b erhdlt man durch direkte Umrechnung aus
Gleichung (4.32).

4.2. Eingeschrdankte Querschnittsformen

Die Wahl der Querschnittsrestriktionen ist nicht vollig frei. Eine zu
groBe untere Schranke fiihrt in der Regel auf einen Stab konstanten Quer-
schnitts, wdhrend eine zu kleine obere Schranke zu einer nicht idsbaren
Aufgabenstellung fiihrt. In jedem Falle engt eine zu geringe Differenz der
beiden Schranken die fiir die Optimierung erforderliche Bewegungsfreiheit
so stark ein, daB keine zuldssigen Ldsungen mehr existieren. Letzteres
tritt besonders dann auf, wenn die Erregung in der MNdhe einer Eigen-
frequenz des Stabes konstanten Querschnitts liegt.

Fiir einen einseitig eingespannten Stab mit rechteckigem Querschnitt bei
variabler 8reite seien die wichtigsten Ergebnisse zusammengefaBt.

1. Ausgehend von der statischen Losung existiert ein Bereich des
Frequenzparameters, in dem die Klasse der Ldsungen mit ’Gl = 5o
in allen Randfaserpunkten optimale Querschnittsverldufe ergibt.
Lediglich im Bereich der Krafteinleitung greift wegen des verschwin-
denden Momentes die untere Querschnittsrestriktion.

2. Diesen ersten Bereich iiberschneidend ergeben sich Losungen,die
durch einen Vorzeichenwechsel des Biegemomentes gekennzeichnet
sind. Danach, sich wiederum iiberschneidend, schlieBen sich
Losungen mit zwei Vorzeichenwechsel des Momentes an. Die zuge-
horigen Erregerfrequenzen liegen unterhalb der ersten, zwischen
der ersten und der zweiten bzw. zwischen der zweiten und der
dritten Eigenfrequenz des Stabes.

3. Beim Obergang vom ersten in den zweiten Losungstyp treten am
freien Ende groBe Querschnitte auf, die in der Regel durch die
obere Schranke begrenzt sind. Von der Einspannung ausgehend und
von dem Ansprechen der unteren Querschnittsschranke begrenzt,
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Abb. 4.5 Losungstyp I und IT bei gleichem optimalen
Volumen (f3 = 1,75 )
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525
24 B=525  _____ max. Querschnitt "ﬁ
] \s . 4
1 ]
I61=0y (B=3,25) =|l

||0|=q, (p=5.253|
I 161=Gg (= 4.75) |

0  minsnaler Querschnitt 05

Abb. 4.6 Verhalten des Losungstyps II

Punkt| B
A 6 | 375
y Ag 7 [60
' 8 8,25
2 - — — — — — max. Querschnitt —
8 8 7
] -
6
b 6
7
minimaler Querschnitt
J 6
o b8 78 78 . A
0 05 .

Abb. 4.7 Verhalten des Losungstyps III
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Abb. 4.10 Querschnitte bei groBerer unterer Grenze
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existiert ein Bereich mit konstanter Maximalspannung in den Rand-
fasern.

4. Mit wachsendem Frequenzparameter verschiebt sich beim 2. Losungstyp
die Volumen- bzw. Massenhdaufung von der Krafteinleitung zur Einspann-
stelle, wobei eine mehr oder weniger ausgepragte Haufung am freien
Ende verbleibt. Gleichzeitig tritt eine Einschrdnkung und Verlagerung
der Bereiche konstanter Spannung auf.

5. Die in Abbildung 4.4 dargestellten Kurvenziige der Losungstypen II
und III stellen die HiilTkurve der gefundenen lokalen Minima dar.
Losungen mit drei und mehr Nulldurchgangen des Momentes existieren
und wurden vereinzelt nachgewiesen.

6. Hinsichtlich der Zustandslinien treten starke Anderungen in der
Querkraft und im Biegewinkel auf, wenn lediglich am Kraftangriffs-
punkt ein kurzer Bereich mit grofem Querschnitt liegt. Ist dieser
Bereich ausgedehnter, so verschwinden diese ausgepragten Anderungen.

7. GroBere Mindestquerschnitte heben das optimale Volumenverhdltnis an.
Auch bei quasistatischer Erregung existieren Bereiche, in denen die

Tragfdhigkeit des Stabes nicht voll ausgenutzt ist.

4.3. Uneingeschridnkter Querschnittsverlauf

LdBt man die untere und obere Einschrankung der Querschnittsgrofe weg,
so vereinfacht sich die Rechnung erheblich. Wegen der in 4.1.2 beschrie-
benen Normierung kann auch auf eine Straffunktion zur Einhaltung der
Spannungsbedingung verzichtet werden. Dariiber hinaus wurde auf eine
mogliche Reduzierung des Systems um einen Freiheitsgrad durch Einfiihrung
eines konstanten Volumens verzichtet. Dies ist bei der benutzten Auf-
teilung in vierzig Stababschnitte zuldssig, da sich auBer einer gering-
fligigen Verbesserung in der Rechenzeit keine weiteren Vorteile ergeben.

An dieser Stelle sei vermerkt, daf durch die Eigenarten der Diskreti-
sierung bestimmte Phinomene nicht erfaBt werden kdnnen. Eine zur

Erreichung des optimalen Volumens erforderliche Einzelmasse miiBte als
sehr kurzer Abschnitt mit sehr groBem Querschnitt dargestellt werden.
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Die aquidistante Teilung des Verfahrens erlaubt jedoch nur die Dar-
stellung als Abschnitt mit der Ldnge 1/N und einem entsprechenden
Querschnitt. Ebenso werden keine beliebig kleinen Querschnitte erreicht,
da die Dimensionierung nach dem betragsmdBig groBten Moment vorgenommen
wird, welches innerhalb eines Abschnitts auftritt.

Die Abbildung 4.11 zeigt, daB auch hier der vom statischen Zustand
ausgehende Losungszweig mit konstanter Beanspruchung 1dngs der Stabachse
zu Beginn optimale Losungen darstellt. Ab einem Frequenzparameter

ﬁ = 1,5 ist dann eine LOosung mit einem Nulldurchgang des Momentes
optimal. Weitere neue optimale Losungstypen treten bei hdheren Frequenz-
parametern auf. Der Vergleich der Volumen, die bei EJ = konst. sowie bei
der Bedingung 161 =K, erforderiich sind, zeigt, daP die im allgemeinen
Fall gewonnenen Volumen stets besser ausfallen oder - im quasistatischen
Bereich - identisch sind. Die Stabformen selbst zeichnen sich durch
einen geringen Querschnitt an der Einspannstelie aus. Alle Ldsungstypen
besitzen einen sehr kurzen Bereich mit relativ groBem Querschnitt am
Krafteinleitungspunkt. Dieser kurze Bereich beinhaltet in extremen Fdllen
(z. B. bei 3 = 1,5) liber 90 % des gesamten Stabvolumens zgpd'ist ein
deutlicher Hinweis, daB diinne Stabe mit einer Einzelmasse am Stabende
ebenfalls geringe Volumen besitzen.

Mit abnehmender Querschnittseingrenzung ergibt sich ein deutliches
Ausweiten und Oberschneiden der einzelnen Losungsbereiche. Besonders

die Losungsformen mit zwei und drei Momentennulldurchgangen iiberstreichen
einen groBen Frequenzbereich bei relativ geringen bezogenen Volumina.

4.4. Bemerkungen zum optimalen Querschnittéver]auf

Prinzipiell liefern die gefundenen Querschnittsverldufe minimales Volumen
bei vorgegebener Belastung. Jedoch sind hinsichtlich der Berechnung
mittels der einfachen Stabtheorie sowie der eventuellen Fertigung

solcher Stabe Grenzen gesetzt, die vielfach von den optimalen Stabformen
iberschritten werden. Insbesondere soll im folgenden gezeigt werden,
welchen EinfluB konstruktive MaBnahmen zur Beseitigung der aufgefiihrten
Mangel haben.
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4.4.1. Egalisierung stark schwankender Querschnitte

Zundchst betrachten wir den Querschnittsverlauf eines Stabes mit

2 = 1,5 (s. Abb. 4.15), der einen Nulldurchgang des Momentes besitzt.
Den stark schwankenden Verlauf im hinteren Viertel ersetzen wir durch
einen gleichmdBigen Kurvenzug, wobei der extrem groBe Endquerschnitt
noch beibehalten wird. Diese MaBnahme garantiert die Anwendbarkeit der
Stabtheorie und einfache Fertigung - vom Endstiick abgesehen. Das
optimale Volumenverhdltnis sinkt dabei bei Einhaltung der Spannungs-
restriktionen von 0,599 auf 0,612 ab, bleibt also in seiner Grofen-
ordnung erhalten. Wird auch das Stabende egalisiert, so erhdlt man
wegen der nun fehlenden "ausgleichenden" Masse den sehr groBen Wert
von V/V0 = 6,34 und Tiegt somit schlechter als bei einem Stab konstanten
Querschnitts, der ein Volumenverhaltnis von 1,9 aufweist.

4.4.2. Ersatz eines groBen Endquerschnittes

Der Querschnittssprung am Stabende kann egalisiert werden, indem man im
letzten Diskretisierungsabschnitt einen geringen Querschnitt mit einer
zusatzlichen Einzelmasse einfiihrt.

optimate Form Ersatzform
FycosQt
% FcosQt
7 .
2 Y
z A
Z my §
7
l
¥ —
R
”i( ﬁ [ f W =1§ (wi +wia)
——— Ay
B l

m = My+Mmz
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Bedingung fiir dieses Ersetzen ist gleiches dynamisches Verhalten oder
anders formuliert, die ZustandsgroBen an der Stelle i bleiben unver-
dndert und die rechten Randbedingungen miissen nach wie vor erfiillt sein.
LaBt man alle Massenkrdfte des Stababschnittes in einem Punkt angreifen,
so ist aufgrund der kurzen gedrungenen Form dieses Elementes ndherungs-
weise eine statische Betrachtung zuldssig. Bezeichnet m, die zusdatz-
liche Masse und My die neue Masse des Abschnitts, so kann das Momenten-
gleichgewicht in der Form

)i v A
M, + G 4 -(mN+m2)-Qw—2N-~ = 0
angeschrieben werden. Fiir den unverdnderten Abschnitt mit der Masse ma
erhdlt man
. ¥ |
e L - m Q- =0
Ml. Q"IV A Z/V
Der Vergleich Tiefert
m, = M, +m,

d. h. die Gesamtmasse des Stabes bleibt unverdndert. Nach Wahl des End-
querschnittes liegt dessen Masse und somit auch die Zusatzmasse fest.
Der Endquerschnitt wird so gewdhlt, daB sich insgesamt ein kontinuier-
Ticher Verlauf ergibt. Bei unverdnderter Stabmasse &ndert sich auch das
erforderliche Volumen nicht, wenn Stab und Zusatzmasse gleiche Dichte
besitzen. Von Vorteil ist bei dieser Egalisierung jedoch, daB zwei
Materialien verschiedener Qualitdt verwendet werden konnen, die Stab-
kontur relativ einfach ist und keine Bedenken hinsichtlich der Anwend-
barkeit der Stabtheorie bestehen.

5. Optimierung unter Einbeziehung von Zusatzlasten

In den bisherigen Untersuchungen wurde als einzige Belastung eine
harmonisch wechselnde Kraft angesetzt. In der Praxis miissen die Bauteile
jedoch zusdtzliche Lasten tragen. Dies konnen Maschinen sein, die ihrer-
seits durch Unwucht den dynamischen Anteil erzeugen oder einfache Massen,
die aus Fundamenten oder Spannvorrichtungen resultieren. Ebenso z@hlt
das Eigengewicht des Bauteils und sonstige statisch wirkende Krdfte zu
den Zusatzlasten. Damit ergibt sich die Nowendigkeit, aus der statischen
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Belastung heraus einen Querschnittsverlauf Amin(x) festzulegen, der bei
der Optimierung des Volumens nicht unterschritten werden darf. Verfahren,
die es gestatten, das vorliegende Optimierungsproblem analytisch zu
16sen, sind nicht bekannt. Die gefundenen Ergebnisse wurden durch
Diskretisierung des Stabes erhalten.

5.1. Stab mit zusdtzlicher statischer Einzelkraft

Die Optimierung wird beispielhaft am eihseitig eingespannten Stab durch-
gefiihrt, der durch eine statische und eine dynamische Kraft an seinem
freien Ende belastet ist. Aufgrund der Linearitdat konnen der statische
und dynamische Anteil getrennt behandelt und anschlieBend iiberlagert
werden.

% 'F,coth
Ogt
E,Al) 'Fo _
l x
=
|
Abb. 5.1

Belastung und Spannungsaufteilung
Die maximal auftretende Spannung in einem Querschnitt ist somit

(x)] = /g& (x| o+ /[)\&n(x)/ (5.1)

4

/%

mox

Dieser Wert soll einen vorgegebenen Betrag G} nicht lberschreiten, um
eine Oberlastung des Werkstoffes zu vermeiden. Das Optimierungsproblem
kann nun in folgender Form geschrieben werden:
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Zielfunktion ist das Erreichen eines minimalen relativen Volumens

Y
v min_ifA(x) dx ]
v, A

Nebenbedingungen sind

a) Erfiillen der Differentialgleichung
-n . w " 2 '
[EY) w'oa] - Atx) wio 0F =0 > (5.2)
einschlieBlich der Randbedingungen,

b) Einhalten einer oberen Spannungsgrenze

G, 0] = MMalo] -y M)

W (x) W(x) °

7/

Das Vergleichsvolumen V0 ist das erforderliche Volumen des Stabes, wenn
nur die statische Last F0 auftritt. Im weiteren wird noch das Belastungs-
verhdltnis

an

X = (5.3)

oM

eingefiihrt, welches die dynamischen und statischen Krifte verbindet.

Das Problem (5.2) wurde beispielhaft fiir einen Stab mit konstanter
Hohe und variabler Breite in der Programmiersprache FORTRAN IV formu-
Tiert und auf dem am Institut fiir Mechanik vorhandenen Rechner MODCOMP
gerechnet. Die Suche des optimalen Wertes der Zielfunktion wurde nach
dem von Hooke und Jeeves entwickelten Verfahren DIRECT SEARCH /23/
durchgefiihrt. Um unndtigen Rechenaufwand zu vermeiden, wurden einige
Testrechnungen mit verschiedenen Unterteilungen vorgenommen. In den
Abbildungen 5.2 bis 5.4 ist klar erkennbar, daB sich ab N = 20 ein
fast ‘horizontaler Verlauf in der Zielfunktion und im Verhdltnis der
statischen und dynamischen Anteile ausbildet. Ebenso zeigt der optimale
Querschnittsverlauf bei N = lo bereits das typische Verhalten, welches
bei N = 30 nur noch feiner aufgefachert wird. Die anschlieBenden Rech-
nungen wurden daher alle mit N = 25 durchgefiihrt. Die Genauigkeits-
schranke wurde auf 0,00l festgelegt. Sie dient dem Verfahren als
Abbruchkriterium. Liegt die GroBe aller Suchschritte unter dieser
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Abb. 5.3 OSpannungen an der Einspannstelle
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Grenze, dann bricht das Verfahren ab. Der Einfluf der Genauigkeits-
schranke auf die Zielfunktion und auf die Anzahl der erforderlichen
Aufrufe sind in der folgenden Zusammenstellung aufgefiihrt, die fiir
5 = 5und N = 15 Unterteilungen bei * = 1 giiltig ist.

| v

: £ v i Aufrufe
o

L -2

' 1o 0,804 | 1 103
§ : [

L3 | !

i 1o | 0,8008 .1 502
!

1o~ i 0,8006 { 1 845
L

Wihrend die Zielfunktion fir € < 10—2 nahezu unabhédngig von £ wird,
steigt die Zahl der erforderlichen Suchschritte - und damit die ver-
brauchte Rechenzeit - weiter an.

Fiir einige Belastungsparameter sind iliber einen groBeren Bereich des
Frequenzparameters die Ergebnisse in Abbildung 5.5 dargestellt. Bei

[3 = 0 liegt der statische Fall vor, an dem sich ein quasistatischer
Bereich anschlieBt. Die GroBe dieses Bereiches hangt direkt Vom
Belastungsparameter X ab. So weichen bei ? = 0,1 die Losungen fiir

3 £ 2 nur unwesentlich von der statischen Losung ab. Bei X = 0,75
ist der Bereich aufﬂ < 1,5 und bei X = 1,0 auf ﬁé 1,0 einge-
schrankt. Eine typische Losung fiir diesen Bereich ist in Abbildung 5.6
dargestellt. Die optimale Losung weicht nur unwesentlich von einer
Graden ab. Der fiir die statische Zusatzlast erforderliche Anteil betragt
63,5 % des Volumens. Gegeniiber dem "fast statischen" Fall mit extrem
geringer Erregerfrequenz liegen folglich kaum Abweichungen vor. Bei

3 = 4 betrdgt an der Einspannstelle der statisch erforderliche
Querschnitt 74 % vom Gesamtquerschnitt, um dann linear zur Kraftein-
leitung abzunehmen. Diesem statischen Anteil ist der dynamisch erfor-
derliche iiberlagert. ARhnliche Querschnittsverldufe sind auch bei (3 =7
und ﬁ = lo erkennbar. Hauptunterscheidungsmerkmal ist jeweils die
Anzahl der Punkte, an denen sich die Kurven des statischen und
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Abb. 5.8 Biegelinien zu den Punkten 1 bis 4
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dynamischen Anteils sehr nahe kommen. Anhand der Biege- und Momenten-
Tinien erkennt man schnell, daB bei kleinem /3 der optimierte Stab
unterhalb seiner ersten Eigenfrequenz erregt wird. Bei Ubergang auf den
ndachsten Kurvenzug der Abbildung 5.5 liegt die Erregerfrequenz zwischen
der ersten und zweiten Eigenfrequenz. Jeder weitere Ubergang verschiebt
dementsprechend die Erregung im Verhdltnis zu den jeweiligen Eigenfre-
quenzen des optimierten Stabes. Allgemein ist iiber das Verhalten mit
wachsendem Frequenzparameter folgendes zu sagen:

1. Bei quasistatischer Erregung ist der optimale Stab derjenige, der
unterhalb seiner ersten Eigenfrequenz erregt wird und in allen
Punkten seiner Randfaser die gleiche maximale Beanspruchung erfdhrt.

2. Mit steigendem Frequenzparameter erhtht sich ebenfalls die erste
Eigenfrequenz des optimierten Stabes.

3. Ab einem bestimmten, vom Belastungsparameter x abhdngenden Vert
des Frequenzparameters wird der optimierte Stab zwischen seiner
n-ten und n + l-ten Eigenfrequenz erregt, wobei n die Werte
1, 2, 3, ... annimmt.

4, Die LOsungsbereiche iiberschneiden sich, so daB bei einem Frequenz-
parameter zwei mogliche Ldsungen existieren, von denen nur eine
optimal ist.

(2]
.

Innerhalb eines Losungsbereiches sind bei hohem Frequenzparameter
nur optimale Stdbe zu finden, die in allen Randfaserpunkten die
gleiche maximale Beanspruchung erfahren. Bei tieferen Werten des
Frequenzparaméters gibt es am Ende des Stabes in unmittelbarer
Ndhe der Krafteinleitung eine Stabverdickung, in der die maximale
Spannung nicht erreicht wird.

6. Die Massenanhdufung driickt die Eigenfrequenzen des optimierten
Stabes nach unten, wihrend der Entwurf mit !6/ =8, die Eigenfre-
quenzen anhebt. ’

Fiir die Behandlung des beidseitig gelenkig gelagerten Stabes sind in der
Optimierungsaufgabe 5.2 lediglich die Randbedingungen entsprechend zu
andern. Das optimale Volumen eines solchen Stabes ist in Abhangigkeit

vom Frequenzparameter in Abbildung 5.9 dargestellt. Typische Querschnitts-
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verlgufe fiir 3 = 4, 7 und 1o sind ebenfalls dargestellt. Grundsatzlich
treffen fiir den beidseitig gelagerten Stab die gleichen Aussagen wie
fiir den einseitig eingespannten Stab zu.

Langs der Losungskurven kann man gut das Verhalten des Stabquerschnittes
beim Herunterdriicken der Eigenfrequenzen erkennen. Ausgehend von der bei
hohem Frequenzparameter stets optimalen Losung mit [61=1%, bildet sich
stets an der Krafteinleitungsstelle eine Massenanhdufung aus. Liegt die
Erregerfrequenz zwischen der ersten und zweiten Eigenfrequenz des opti-
malen Stabes, so bleibt dies die einzige Anhdaufung. Bei Erregung zwischen
der zweiten und dritten Eigenfrequenz erscheint eine zweite Massenan-
hdaufung. Im betrachteten Punkt 6 weist der optimale Querschnittsverlauf
bereits drei Massenanhdaufungen auf. Betrachtet man die in Abbildung 5.11
maBstdblich dargestellten Querschnittsverlaufe, so erhdlt man den Ein-
druck eines schlanken Stabes, dem an einigen Stellen diskrete Massen
aufgesetzt sind. Die Grundform des Querschnittsverlaufes ist anndhernd
linear, ein Zeichen fiir den dominierenden Anteil der statischen Zusatzlast.
Die letzten Ergebnisse werfen die Frage auf, ob ein einfach herzustellen-
der Stab mit konstantem Querschnitt durch Aufbringen diskreter Massen
moglicherweise ein Volumen besitzt, welches dem optimalen Stab sehr

nahe kommt. Dieser Frage wird noch gesondert nachgegangen werden.

Eine andere Frage, die sich ebenfalls sofort stellt, ist die nach der
GUltigkeit der Stabtheorie bei solch extremen Querschnittsspriingen.
Beachtet man, daB sich der Querschnitt auf einer kurzen Lange bis um das
dréiBigfache vergroBert, so muB man davon ausgehen, daB die einfache Stab-
theorie nicht mehr geniigend exakte Ergebnisse liefert. Dies gilt beson-
ders fiir den Spannungsverlauf, der auf keinen Fall iiber die volle Stab-
breite konstant ist. Andererseits sind Losungen mit solchen Querschnitts-
spriingen im allgemeinen nicht die optimalen Losungen. Betrachtet man die
Abbildungen 5.9 bzw. 5.5, so liegen zwischen den Schnittpunkten der einzel-
nen Losungskurven optimale Losungen mit "gutartigen" Querschnittsverlaufen
Erst weit auf den nach links aufsteigenden Asten tauchen diese extremen
Losungen auf.
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Querschnittsveriauf zu Punkt 1 und 4
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Abb. 5.10

Querschnittsverldufe zu den Punkten 1 bis 4
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Abb. 5.11 Querschnittsverldufe zu den Punkten 5 und 6
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5.2. Einbeziehung des Eigengewichts

Wirkt das Eigengewicht des Stabes in Richtung der angreifenden Erreger-
kraft, so kann es am diskretisierten Stab innerhalb eines Feldes als
konstante Streckenlast angesehen werden.

/,
4% L
E q A\ Fy cos Qt
Mg 1] hay
4 q;=A; 99
7
7
Z =t
4__..x
f—— l i
Abb. 5.12

Diskretisierter Stab unter Eigengewicht

Nach der elementaren Stabtheorie erhdlt man die Lagerreaktionen

y; N
o= = 2 g
Vo5 | (5.4)
272 & .,
My = —/;} 424 9 (4-7)

Bezeichnen,Qa und Ma die SchnittgroBen am Anfang eines Bereiches, so
gelten innerhalb des Bereiches i die Beziehungen

5.5
M'(f) = M —1_91_j.zf2+,tif O£f <1 =
“ a 2 p? a M I
Damit ist es moglich, den Verlauf des statischen Biegemomentes aus
Eigenlast langs der Stabachse zu bestimmen. Die Untersuchungen werden
auch hier exemplarisch am einseitig eingespannten Stab durchgefiihrt,
wobei das Bezugsvolumen in der Aufgabenstellung 5.2 das Volumen eines
durch die Kraft F1 statisch belasteten prismatischen Stabes ist. Im
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Abb. 5.14 Querschnittsverlauf bei Beachtung des
Eigengewichts
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ibrigen behalten die Nebenbedingungen ihre Giiltigkeit.

Die sich ergebenden Losungen sind mit denen bei rein dynamischer Belastung
im allgemeinen Fall gefundenen zu vergleichen. Eine Querschnittsrestrik-
tion ist hier jedoch nicht erforderlich.

Wie zu erwarten war, werden die Volumenverhaltnisse durch die Zusatzlast
Eigengewicht ungiinstiger gegeniiber der rein dynamischen Belastung. Bei
nur einem Bereich ist der Unterschied verschwindend gering und ist
zeichnerisch in Abbildung 5.13 nicht darstellbar. Jedoch sind im
ungiinstigsten Fall 55 % Volumen mehr erforderlich, wenn optimale Losungen
mit zwei Bereichen verglichen werden (bmin/bo = 0.01). Der Obergang auf
zwei Bereiche erfolgt wieder in der Ndhe von /3 = 1,75. Der an dieser
Stelle vorliegende Querschnittsverlauf zeichnet sich durch eine Anhdu-
fung am Stabende bei sonst geringen Abmessungen aus. Mit wachsendem
Frequenzparameter geht diese Anhaufung zuriick, um dann an der Einspann-
stelle zu erscheinen. Dabei bildet sich ein groBes Querschnittsverhdlt-
nis bmax/bmin heraus, weil nur die Forderung des sich selbst tragenden
Stabes in die Querschnittsrestriktion einflieBt. Erwdhnenswert ist noch,
daB von der Einspannung bis zum ersten Nulldurchgang des Momentes der

Stab in seiner Randfaser der gleichen maximalen Beanspruchung unterworfen
ist. Erst bei hoheren Erregerfrequenzen treten davon Abweichungen auf, die

aber auf das Versagen der benutzten Suchstrategie zuriickzufiihren sind.

5.3. Diskrete Massen als Zusatzlasten

Befinden sich auf dem Stab Massen - die im librigen punktformig anzusehen
sind - so muB im Ruhezustand diese Zusatzlast getragen werden. Dariiber
hinaus treten bei dynamischer Erregung Massentragheitskrafte auf, die
zusammen mit den statischen Kraften in keinem Punkt des Stabes eine
groBere als die zuldssige Beanspruchung hervorrufen sollen. Es stellt
sich wiederum die Frage, wie unter diesen Bedingungen der Querschnitts-
verlauf des Stabes gewdhlt werden muB, damit der Stab ein minimales
Volumen erhdlt.

ZweckmdBigerweise 13Bt man Zusatzmassen nur an den Grenzen der Diskreti-
sierungsabschnitte des Stabes zu. Bei geniigend feiner Unterteilung
bedeutet dies keine Einschrankung. Prinzipiell kidnnen die Massen an
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beliebigen Punkten vorkommen, jedoch erfordert das zusdtzlichen Rechen-
aufwand. Fiir die Spannungsanalyse bendtigt man den statischen und den
dynamischen Biegemomentenverlauf

l po |

/]
7]
7
Mg FEZ TE] m lﬁcoth
7 —
A— —— . . .
7 2
2 _’W(=Wr M~
2 . & %Y
X M[=Mf
Q #Q,
Abb. 5.15

Stab mit Zusatzmassen

Bas statische Moment im i-ten Bereich 1dBt sich elementar zu

Mgy ==Y [4-d+(1-f)1m izt b (5.6)

Vo inue, o< f £4
4

bestimmen. Von vier Obergangsbedingungen an den Bereichsgrenzen bleiben
drei unverdndert, wdhrend fiir die Querkridfte die Beziehung

o

Q.= Q, - m w; o (5.7)

gilt. Es kann nun die Maximalspannung in jedem Querschnitt gemdB Gleichung
5.1 ermittelt werden. Das Stabvolumen ist auf das Volumen des durch die
diskreten Massen statisch belasteten Stabes mit konstantem Querschnitt
bezogen. Ansonsten gelten die Nebenbedingungen in der Formulierung 5.2
unverdndert.

Ndhere Untersuchungen, bei denen eine Masse am Stabende angebracht
wurde, zeigen, daB die dynamischen Einfliisse stark unterschiedlich sind.
Solange unterkritische Erregung vorliegt, wdachst das optimale Volumen
stark an, um beim Ubergang auf Uliberkritische Erregung schnell auf einen
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Abb. 5.17 Querschnittsverldufe bei zusdtzlicher Endmasse
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Abb. 5.18 Biegemomente an der Einspannstelle bei
zusdtzlicher Endmasse
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fast konstanten Wert abzufallen. Das optimale Volumen wird nahezu unab-
hangig von der Erregung. In diesem Bereich liberwiegt die statische
Belastung durch das Gewicht der Masse. Resonanzstellen im eigentlichen
Sinne existieren nicht, sondern die Kurven in Abbildung 5.16 setzen sich
aus mehreren, sich iiberschneidenen Bereichen zusammen, wobei jedoch nur
die erste Oberschneidung erkennbar ist und die anderen zeichnerisch nicht
dargestellt werden konnen. Ihre Existenz zeigt sich aber in Abbildung 5.18
sehr deutlich an der unteren Kurve.

Der dynamische Momentenverlauf ldngs der Stabachse @ndert sich zwar mit
zunehmender Erregerfrequenz, wie dies bei dem Verhdltnis mg/F{ = 0.1 gut

zu sehen ist, hat aber auf das optimale Volumen nur geringfiigigen EinfluB.
Entsprechend ist der Querschnittsverlauf optimaler Stabe in diesem Bereich
von dem statischen Anteil gepragt. Der Verlauf ist linear und in jedem Quer-
schnitt liegt die gleiche maximale Spannung vor. Lediglich im Ubergangs-
bereich von unter- zu iiberkritischer Erregung treten Abweichungen vom
linearen Verlauf durch die dynamischen Anteile der Stabmasse auf.

6. Weitere Abschatzungen und Ndherungen

In den vorhergehenden Kapiteln wurden optimale Querschnittsformen fiir
Stdbe gefunden, die bestimmten vorgegebenen Bedingungen geniigen. Hinsicht-
lich der Berechnung und Herstellung solcher Stdbe ist jedoch ein relativ
groBer Aufwand erforderlich. Es sollen an dieser Stelle daher zwei wesent-
licheFragen untersucht werden.

1. Gibt es Stdbe mit einfachen geometrischen Formen,
die die Spannungsrestriktion erfiillen und den
optimalen Volumenwerten nahekommen?

2. Inwieweit sind die gefundenen Ndherungen realisierbar?

Einen Hinweis auf moglichst einfache Formen findet man in der Abbildung
5.11. Ersetzt man diese "optimale" Form durch einen Stab mit konstanter
Biegesteifigkeit und bringt an diskreten Punkten des Stabes Massen an,
so ist zumindest von der Anschauung her ein dhnlich geringes Volumen
unter Einhaltung der Spannungsrestriktion zu erwarten.

Es wird im folgenden der einseitig eingespannte Stab mit rechteckigem
Querschnitt betrachtet, an dessen freiem Ende die Erregung und die
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Zusatzlasten angreifen.

Fb
1= l
/]
/
/ EJ Me
/ -

6.1. Stab konstanten Querschnitts mit Zusatzlasten

Aus der Oberlagerung der dynamischen und statischen Spannungsanteile
erhdlt man mit der vorgegebenen maximalen Spannung 6, die Bedingung

6 > T max (Mg )] + 1M, (5,01 (6.1)

Den statischen Momentenverlauf erhalt man sofort zu
M (§)= (B +m.g) R(1-§) (6.2)

Fiur den dynamischen Momentenverlauf hat man entweder die Differential-
gleichung der Biegeschwingung zu 10sen - unter Einbeziehung einer Einzel-
masse am Stabende - oder man bedient sich der in der Literatur angegebe-
nen Obertragungsmatrizen /15/. Beides fiihrt nach einiger Rechnung zu dem
Ergebnis

(rimbb + ) (b + s ) f(5.h)

My () =54
by (R =70 P 1+ cahpep * e Bloimhenfs - conbfs wmf)

(6.3)
mit

_ amhRf + amf§ P + o RS
{{f;ﬁ) ) nMnL{S + wmfd B camk[& + unfd

v sAQL
===
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Das Maximum der Funktion f(§ ,[) liegt ebenso wie das von Mst(f) an der
Stelle f' = 0. Damit erhdlt man aus Gleichung 6.1 unter Verwendung des
Bezugsvolumens

_CR A
Vo = e (6.4)

fiir einen Stab mit rechteckigem Querschnitt letztlich die Bestimmungs-
gleichung fiir das bezogene Volumen

[ +caJ;{3 wsf3 o Il(mmﬁ»/lm/] w)ﬂ/}Mﬁ)/

(6.5)

nvnl%[3_+ ﬂvﬂ/3

1%

1+ ":9’ +

A
A

R

Gilt das Gleichheitszeichen, so ist die maximale Spannung im Stab gerade
B, . Die einzelnen Glieder der rechten Seite beschreiben nacheinander
den EinfluB von Fo’ den statischen Anteil von me sowie den dynamischen
Anteil von F1 und Mme - Der von den Absolutzeichen eingeschlossene Aus-
druck ist identisch mit der Frequenzgleichung eines einseitig einge-
spannten Stabes mit einer Einzelmasse am freien Ende.

Gleichung 6.5 ergibt gegeniiber dem optimalen Volumen nach Abbildung 5.5
stets eine Verschlechterung. Andererseits gibt es die Moglichkeit,
durch Verdndern der Endmasse einen Minimalwert fiir das Stabvolumen zu
finden. Untersucht man diese Abhdngigkeit, so kann man in verschiedenen
Fallen ein globales Minimum finden. Entsprechend ist die Endmasse auf
diesen Wert zu bringen. Liegt die Erregung sehr nahe unter einer Eigen-
frequenz des Stabes mit me = 0, wie dies in Abbildung 6.1 der Fall ist,
so wird das Stabvolumen nach Uberschreiten einer kritischen Masse wieder
kleiner. Der erste Kurvenzug gehort zu einem Stab, der unterkritisch
erregt wird. Vermehrung der Endmasse bewirkt Vermehrung der Stabmasse.
Der zweite Kurvenzug gehort zu einem Stab, der zwischen der ersten und
zweiten Eigenfrequenz erregt wird. Auf dieser Kurve ist das globale
Minimum dieses Stabvolumens zu finden. Wird ein Stab ohne Endmasse kurz
oberhalb der ersten Eigenfrequenz erregt, so erhdlt man nur eine
Losungskurve mit einem ausgezeichneten Wert fiir me > bei dem das Minimum
des Stabvolumens erreicht wird.
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Abb. 6.2 Konstanter und variabler Querschnitt bei
zusatzlicher statischer Einzellast
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Global gesehen wird durch die Massenvermehrung die Eigenfrequenz des
Gesamtsystems verdndert, wobei ein geringes Stabvolumen nur erreicht
wird, wenn die Eigenfrequenz des Systems ohne zusatzliche Endmasse in
unmittelbarer Ndhe der Erregerfrequenz 1iegt. Bei einigem Abstand von
den Eigenfrequenzen iiberwiegt die Volumenzunahme durch statische Bela-
stung,und man erhdlt me =0 als Ort fir ein globales Minimum. Verzichtet
man vollstdndig auf eine Endmasse, so geht Gleichung 6.5 liber in die
Form

Vst s 4, B *nm\,[‘vﬂJ-mmﬂ

o o AR !4+w&ﬂcmﬂ}

(6.6)

Auch hier iiberwiegt zwischen den Resonanzstellen der starke statische
Anteil, so daB diese Ldsungen noch einen weiten Abstand zu den optimalen
Losungen besitzen, wie dies aus Abbildung 6.2 hervorgeht.

6.2. Stab konstanten Querschnitts ohne Zusatzlasten

Ein vo11ig anderes Bild erhdlt man, wenn eine rein dynamische Belastung
vorliegt, d. h. die Zusatzlast Fo‘verschwindet und die Masse me fihrt zu
keinem statischen Biegemoment, wie es bei senkrecht angebrachten Stdben
und im schwerelosen Zustand der Fall ist. Beanspruchungen durch Normal-
krafte werden vernachldssigt. Zum Vergleich bezieht man wieder auf den
durch F1 statisch belasteten Stab,dessen Volumen

2
= 6hHL (6.7)
6,
ist. Gleichung 6.5 liefert unter diesen Voraussetzungenund fiir den Fall,
daB die Maximalspannung gerade erreicht wird, den Zusammenhang

Ve _ _ cimhf +oinf (6.8)

A Bl + anhf aof ]

In Abbildung 6.3 ist dieser Kurvenzug gestrichelt dargestellt. In keinem
Punkt ist der so dimensionierte Stab giinstiger als der optimale Stab.
Wichtig ist, daB die erhaltenen Querschnitte durchaus realisierbar sind.
So hat z. B. der kleinste gefundene Querschnitt bei /3 = 9 immer noch

lo % des im quasistatischen Fall erforderlichen Wertes. Solche Stébe sind
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in der Herstellung und Berechnung problemlos. Andererseits haben sie
gegeniiber den optimalen Stdben auch in gilinstigsten Fdllen noch den zwei-
bis vierfachen Materialbedarf. Dies wird naturgemdB ungiinstiger, wenn man
sich einer Resonanzstelle ndhert.

Bringt man am freien Stabende eine Masse an, so verschiebt man die Lage
der Eigenfrequenzen und man erhdlt giinstigere Werte. Der mathematische
Zusammenhang ist wiederum durch Gleichung 6.5 in der Form

e _ nimhf + aimf

(6.9)

BT pfrsashBup ¢ R b cop - onkf oin)]

festgelegt. Besteht die Endmasse aus dem gleichen Material wie der Stab,
so ist das gesamte aufzuwendende Volumen

V= sz—rg:* = Wy r W (6.10)
Die Auswertung fiihrt auf Stdbe mit extrem geringem Stabvolumen (durch-
gezogene Linie in Abbildung 6.3), die gegeniiber dem Volumen der Endmasse
verschwindend klein sind (VSt/VE %410'3 bis 10'5). Aufgrund des geringen
Querschnittes wirkt das System wie ein Feder-Masse-System mit sehr
weicher Blattfeder. Energieaustausch und Kraftegleichgewicht beschranken
sich daher iiberwiegend auf die Endmasse und der daran angreifenden Kraft.
Der Stab Ubernimmt lediglich die Aufgabe, die Masse zu fiihren, wobei die
Spannungsbedingung die zuldssige Schwingungsamplitude beschréankt. Hier
liegt auch die Begriindung fiir die "Pseudo-Resonanzstelle" bei /3 = 0.
Wird die Erregerfrequenz n@mlich kleiner, so kann die Amplitudenbeschrdn-
kung nur durch entsprechend griBere Endmasse erreicht werden, die bei
3 = o iiber alle Grenzen wichst.

Durch Anbringen weiterer diskreter Massen ist es moglich, die Resonanz-
stellen - auBer bei f3 = 0 - zu verschieben und somit iber den ganzen
Frequenzbereich Ldsungen zu erhalten. Dies erscheint jedoch nicht sinn-
voll, da gerade in diesen Bereichen der Stab ohne Endmasse giinstige Werte
besitzt.
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6.3. Konstante Querschnittsbereiche variabler Ldnge

Es soll an dieser Stelle gepriift werden, welche Volumeneinsparungen
moglich sind, wenn der kontinuierliche Querschnittsverlauf durch einige
wenige Stabquerschnitte konstanter Biegesteifigkeit ersetzt wird. Dabei
konnen die einzelnen Abschnitte unterschiedlich lang sein. Der in
Abbildung 6.4 dargestellte Stab mit statischer Vorlast ohne jede Quer-
schnittsbeschrankung wird zu dieser Untersuchung herangezogen.

lF, cos Qt
Eh EJ. 'Fb

\\Y

eoe\\Fg

l

Abb. 6.4 .
Wegen der Ausfiihrungen in Abschnitt 4.1.2 kann das durch die Variablen
bl’ by und 11 (12 Tiegt durch 12 =1 - 11 fest) beschriebene Problem auch
durch zwei unabhingige Variablen beschrieben werden. Dazu bieten sich die
bezogenen Variablen 0 4_—11—.4_1 und 0£ B% £ oo an. Den zweiten unbegrenz-
ten Variablenbereich kann man durch eine zweckmdBige Beziehung zwischen b1
und bz'in einen begrenzten Bereich transformieren. Eine solche Beziehung
erhilt man beispielsweise durch die Forderung, daB im Fall 11 = ]2 das
Stabvolumen fiir alle Werte von b1 konstant ist und gerade dem Stab kon-
stanter Biegesteifigkeit entspricht, der durch F0 statisch belastet ist
und dessen maximale Spannung Q; betrdgt. Dann gilt

, 6rR A
$h(b+h) =V, = bhit-= ~h (6.11)
Daraus erhdlt man
b, = 26, -b, 0£ b, £ 26, (6.12)

b
und letztlich als zweite Variable 0£ Fcl,’é 2.

In der Abbildung 6.5 sind neben dem Volumenverhdltnis auch die zugehtri-
gen optimalen Breiten blopt Uiber dem Langenverhdltnis aufgetragen. Fiir
Erregerfrequenzen zwischen der ersten und zweiten Eigenfrequenz des
geraden Stabes ergeben sich Kurvenverldufe mit einem oder zwei Extremal-
werten. Auffallend ist der Querschnittssprung in der ersten Darstellung.
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Noch deutlicher treten solche Spriinge hervor, wenn die Erregung in
unmittelbarer Nghe der zweiten Eigenfrequenz erfolgt. Im Volumenverilauf
tritt hier ein Knick auf. Diese Spriinge und Knicke werden erkldrbar, wenn
man Linien konstanter Volumenverhdltnisse in die 5%3 —%—-Ebene einzeich-
net. Es existieren fiinf lokale Minima, von denen das zweite das gesuchte
globale ist. '

- 111 b1 v
Minima - BE —

1 0,195 | 0,741 2,931

2 0,248 | 1,46 1,306

3 0,475 | 1,73 6,364

4 0,842 | 1,66 1,563

5 0,980 | 0,152 | 1,488

Tafel 6.1
Lage der Minima bei zwei Bereichen [3 = 4,73

Zu jedem Minima gehort eine mehr oder weniger ausgedehnte Talsohle. Die
Spriinge in der Abbildung 6.5 treten an den Stellen auf, an denen das
globale Minimum eben diese Talsohle wechselt. Die Knicke in den Volumen-
kurven kommen durch die unterschiedlichen Neigungen dieser Talsohlen
zustande. Hinsichtlich der Volumenersparnis gegeniiber einem Stab konstan-
ten Querschnitts erhdlt man in der Ndhe einer Eigenfrequenz 81,6 %.
Zwischen den Eigenfrequenzen sind immerhin noch 15,8 % bzw. 28,3 %
Ersparnis zu vermerken.

Einen besseren Uberblick liefert die Erweiterung auf mehf als zwei
Bereiche. In dem gewdhlten Beispiel - nahe einer Eigenfrequenz - zeigt
sich in Abbildung 6.7 deutlich die groBte Ersparnis beim Ubergang vom
Stab konstanten Querschnitts auf einen Stab mit zwei Bereichen. Die
weiteren Unterteilungen bringen nur kleine Verbesserungen.
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\ -‘1 F cos Qt
,bbpt v D ’{ %2 Fo %=1
Vo ;
1'57 bo 18+ by ;L—h —=1 by*by =2by i
by~ L I B= 2,66
100 T 106-- ——— \ I
\
N
- i v N
05 14 v

Abb. 6.5 Erregung weit ab und nahe der zweiten
Eigenfrequenz
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Abb. 6.6 Linien gleicher Volumenverh&ltnisse bei f3= 4,73

y
4 P——l—-’
71% F, cos Qt

1x ir
6 1]
] Al
S - _F -
u-Fo 1
"‘ N B= ‘373
3.
N konstante Bereiche
2

— ; " :
N variable Bereiche \optimulo Losung mit N=25
o L L L Al ¥ Ll T ¥ ¥ ey

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

=

Abb. 6.7 Hquidistante und variable Unterteilung
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Deutlich erkennbar ist, daB ein Stab mit zwei Bereichen variabler Léange
giinstiger ist als ein Stab mit drei gleichlangen Bereichen. Dieser Vor-
teil verliert sich jedoch rasch, denn ab N = 5 sind keine nennenswerten
Unterschiede mehr feststellbar. Diese Aussagen bleiben bestehen, wenn
die Erregerfrequenz einen groBeren Abstand von der benachbarten Eigen-
frequenz hat, jedoch fallen die prozentualen Ersparnisse geringer aus.

Weitere durchgefiihrte Berechnungen mit anderen Lagerungsformen sowie
variabler Hohe des Rechteckstabes fiihrten prinzipiell zu den gleichen

Aussagen.

7. Experimentellie Untersuchungen

An drei optimierten Stdben wurden einzelne theoretische Ergebnisse
iberpriift. Dabei interessierte besonders die Einhaltung der Spannungen
und das Spannungsverhalten bei Fehlanpassung der Stabgeometrie und bei
Verschiebung der Erregerfrequenz.

7.1. Versuchsanlage

Der Versuchsstand wurde so konzipiert, daR einseitig eingespannte Stabe
untersucht werden konnen. Abbildung 7.1 gibt dazu einen Oberblick. Auf
einer GrauguBplatte mit einer Masse von 420 kg ist eine aus Vierkantrohr
und Stahlplatten bestehende Einspannvorrichtung aufgeschraubt. Der zu
priifende Stab wird darin zwischen zwei gehdarteten und plangeschliffenen
Spannplatten verspannt. Auf diese Art werden Abflachungen an den hoch-
beanspruchten Kanten weitgehend reduziert. Am freien Ende des Stabes ist
als Schwingungserreger ein elektrodynamischer Schwingtisch angekoppelt,
der eine maximale Kraft von 44,5 N erreicht. Die gesamte Schwingerregung
wurde mit Gerdaten der Firma Briiel & Kjaer verwirklicht und ist in
Abbildung 7.2 schematisch dargestellt.

Der im Schwebungssummer erzeugte sinusformige Wechselstrom wird im
nachgeschalteten Verstarker auf max. 4 Ampere verstdrkt und der Spule

im Schwingtisch zugefiihrt. UOber einen piezoelektrischen ImpedanzmeBkopf,
der eine phasengetreue Messung von Kraft und Beschleunigung gestattet,
und liber einen kurzen Koppelstab wird die Bewegung des Schwingtisches
auf das freie Stabende iibertragen. Das Signal des Kraftgebers wird auf
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den Ladungsverstdrker gegeben, an dessen Ausgang zur direkten Beobach-
tung ein Oszillograf und zur Messung ein Spitzenwertanzeiger angeschlos-
sen sind. Ebenso wird das Signal des Beschleunigungsaufnehmers behandelt.
Parallel dazu wird das Beschleunigungssignal in einem Verstarker normiert
und dem im Schwebungssummer eingebauten Regler zugefiihrt. Dieser regelt
den Strom zum Schwingtisch in der Weise, daB die Beschleunigung der
Schwingtischplatte konstant ist. Besonders bei der Untersuchung von
Frequenzbereichen ist dies ein Vorteil.

Zur Erfassung der mechanischen Dehnungen des schwingenden Stabes wurde
das Tragerfrequenzverfahren benutzt. Alle dazu bendtigten Gerdte stammen
von der Firma Hottinger. Der auf der Oberfldche des Stabes applizierte
DehnungsmeBstreifen (DMS) dndert seinen elektrischen Widerstand anndhernd
proportional zur Dehnung und 1iefert somit ein elektrisches Signal. Dies
wird durch den MeBstellenumschalter an den Trdgerfrequenzverstarker
gefiihrt und steht an dessen Ausgang als proportionale Gleichspannung

zur Verfiigung. Die Wahl der jeweils durchgeschalteten MeBstelle erfolgt
vom Steuergerdt aus. Das Signal kann iiber ein nachgeschaltetes Filter

von Storfrequenzen gereinigt und anschlieBend wie gewohnt behandelt
werden. Eine Verwendung des Filters ist nur in der Nahe eines Schwin-
gungsknotens erforderlich. Dort liegen die Amplituden des Nutzsignals

in der GroBenordnung des Grundrauschens der MeBkette. Als Filter wurde
ein kleiner Analogrechner benutzt, der eine geddmpfte Schwingung simu-
lierte. Die Eigenfrequenz des Schwingkreises wurde mit der Frequenz

des Nutzsignals (Erregerfrequenz) in Ubereinstimmung gebracht, so daB
Resonanz mit begrenzter definierter Amplitude auftrat. Wie die Filter-
kennlinie in Abbildung 9.3 zeigt, wird das Nutzsignal um 39 dB, also etwa
um den Faktor 90, heraufgesetzt. Bei Abweichung von ! 2,5 % von der
Nutzfrequenz fdllt dieser Faktor bereits auf etwa 11 herab. Auf diese
Weise kann auch ein stark verrauschtes Signal noch einwandfrei analysiert
werden, wenn die Storfrequenzen geniigenden Abstand von der Nutzfrequenz
haben.

7.2. EinfluB der Einspannung auf die Schwingung

Auch mit groBem Aufwand 1aBt sich im Versuch eine ideale starre Ein-
spannung,wie sie in der Theorie stets vorausgesetzt wird, nicht ver-
wirklichen. Die GroBe dieses Einflusses 1dBt sich jedoch an den
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Abweichungen der gemessenen Eigenfrequenzen von den errechneten ermitteln.
Dazu wird ein Stab mit konstanter Biegesteifigkeit in die Spannvorrich-
tung eingesetzt. Mit seinen geometrischen und physikalischen Daten

erhdlt man als niedrigste Eigenfrequenz aus der bekannten /24/ Gleichung

2 2
Wo = ( 2 ) .V 12 g (7.1)

-1

den Wert W, = 246, 1 s *. Im Experiment erhielt man den Wert

Lub = 239,8 s'l, folglich eine Abweichung von 2,6 %. Eine Riickrechnung
ergibt, daB sich der untersuchte Stab so verhdlt, als wdre er 6 mm
ldnger. Diese scheinbare Verldngerung ist auf die Elastizitidt der Ein-
spannung und das Mitschwingen der Grundplatte zuriickzufiihren. Zum letzten
Problem haben Weidenhammer /25/ und Wauer /26/ einige Untersu-
chungen angestellt. Sind die Eigenfrequenzen der weich gelagerten Grund-
platte klein gegeniiber der ersten Eigenfrequenz des Stabes, so ergibt
sich die Verfdlschung der ersten Eigenfrequenz des Stabes n@herungs-
weise zu

Aw, ,0342m + (01628 +ouso7 5 0327 ) ’? (7.2)
fes lzeg

Darin bezeichnet Mgt die Stabmasse, mges die gesamte schwingende Masse
und szp1 das Massentrdagheitsmoment der Platte um die betrachtete Kipp-
achse. 1 ist die Stablange, wdhrend a der Abstand zu dem Punkt ist, an
dem die Krdfte angreifen, welche die Grundplatte zu einer Kippschwin-
gung anregen.

Am vorhandenen Versuchsstand wurde ermittelt:

Eigenfrequenz in vertikaler Richtung W v = 33,25 s
Eigenfrequenz um die Kippachse W = 40,3 s
erste Eigenfrequenz des Stabes Q)St = 239,8 57!

Das System ist mit

1 9 2
(22} - 0042 (&) = o023

St St
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geniigend tief abgestimmt, um Gleichung 7.2 anwenden zu diirfen. Sie
liefert

Awo = O'C 700

Dieser Wert ist so gering, daB er ohne Bedenken vernachldssigt werden
kann. Entscheidend fiir die Verfdlschung der Eigenfrequenz bleiben daher
die elastischen Verformungen in der Einspannung.

Um zu iiberpriifen, wie weit die gemessenen mechanischen Spannungen beein-
fluBt werden, wurde der Teststab mit zwei verschiedenen Krdften jeweils
bei 50 Hz liberkritisch erregt. Bezeichnet x den Abstand der MeBstelle -
vom Angriffspunkt der Erregerkraft, so nimmt der Fehler gegeniiber den
rechnerisch bestimmten Spannungen SSH’ mit wachsendem x ab. Dies ist

z. T. durch die Art der Krafteinleitung bedingt, die sich auf die erste
MeBstelle noch stark auswirkt. Andererseits werden mit groBer werdenden
MeBwerten die Fehler der MeBkette bedeutungsloser.

Fl =1,72 N F1 = 2,14 N
X 6‘Bem gger E"ILG'—B.;’G"! B'gem gqef EE" - E‘l""‘
N e N o
mm’, mm? mm* mm?
0,019 |- 0,422 |- 0,40 |-5,5% |- 0,568 [- 0,498 |-14 %
0,146 3,00 2,98 |- 0,67 % 3,61 3,71 2,7 %
0,280 13,18 13,24 0,45 %| 16,4 16,47 0,42 %
Tabelle 7.1

Gegeniiberstellung der gerechneten und gemessenen Spannungen

7.3.

EinfluB der Krafteinleitung in den Stab

Der auf der Erregerseite befindliche Punkt B in Abbildung 7.4 kann nur
1dngs der z-Achse verschoben werden. Eine mdgliche Verschiebung wegen
elastischer Verformung der Hartgummistiitzen des Schwingungserregers
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konnte im Experiment nicht festgestellt werden. Demgegeniiber unterliegt
der Anlenkpunkt A am frejen Stabende den Verschiebungen u, und u, sowie
der Verdrehung ‘P . Geringe Durchbiegungen und fehlende Normalkraft im
Stab erlauben es, die Verschiebung Uy als Effekt zweiter Ordnung anzu-
sehen und zu vernachldssigen. Das erforderliche Verbindungselement
zwischen den Punkten A und B sollte in der Lage sein, diesen Bewegungen
zu folgen, ohne daf3 zusdtzliche verfdlschende Krafte oder Momente in den
Stab eingeleitet werden. Dariiber hinaus sollte das Verbindungselement
wenig Masse und eine hohe Langssteifigkeit besitzen, um seinerseits das
Schwingungsverhalten des Systems moglichst wenig zu beeinflussen.

Die in Abbildung 7.5 schematisch dargestellten und im Versuch getesteten
Verbindungselemente erfiillen nur teilweise die gestellten Forderungen.

Es zeigte sich, daB Verbindungselemente mit geringer Masse trotz fehlen-
der Anpassung an die Verschiebungsforderungen giinstiger sind. Wahrend

bei den Elementen a) bis c) wegen Resonanzerscheinungen keine giinstigen
Ergebnisse erzielt wurden, brachten die Verbindungen d) und f) recht gute
Naherungen an den theoretischen Schwingungsverlauf. Die besten Ergebnisse
lieferte jedoch das Verbindungselement g). Hier wurde ein Stahlstab von
2,5 mm Durchmesser und 70 mm Lange in einem Punkt weich an das Stabende
angelotet und das andere Ende starr im Kraftaufnehmer befestigt. Dieser
Stab besitzt eine hohe Langssteifigkeit. Andererseits ist er relativ
biegeweich und kann so die Verschiebung und Verdrehung ausgleichen.
Unterstiitzt wird dieser Effekt durch die punktformige Lotstelle, die

bei Verdrehung sehr nachgiebig reagiert, Normalkrdfte aber vollstdndig
uibertrédgt. Bei der elastischen Verspannung e) konnte die Bewegung durch
Verwendung eines Stroboskopes sichtbar gemacht werden. Die Verdrehungen
wurden zwar gut ausgeglichen, jedoch traten wegen der Elastizitat und

der Ddmpfung der Gummielemente Phasenverschiebungen und Amplitudenver-
zerrungen auf,die zudem frequenzabhangig waren.

In der KraftmeBebene entsteht das Signal FanZ der durchgehenden Kraft.
Dieses muf3 um die Trédgheitskrdfte des Verbindungselementes und der antei-
1igen Masse des ImpedanzmeBkopfes berichtigt werden. FaRt man diese
Massen zu der GroBe m zusammen, so erhdlt man die auf den Stab wirkende
Erregerkraft

F = F +ma (73)
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a) Doppelkugelgelenk b) Kugelgelenk c) bewegliche Schneiden

ummi

b, b

d) feste Schneiden e) elastische Verspannung
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f) starr verschraubt g) gelotet

Abb. 7.5 Moglichkeiten zur Krafteinleitung
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Neben der Kraftmessung ist folglich noch eine Beschleunigungsmessung
erforderlich. Kraft und Beschleunigung werden mit dem ImpedanzmeBkopf
nach Vorzeichen und Phase richtig erfafBt.

7.4. Fehlerabschdatzung der MeBkette

~Von Ullenboom /17/ durchgefiihrte Messungen des E-Moduls aus dynami-
schen GroBen /27/ zeigen wahrscheinliche Fehler von : 3,6 % bzw. ! 9.5 %,
Jje nach verwendeter Methode. Selbst bei der statischen Bestimmung unter
reiner Biegung /28/ treten wahrscheinliche Fehler von t 1,5 % auf. Bei
dem verwendeten Material St 50 k DIN 6880 der Stabmodelle sind die in
der Literatur /29, 30/ angegebenen Werte filir die physikalischen GroBen
verwendet worden. Legt man zur Fehlerfortpflanzung die VDI-Richtlinien
/31/ zugrunde, so muf3 man fiir die interessierende mechanische Spannung
und fiir die Erregerkraft mit folgenden Fehlern rechnen:

wahrscheinlicher
Fehler

Spannung & 1,46 %

Kraft F 3,2 %

Der geringe Fehler bei der mechanischen Spannung ergibt sich nach einer
statischen Kalibrierung der MeBkette. Ohne Kalibrierung muf3 mit einem
wahrscheinlichen Fehler von ¥ 5,2 % gerechnet werden.

7.5. Versuchsergebnisse

An drei Stdben wurden die theoretischen Ergebnisse experimentell iiber-
prift. Geometrische und physikalische Werte der Stdbe sind in Tabelle
7.2 festgehalten.
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| Stab 2

Stab 1 Stab 3 Dimension
Lange 620 500 408 mm
Breite 5,94 11,97 19,82 mm |
an der Einspannung | ’
Hohe - 11,98 11,37 8,08 mm
1. Eigenfrequenz 11,4 E 9,4 62,9 Hz
2. Eigenfrequenz 1133 16,6 275,5 Hz
3. Eigenfrequenz % 365 230,8 736,4 Hz ?
4 ;
Erregerfrequenz Z % 200 506 Hz g
E-Modul L 2,06 101 J% i
| filr alle Stibe " |
Dichte | 7850 kg g
i m |
Frequenzparameter 3,5 4,32 6,65 - ;

Daten der Versuchsstdbe

Tabelle 7.2

Unterschiede zwischen der theoretisch ermittelten Geometrie und der
tatsdchlich vorhandenen lassen sich aus fertigungstechnischen Griinden
nicht vermeiden. Besonders am freien Stabende ergeben sich grofe
Schwierigkeiten. Gute Formanpassung und hohe Oberflachengiite wurde
durch Fréasen und anschlieBendes manuelles Nacharbeiten erreicht.

Abbildung 7.6 zeigt den Querschnittsverlauf der untersuchten Stébe mit

folgenden Kriterien:

Stab 1 - verdnderliche Hohe bei konstanter Breite

- Auslegung nach'E’(x)]= E,= konstant

- Mindestquerschnitt hmin = 3 mm
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Abb. 7.6 Querschnitte der Teststidbe
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Stab 2 - Mindestquerschnitt hmin = 0,1 mm, durch eine Federstahl-
folie verwirklicht-
Stab 3 - verdnderliche Breite bei konstanter HGhe

Auslegung nach |6 (x)] < G,
Stab trdgt statische Vorlast

Der in den Abbildungen 7.8 bis 7.11 wiedergegebene Spannungsverlauf 1dngs
der Stabachse 1aBt folgende Schliisse zu:

1. Die theoretische Rechnung stimmt mit den gemessenen Werten im Rahmen
der zu erwartenden MeBgenauigkeit iiberein.

2. Einfliisse der Querschnittsrestriktionen werden annahernd richtig
erfaft.

3. Vom Auslegungswert abweichende Werte sind auf das nicht exakte
Einhalten der vorgeschriebenen Geometrie bei der Stabherstellung
zuriickzufiihren.

4, Der dquidistante Verlauf der gemessenen und gerechneten Kurven weist
auf einen systematischen Fehler hin, der moglicherweise durch die
Einspannung bzw. die Krafteinleitung hervorgerufen wird.

5. Im Bereich der Querschnittsrestriktionen treten Spannungsiiberschrei-
tungen auf, die bei kleinem Mindestquerschnitt groBer sind.

6. Die Spannungsiiberschreitungen im Stab 1 haben keine ausgepragte
Spitze - wie etwa Kerbspannungen - sondern verteilen sich iiber
einen groBeren Bereich.

7. Kleine Formabweichungen in der Ndhe des Momentennulldurchganges
beeinflussen den ortlichen Spannungsverlauf relativ stark.

Weicht die Erregerfrequenz vom vorgegebenen Wert ab, so sind diese Aus-
wirkungen unter anderem von der Ndhe der benachbarten Eigenfrequenz ab-
hangig. Sehr deutlich ist dies bei den ersten beiden Staben zu sehen.
Frequenzverdnderungen bis zu 5 % haben bei Stab 1 etwa 14 % Spannungs-
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hix)
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Hohenverlauf
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Abb. 7.9 Spannungsverlauf von Stab 2
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Abb. 7.10 Spannungsverlauf von Stab 3
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dnderung zur Folge, wogegen bei Stab 2 sich die Spannung mehr als ver-
doppelt. Solche Effekte sind zwar sehr unschon, andererseits aber bei den
vorhandenen Entwurfskriterien des Stabes nicht vermeidbar. In keiner
Bedingung wird etwas iiber den Abstand der Erregerfrequenz zu den benach-
barten Eigenfrequenzen ausgesagt, so daB optimale Losungen oder wie hier
Losungen mit /S’(x)l= konstant unmittelbar neben Eigenfrequenzen heraus-
kommen kdnnen.

Lediglich Stab 3 zeigt symmetrisches Verhalten gegeniiber positiven und
negativen Frequenzabweichungen, wobei die Spannungsiiberhchungen klein
gegeniiber den anderen Stdben sind. Erklarlich ist dieses Verhalten durch
die giinstige Lage innerhalb des Ldsungsbereiches, wie aus Abbildung 5.5
fir (3= 6,65 und X = 1,0 zu ersehen ist.

Um den EinfluB geometrischer Abweichungen systematisch erfassen zu
konnen, hatte eine groBere Anzahl exakt gleicher Stabmodelle systema-
tisch verdndert werden miissen.Dies bereitete insbesondere bei der Fer-
tigung Schwierigkeiten. Angesichts der guten UObereinstimmung von Rechnung
und Versuch hinsichtlich der Spannungen wurden diese Untersuchungen durch
eine Simulation auf dem digitalen Rechner TR 440 ersetzt. Dazu wurde die
Kontur des Stabes 1 naherungsweise in drei Bereiche aufgeteilt und durch
Polynome zweiter bzw. dritter Ordnung angeglichen. Dieser Grundkontur
konnten in dem variablen Bereich von x = 11 bis X = 12 geometrische
Abweichungen der Form

iEo [4-!- . X;P! _.II < Py
Erx) = 2 M(a?z'»zqzw 2 )] ) '?4£X 2 (9.4)

O sonst

tiberlagert werden, wobei &, die maximale Abweichung war. Wird langs des
Stabes eine konstante Abweichung von I 0,05 mm angenommen - etwa untere
Grenze der Fertigungsgenauigkeit - so bedeutet dies eine Spannungsab-
weichung von + 3,32 % bzw. - 3,12 %, wobei das Spannungsmaximum nahe
dem Mindestquerschnitt liegt. Im wesentlichen ergab die Simulation:

1. Geometrische Abweichungen bis £, = : 0,1 mm haben nur geringen
EinfluB auf die Spannung, wenn sie ortlich beschrdnkt sind
(12 - ]]_eé 0,1 m). Die Lage des Spannungsmaximums bleibt dabei fast
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Abb. 7.13 Spannungsverhalten bei geometrischen
Storungen
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unverandert.

2. Ausgedehnte Abweichungen dndern die Spannung auch bei kleinem ¢,
relativ stark.

3. An den Knickpunkten der Funktion A b - f(A h) (Abbildung 7.13)
springt die Lage des Spannungsmaximums von der Querschnittsrestriktion
in die unmittelbare Nahe der groften Abweichung.

8. Zusammenfassung

Ausgehend vom Stab gleicher Festigkeit bei dynamischer harmonischer
Erregung wurden Stdbe optimalen Volumens bestimmt, die sowohl Spannungs-
als auch Querschnittsrestriktionen unterworfen sind. Die Ausweitung des
Pontryaginschen Maximumprinzips durch Boltjanski erlaubt eine analytische
Darstellung des Problems durch ein nichtlineares Randwertproblem gewdhn-
licher Differentialgleichungen, welches bei niedriger unterkritischer
Erregung den Stab gleicher Festigkeit als optimal identifiziert. Ober-
kritische Erregung, Einbeziehung des Eigengewichts sowie Zusatzlasten in
Form von statischen Einzelkrdften oder diskreten Massen erfordern eine
physikalische Diskretisierung des Stabes und die Anwendung eines leistungs-
starken Suchalgorithmus, der durch "pattern search" nach Hooke/Jeves
gegeben ist.

Es zeigte sich bei liberkritischer Erregung, daB der Stab konstanter
Biegesteifigkeit teilweise giinstigere Volumen aufweist als der "Stab
gleicher Festigkeit unter dynamischer Beanspruchung".

Die oftmals stark schwankenden und sprunghaft verdnderlichen optimalen
Querschnittsverldufe konnten in bestimmten Fdllen angeglichen bzw. durch
einen angepaBten Querschnitt mit Zusatzmasse so ersetzt werden, daB
hinsichtlich des erforderlichen Volumens kaum Anderungen auftraten.

Der Vergleich des Spannungsverlaufes von diskretisiert berechneten Stdben
mit gemessenen Verldaufen an ausgefiihrten Stdben zeigte deutlich die Giite
und Brauchbarkeit des verwendeten Rechenverfahrens.
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