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Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit werden die Verzweigungslasten ela-
sto-plastisch deformierter, diinnwandiger Kreiszylinder unter
kombinierter Lings- und Torsionslast berechnet. Dabei wird auch
die Grunddeformation als endliche elasto-plastische Deformation
berilicksichtigt und die Verzweigungslasten in Abhingigkeit von
der Geometrie des spannungsfreien Ausgangszustandes angegeben.
Fiir den plastischen Anteil der Deformation wird neben der Nor-
malenregel auch die Auswirkung eines Abweichens von der Norma-
lenregel auf die Verzweigungslasten untersucht. Den theoretisch
ermittelten Ergebnissen werden die experimentell an Proben aus
Al Cu Mg Pb gefundenen Verzweigungslasten gegeniibergestellt.

Summary

The present paper deals with the bifurcation of thin-walled
cylinders under torsional and axial loading in the elasto-
plastic range. The bifurcation occurs after finite elasto-
plastic deformation, and the calculated results are presen-

ted as a function of the geometry in the stress-free initial
state. The plastic part of the deformation is mostly descri-
bed by the Normality-rule. In this paper also deviations from
the Normality-rule and its influence on the bifurcation is re-
garded. The theoretical results are compared with some necking-
experiments made with specimens of Al Cu Mg Pb.
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Bezeichnungen
CV) Vektor im euklidischen Raum
( ) Tensor 2. Stufe
=~
(:z)_1 Inverse eines Tensdrs
(m')T Transponierte eines Tensors
SP Ca) Spur eines Tensors
11 , Einstensor
Q=)'(;:) Verjiingendes Produkt
( ) Vektor im n-dimensionalen Vektorraum

( ) n x n Matrix

Alle weiteren,nicht einzeln aufgefiihrten Bezeichnungen
und Abkilirzungen werden im Text erliutert oder sind all-
gemein gebrduchlich. Im ilibrigen gelten filir das Rechnen
mit Tensoren die in [26] erlduterten Rechenregeln.



1. Einfiihrung

Flir den Ingenieur hat die Bestimmung der Traglast von Kon-
struktionen eine grofe Redeutung. Entscheidend fiir die Trag-
fihigkeit ist dabei oft der Verlust der Stabilitdt. Nach Er-
reichen der Stabilititsgrenze filihren geringe Laststeigerun-
gen zum Versagen des Materials. Das bekannteste Beispiel ist
wohl der ausknickende Druckstab. Fiir elastisches Material-
verhalten existiert eine gut ausgebaute Stabilitilitstheorie.
Stellvertretend fiir eine grofle Anzahl von Autoren seien hier
die zusammenfassenden Darstellungen von PFL('GER {1] und
FLOGGE [2] erwihnt. Die Theorie der Stabilitit elasto-pla-
stisch deformierter Kdrper ist dagegen weit weniger gut
entwickelt. Man mufl insbesondere bei Beriicksichtigung pla-
stischen Materialverhaltens auf eine genaue Bestimmung des
Stabilitidtsbegriffs achten, da der Unterschied zwischen der
Stabilitidtsgrenze (Verzweigung), bei der ein Gleichgewicht
in verschiedenen Deformationszustiinden méglich ist, und der
Maximallast, die ein Kdrper aufnehmen kann, oft ausgeprigt
ist. Da eine iliber die Verzweigungslast hinausgehende Last-
steigerung immer mit einer grofBlen Zunahme der Deformationen
verbunden ist, wird mit Erreichen der Verzweigung fiir die
meisten Konstruktionen die Grenze der zuldssigen Belastung
erreicht sein. Die vorliegende Arbeit befaBt sich deshalb
mit der Bestimmung von Verzweigungslasten fiir den unter
kombinierter Lings- und Torsionslast elasto-plastisch de-
formierten, dinnwandigen Kreiszylinder.

Ein kurzer Rickblick auf die FEntwicklung der Stabilitédts-
theorie zeigt, daB der Unterschied zwischen Verzweigungs-
last und Maximallast lange Zeit nicht erkannt wurde.

Die ersten Ansitze einer Stabilitilitstheorie gehen bereits
auf EULER zuriick. Er gab 1744 die kritische lLast fiir einen
Druckstab bei linear elastischem Werkstoffverhalten an.
ENGESSER erweiterte die EULERschen Retrachtungen 1889 auf
nichtlineares Werkstoffverhalten, indem er den Flastizitlits-
modul der EULERschen Theorie durch den Tangentenmodul



des Spannungs-Dehnungsdiagramms ersetzte. Einer Anregung

von CONSIDERE folgend modifizierte ENGESSER seine Theorie
1895 und fiihrte einen reduzierten Modul ein, der die beim
Knicken des Druckstabes auftretenden Srtlichen Entlastun-
gen und anschlieflenden elastischen Belastungen beriicksich-
tigen sollte. ENGESSER gab auch noch eine allgemeine Her-
leitung fiir den reduzierten Modul an, die dann 1910 durch

v. KARMAN aufgegriffen und an einigen Beispielen ausgefiihrt
wurde. Obwohl Versuche eher die auf dem Tangentenmodul ba-
sierende Theorie ENGESSERS zu bestdtigen schienen, wurde

die Theorie des reduzierten Moduls lange fiir exakt gehal-
ten, bis SHANLEY 1946 und 1947 in zwei Arbeiten (3] und

t4] zeigte, daR mit der auf dem Tangentenmodul basierenden
Theorie die Verzweigungslast, mit der Theorie des reduzier-
ten Moduls aber die Maximallast bestimmt wird.

Nachdem von SHANLEY der Unterschied zwischen dem Problem

der Verzweigung des Gleichgewichts und dem Problem der ma-
ximalen Tragfihigkeit herausgearbeitet worden war, entwik-
kelte HILL 1956 - 62 die Grundlagen filir eine allgemeine
Theorie der Stabilitdt und Eindeutigkeit. In [ 5] bestimmte
HILL zunédchst die Bedingungen flir die Eindeutigkeit von L&-
sungen des Verzweigungsproblems bei starr-plastischem Mate-
rialverhalten. Diese Betrachtungen erweiterte er in [6] auf
das Problem der Maximallast und in {7] und (8] auf elasto-
plastisches Materialverhalten.

Ausgehend von der von HILL entwickelten Theorie sind seither
eine Vielfalt von Einzelproblemen behandelt worden. Eine Rei-
he dieser Arbeiten beschdftigt sich mit der Bestimmung von
Verzweigungs- und Maximallasten flir den Druckstab. Auch das
Einschniiren von Zugproben kann, wie einige Autoren zeigen,
als Verzweigungsproblem gedeutet werden. Daneben wurde die
Stabilitdtstheorie auch auf Platten, Scheiben und Schalen an-
gewandt. Einen guten Uberblick iiber die neueren Arbeiten gibt
BRUHNS in [17].

Unter den Schalen nimmt die Kreizylinderschale wegen ihrer
einfachen Geometrie eine Sonderstellung ein. Von vielen Au-
toren wurde deshalb das Stabilitidtsverhalten des Kreiszylin-



ders unter verschiedenen Relastungen wie Axiallast, Innen-
bzw. AuBendruck und Torsion untersucht.

Neben BIJLAARD [9), GERARD [10], LEE und ADES {11] seien
hier die Arbeiten von BATTERMAN [12], ARTARATNAM und DUBEY
[13), CHENG, ARIARATNAM und DUBEY [14] sowie von NEALE (15]
und [16] und BRUENS [17] - (19] erwihnt.

Rei der durch Torsion und Lingslast belasteten Kreiszylin-
derschale wie auch bei Stidben und Platten kann bis zum Er-
reichen der Verzweigungslast zumindest ndherungsweise ein
homogener Spannungszustand (Grundzustand) angenommen werden.
Dagegen erhilt man bei der durch Innen- bzw. AuBendruck be-
lasteten Schale, bei der auch im diinnwandigen Fall, bedingt
durch die an Innen- bzw. Auflenrand unterschiedlichen Rand-
bedingungen, eine Abhidngigkeit der Spannungen von der ra-
dialen Richtung zu beachten ist, sowie bei dickwandigen
durch Torsion beanspruchten Kreiszylindern eine inhomogene
Spannungsverteilung im Grundzustand. Fiir die im Vergleich
zu den Problemen mit homogenem Grundzustand schwierigeren
Probleme mit inhomogenem Grundzustand existieren bisher
nur L&sungen filir starr-plastisches Werkstoffverhalten.
Literaturhinweise gibt BRUHNS in [17].

Bei den Arbeiten, die sich mit der Lings- bzw. Torsions-
belastung diinnwandiger Kreiszylinderschalen bei elasto-
plastischem Materialverhalten beschidftigen, wurde bisher
immer eine lineare Werkstoffverfestigung angenommen. Wie
schon von BRUHNS in [19] vorgeschlagen wird, ist fiir eine
praxisbezogene Aussage von einem realistischen nicht line-
aren Verfestigungsverhalten auszugehen. Auflerdem wird von
allen Autoren ein bekannter Grundzustand vorausgesetzt und
die ermittelten Verzweigungslasten in Abhdngigkeit von der
Geometrie des Grundzustandes angegeben. Diese Art der Dar-
stellung ist aber nur fiir kleine Deformationen aus dem
spannungslosen Ausgangszustand in den Grundzustand (Grund-
deformatioh) zuldssig. Niherungen wie sie z.B. in [19] fir
die Berechnung des Ausgangszustandes aus dem Grundzustand
angegeben werden, kénnen nur fiir lineare Verfestigung sinn-
voll angewandt werden, da sich bei einer Berlicksichtigung



realen Werkstoffverhaltens widhrend der Grunddeformation
nicht nur die Geometrie sondern auch der, fiir die Ermitte-
lung der Verzweigungslasten entscheidende Verfestigungszu-
stand &dndert.

In der vorliegenden Arbeit wird deshalb,neben der Beriick-
sichtigung realen Werkstoffverhaltens bei der Bestimmung der
Verzweigungslasten, auch die Grunddeformation als endliche
elasto-plastische Deformation, entsprechend einer Theorie,
wie sie zusammenfassend von LEHMANN in [22] dargestellt wird,
mit einbezogen. AuBerdem wird, einem Vorschlag von BRUHNS in
i17] folgend, der EinfluR einer Abweichung von der Normalen-
regel fiir die Beschreibung des plastischen Anteils der Defor-
mation untersucht, wobei ein von LEHMANN in[21] vorgeschlage-
nes Stoffgesetz angewandt wird. _

Im ersten Teil der Arbeit werden die Grundlagen zur Beschrei-
bung endlicher elasto-plastischer Deformationen und die fiir
die Bestimmung der Verzweigungslasten bendtigten grundlegen-
den Beziehungen zusammengestellt.

Dabei wird isotropes Materialverhalten angenommen. Auflerdem
werden quasistatische Deformationen vorausgestzt, sodal Tridg-
heitswirkungen vernachlédssigt werden kdnnen, und die durch
irreversible Anteile der plastischen Deformation entstehende
Wdarme abgefiihrt werden kann, also isothermes Verhalten gilt.
Dariiber hinaus wird das Eigengewicht vernachlédssigt.

Im folgenden wird aus den Grundlagen das Gleichungssystem der
Grunddeformation hergeleitet. Dieses im allgemeinen partielle
Differentialgleichungssystem 148t sich unter der Annahme in-
kompressiblen Materialverhaltens in ein System gewdhnlicher
linearer Differentialgleichungen iiberfithren, das mit den be-
kannten Gréfen des Ausgangszustandes ein Anfangswertproblem
bildet.

Im dritten Teil werden dann die Feldgleichungen und Randbedin-
gungen zur Bestimmung der Verzweigungslasten formuliert, aus
denen sich unter Beriicksichtigung physikalisch sinnvoller L&-
sungsansdtze ein System linearer gewShnlicher Differentialglei-
chungen ergibt. Die Verzweigungslasten ergeben sich als Eigen-
werte des aus diesen Gleichungen zusammen mit den Randbedin-



gungen gebildeten Randwertproblems.

Im weiteren werden nach Ermittlung der Werkstoffkenngr&-
Ben aus Versuchen mit der Aluminiumlegierung Al Mg Cu Pb
und einem Oberblick {iber das numerische L8sungsverfahren
die Frgebnisse der theoretischen Untersuchungen zusammen-
gestellt und diskutiert.

Im letzten Abschnitt werden schlieflich die zur (berprii-
fung der Theorie durchgefiihrten Reulversuche erléutert
und die Ergebnisse mit denen der Theorie verglichen.



2. Beschreibung der Deformationen

Ausgangszustand Grundzustand
x(3) Grunddeformct[)_c:g Konfiguration 1

Verzweigung Konfiguration 2

Abb. 1

Ein im Ausgangszustand spannungsfreier Kérper wird durch
die Grunddeformation in einen beliebigen Grundzustand
tiberfithrt. Bei einem Andauern der Grunddeformation nimmt
der KOrper nach einem Zeitschritt die Konfiguration 1
an. Eine Verzweigung des Gleichgewichts liegt dann vor,
wenn im Grundzustand neben dem aus der Grunddeformation
bekannten Geschwindigkeitsfeld mindestens ein weiteres,
mit den Randbedingungen vertridgliches Geschwindigkeits-
feld existiert, das den Kérper in eine von der Konfigu-
ration 1 verschiedene Konfiguration 2 iiberfiihrt.

Zur Beschreibung der Raumpunkte fithren wir ein kartesi-
sches Koordinatensystem X' mit den Basisvektoren e; ein.
In dem kartesischen Bezugssystem definieren wir mit

wi= x( X7 t) (2.1)

ein krummliniges Koordinatensystem x‘.
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Fir jeden Punkt des Raumes mit dem dazu gehSrigen Orts-
vektor r ergeben sich im krummlinigen Koordinatensystem
Basisvektoren, die sich wie in [26) angegeben zu

or
s = N. 202
9i = 3yt (z2.2)
ermitteln. lassen.
Uber die Beziehung
“.q; = &f (2.3)
99 ¢

werden die reziproken Basisvektoren g“definiert. Dabei
. K '
ist & das Kroneckersymbol, das durch

dl'K, = 0 fiir ifk
(2.4)
.rj[ =1 fir i=k

definiert ist.

Durch skalare Multiplikation der Basisvektoren erhalten
wir die Metrik

9i " 9; = 9ij
(2.5)

gi,gj___gij ’

die wir, wie in [26) gezeigt, zum Herauf- bzw. Herunter-
ziehen der Indizes gebrauchen.

Aus der Ableitung der Metrik nach den Koordinaten erge--

ben sich die Christoffelsymbole zu

[km ='21 gkn(gmn,l+gn[,m-g(m,n)- (2.6)

Durch Ableitung tensorieller GrdBen nach den Koordinaten
erhalten wir beispielsweise als Gradienten eines Vektors
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. - -~ k l‘ . k
Grad g 3¢ 9°= a'lk gi gv. @n
Die Divergenz eines Tensors 2. Stufe ist z.B.

Div A =§:—‘”—“;-£"=A'j/jgi=/\zj/jg“. (2.8)
mit

m

3}

ai/k aiJk + /_,l‘wn a
(2.9)

Aillk = Ailk =% Am? + Thm Ai™

als kovarianter Ableitung eines Vektors bzw. Tensors 2.
Stufe.

Wir wollen nun mit xg die Koordinaten aller Kdrperpunkte
im Ausgangszustand bezeichnen. Die Grdflen xﬁ benutzen wir
im folgenden zur Identifikation der Kdrperpunkte. Die De-
formation eines Korpers ist somit vollstdndig beschrieben,
wenn zu jedem Zeitpunkt t die Koordinaten der Kdrperpunk-
te, die wir der Einfachheit halber ebenfalls mit x! be-
zeichnen wollen, als Funktionen der x: bekannt sind.

[3

xi= x(x/, t) (2.10)

Die Geschwindigkeit eines Kdrperpunktes gegentiber dem
Raum ergibt sich aus der zeitlichen Anderung des zu dem
Kérperpunkt zeigenden Vektors r.

’L{ = D—'Er (2.11)

Dabei ist ﬁ%‘die Zeitableitung bei festgehaltenen xd
(substantielle Zeitableitung), die wir im folgenden mit



- 12 -

(.) kennzeichnen wollen.

Da r=r(x') ist, erhdlt man

¥ = o0t g( = )e gt =V 9(’ . (2.12)

Bei der zeitlichen Anderung eines zu einem Kdrperpunkt
gehdrenden Tensors #dndert sich durch die Bewegung des
Kérperpunktes im Raum auch die zugehdrige Rasis gisgi(xj).
Man erhidlt -

Y o
i 9,0V T gaul v (2.13)

b

was sich mit (2.6) und (2.9) auch zu

J

ji = iy v“3j=(v’Z'-v,g)gj (2.14)

angeben 1l&dRt.
Ober die Beziehung (gizgj)= §) =0 14Bt sich aus (2.14)
fiir die reziproke Basis zeigen

. : ' . { .

gl (v =viYi)gi=-Tjkvh g/ s
Durch Anwendung von (2.7) auf den Geschwindigkeitsvektor
¥y erhalten wir den Geschwindigkeitsgradienten

= =yl K .
Grad v Y v/kg,.g, (2.16)
Aus dem Geschwindigkeitsgradienten 1d8t sich durch Aufspal-
ten der Tensor der Verzerrungsgeschwindigkeit D als symme-
trischer Anteil und der die Starrkdrperrotationen beschrei-
bende Tensor W als unsymmetrischer Anteil herleiten.

D-2(U+U")

_=z

(2.17)
Ww=2(U-Un

¢
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Die MaBzahlen von D und W ergeben sich zu

di =2 (v + vli)

(2.18)
UJik:%(Vi/k"Vk/i) ’
wobei sich v,|t aus
Vil = g, v g (2.19)

bestimmen 1idfit.

Neben der mit (2.10) beschriebenen gibt es auch noch eine
andere Mdéglichkeit,die Deformationen zu beschreiben.

Der Vektor dre zeigt im Ausgangszustand von einem Kdrper-
punkt zu einem infinitesimal benachbarten Kérperpunkt. Die
gleichen Kdrperpunkte verbindet im deformierten Zustand

der Vektor dr. Die Deformation ist vollstindig beschrieben,
wenn zu jedem Zeitpunkt der zum Vektor dr., gehdrende Vektor
dr bekannt ist. Die Abbildung von dr., auf dr erfolgt durch
den Deformationsgradienten F,

o

dr = F dr. (2.20)

Da bei festgehaltener Zeit

d[ = d)((-g[:dxj dXoj :.qt (2.21)

~

und

d’(o = dXo(‘ g[o ) g(o =,-\g(: (Xa'/')

ergibt sich aus (2.20)

{ ] :
=/;—=ad;(i g; 97 . (2.22)




Fihrt man die substantielle Ableitung von (2.22) durch, so

erhdlt man unter Berilicksichtigung von (2.14)

. . K )
L =ug = vi gj 9¢ 95 . (2.23)

Die Anderung eines Volumenelementes dV wird durch die

Funktionaldeterminante F beschrieben

%M—-T? =X ML, 6 oLy =
UB E ?O <7 Vs \l; P

0
dV = 3dve = 3=+ , (228

mit o und p_  als Dichte im deformierten und im Ausgangs-
zustand. Man erhdlt J aus der Determinante der Maflzahlen

des Deformationsgradienten und der Metrik nach (27} 2y

52
lp‘/g('k/| {
= ¥ S .
# O] 1F Y (2.25)

Die substantielle Anderung von J ergibt sich aus (2.25)

Zu

j = .SP_Q[ F = V[A'.? . (2.26)

—
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3. Spannungen’

Im deformierten Zustand des Kérpers wirkt auf einem Flé&-
chenelement dA mit dem Fl&chennormalenvektor dA eine
Kraft df.

- Der CAUCHY Spannungstensor ist dann definiert durch

df = 35 dA . G.1)

Seine MaRzahlen beziliglich der raumfesten Basis g; bzw. gX
sind gegeben durch

5 = of 9. 9% . (3.2)

Das Flédchenelement im Kdrper, das im deformierten Zu-
stand durch dA gekennzeichnet ist, wird im undeformierten
Zustand durch den Fldchennormalenvektor dA, beschrieben.
Wir definieren den LAGRANGEschen Spannungstensor durch

df = 5, dA, . (3.3)

~— — ..

Mit (2.20) und (2.24) 1iBt sich zeigen, daf
dA F =3 dA. (3.4)
ist, sodafl sich aus (3.1) und (3.2) ergibt

=35 (L), (3.5)

L =

R0

Neben dem LAGRANGEschen Spannungstensor, der insbesondere
auch zur Formulierung der Randbedingungen bendtigt wird, da
ja im allgemeinen die Lage der Randflichen des deformierten
Kérpers unbekannt sind, verwenden wir noch den KIRCHHOFF
Spannungstensor

e
i
(¥
X~

S =3

g: G* . (3.6)

Flir die MafBzahlen gilt
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s - F e (3.7)

Die Verwendung dieses Tensors gestattet es uns,die aus
dem Stoffgesetz hergeleiteten Gleichungen auf die Dichte
im Ausgangszustand zu beziehen. Der Tensor Sk 148t sich
aufspalten in den Deviator Tx und den durch den hydrosta-
tischen Druck bestimmten Kugeltensor

A .
Tk =5k 7 3 Sp (.§_K) 1 (3.8)
mit den Mafzahlen

(3.9)

X~

sr d

(TN

th =gk -

Neben den Spannungstensoren selbst benétigen wir auch
deren Zeitableitungen. Aus

=é[% (o gig*) (3.10)

ergibt sich unter Berlicksichtigung von (2.14) und (2.15)

M.

={os +ok(vir-vi,)

fn .

(3.11)
F ol (vl - viIOF g gF.
Die substantielle Ableitung von (3.5) ftihrt mit (2.23)
und (2.26) auf

Se= HE+SSplU -SUT)ETT, a2

und aus (3.6) erhidlt man mit (2.26)

Sk =35 +S5 Sl . (3.13)

~

Mit (3.7) und (3.11) ergibt sich damit unter Berilicksichti-
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gung von (2.26)

Sp(én) = sl (3.14)

Zur Elimination der bei Starrkdrperrotationen auftretenden
Anteile der substantiellen Ableitung fithren wir die objek-
tive Zeitableitung nach JAUMANN ein.

I,
i}
U,

- WS + s-g (3.15)

== 1

Unter Beriicksichtigung von 13.11) und (2.18) ergibt sich
flir die MaBzahlen von é

Tklo = ok + o5 dl - ol dy
(3.16)

+ 6,V Ok Vir,

Bilden wir die JAUMANN Ableitung iK, so ergibt sich durch
Anwendung von (3.15) auf (3.8)

o o .
Tk =S« "55plSk)1 . Gan
Mit (3.16) und (3.14) ergeben sich daraus die Maflzahlen
fll(/o=f/:+fk': drl-{'{d/:*fﬁl/;rk’f;v,lr
=Stk rsidl-stdi +stv) -5k v (3.18)

r8)

wla
n

Aus (3.18) erhalten wir
Sp(Ta In) = ti tE . (3.19)

Die Spannungen miissen den Gleichgewichtsbedingungen genii-
gen, die sich bei Fehlen von volumenhaft veteilt angreifen-
den Krdften und Vernachlidssigung von Trédgheitskridften als
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Div § -0 (3.20)

angeben lassen.
Das Gleichgewicht mufl aber filir jeden Kdrperpunkt zu jeder
Zeit erfiillt sein, sodaB neben (3.20) auch gelten muf

(Div 5) = 0 . (3.21)

Wie in [17] ausgefiihrt, 148t sich daraus nach einiger
Rechnung herleiten

D/'V/:S;+§5pg—éogr)=0. (3.22)

0
Bilden wir die JAUMANN Ableitung S, entsprechend (3.15),
so erhalten wir unter Beriicksichtigung von (2.17) u. (3.13)

LA,

+S SpU -5 UT -GS+ W S-5D , (.29)

=

sodafl aus (3.22) folgt

,DI.V (‘_?ng + L/\__/

_= ==

-5 D)=0 . (3.24)

Unter Beriicksichtigung von (2.8) folgt daraus flir die Maf-
zahlen

(’37‘5,510 + uK”c*} - cr,':d,{)/(-=0 , (3.25)

mit der Ausfllhrung entsprechend (2.9). Sih sind dabei die
MafRzahlen von‘éK.
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4. Stoffgesetz

Das Stoffgestz beschreibt den Zusammenhang zwischen Span-
nungs- und Verzerrungsinkrementen. Wir miissen die Deforma-
tion in einen elastischen und einen plastischen Anteil auf-
spalten, da beide Anteile unterschiedlichen Stoffgesetzen
gehorchen. Diese Aufspaltung kann auf verschiedene Arten er-
folgen, die jedoch wie in [22] gezeigt, alle auf eine addi-
tive Aufspaltung der Verzerrungsgeschwindigkeit in einen
elastischen und einen plastischen Anteil fiihren.

D = D, + gp (4.1)

— — -_—

Da bei Metallen die elastischen Deformationen klein sind,
kénnen wir fir den elastischen Anteil ein hypoelastisches
Stoffgesetz der Form

e = 215 (Sk —7o7 P (3x1 1) (.2

annehmen, vgl.[ZZ]. Bilden wir SBTSK) entsprechend (3.15),
so ergibt sich aus (4.2)

De =§%/£K - ',f—ySp(QS.K):V). (4.3)

Fiir den plastischen Anteil der Deformation wihlen wir den
Ansatz

Dr=2dL v el . o

Qo
RITNY
>

Darin ist i_eine positive skalare Funktion der Spannungen
und F die Flieflbedingung, die im Spannungsraum die Grenze
des Bereichs rein elastischer Deformationen angibt.

Die Gréfle géistellt die Normale zur FlieBfliche dar. Des-
halb wird der erste Anteil des Stoffgesetzes flir die plasti-
sche Deformation auch als Normalenregel bezeichnet. Bei
Anwendung der Normalenregel ist die plastische Deformation

allein durch die FlieBbedingung bestimmt. Da Versuchsergeb-
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nisse jedoch auf eine Abweichung von der Normalenregel
hindeuten, wird einem Vorschlag von Lehmann in[21] fol-
gend, der zweite Term in (4.4) hinzugefiigt. Uber die ska-
lare GroBe ¢ lassen sich die Abweichungen von der Norma-
lenregel steuern.

Die Flieflbedingung ist bei isotropen Materialien eine
Funktion der Invarianten des Spannungstensors.

7,=5p(8)y F=Sp(8E), o= SplSR) 4.5

Fir Metalle kann allgemein angenommen werden, daB das
plastische Flieflen unabhingig vom hydrostatischen Span-
nungszustand also keine Funktion der ersten Invarianten

J, ist. Diese Tatsache wird durch die Einfiihrung des Span-
nungsdeviators beriicksichtigt. Die Fliefbedingung ist dann
angebbar als Funktion der Invarianten des Deviators

3 =Soll)=0,3,=Sp(Ti’), 3 = Sp(l°) (4.6)
also
F=F (3 ,%) . (4.7)

Fir Probleme ohne Belastungsumkehr 18t sich die FlieB-
bedingung angeben zu

F=Ff(%,%)-k? . (4.8

Dabei gibt die skalare GréBe k*die Werkstoffverfestigung
an. Sie ist eine Funktion der Formdnderungsgeschichte des
Werkstoffs. Als einfachste Form von (4.8) liefert die
FlieBbedingung nach v.MISES fiir die meisten Metalle be-
friedigende Ergebnisse.

F=Sp(TE) —k‘(w,) =0 4.9
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Die Werkstoffverfestigung ist dabei nur von der plastischen
Arbeit abhidngig. |
Da bei einer Entlastung elastisches Verhalten auftritt, muf
wdhrend der plastischen Deformation stdndig die FliefRbedin-
gung erfiillt sein. Es gilt also neben (4.9) auch

S N ok* . _
F = Spilsl - 5 W T 0 . (4.10)
7 Wp

Die GroBen A und x aus dem Stoffgesetz sind also so zu be-
stimmen, dafl (4.10) giiltig ist.
Fiir die massenbezogene Formidnderungsarbeit gilt

w =4 5p(SD) = 17’0 (SkD) . 411

Mit (4.1) 14Bt sich die substantielle Anderung der Form-
dnderungsarbeit aufspalten in

w = e+ vlp = L SplSk-De )+ 7 Splk-De). (4.12)

Daraus ergibt sich fiir den plastischen Anteil, da der hy-
drostatische Spannungszustand keine plastischen Forminde-
rungen bewirkt,

wp = 5 Sp (T De) . (4.13)
Bilden wir nun 3£:, so erhalten wir mit (3.8)

oF oF

= = =— = 4.14

Mit (3.18) und (3.19) erhalten wir

So(Ti) =2 Sp(TnIn) = Splds J. (4.15)
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Wenn wir eine Entfestigung des Werkstoffs ausschlieflen,
so muB bei plastischen Deformationen gelten

d k? .

AN =
ws = 0
Owp 7 ’

und wir erhalten aus (4.10) und (4.15) die Belastungs-
bedingung

()]
i:-7",,) = 0 . (4.16)

Erst die Giiltigkeit der Fliefbedingung (4.9) und der Be-
lastungsbedingung (4.16) gewidhrleisten ein Andauern der
plastischen Deformation.

Fiihren wir nun ein

__1_ 0Ok~
—290 D w, , (4.17)

B {/ V/p)

so erhalten wir aus (4.10) mit (4.4),(4.13) und (4.15)

_ 11 Sp(lx-Tx) .
S A YA (419
Eingesetzt in (4.4) ergibt das
Tl :
D= g ‘*’f’g;((”r;)m Ix + o Lo . (419
= K

Aus (4.3) erhdlt man mit (3.17)

1 /7 7-2 : ‘
De = 75 (1u * 3755 SP(2x) 11 . (4.20)

Die Verzerrungsgeschwindigkeit 148t sich somit durch die
Spannungen ausdriicken und mit (4.1) wird



0

S\p(l_-/('l_k) (4.21)

Spl(T¢) LK.
Die MaBzahlen ergeben sich mit (3.14) und (3.19) zu

(g - o)

[ _ 1 ., ( 1 1-2v  *r <t
dix = (55 +2)tels * 55 37705) S7 Ok
. (4.22)
4 ts tr i
E e e

Durch Einsetzen von (4.19) in (4.13) erhalten wir fiir die
plastische Arbeit '

w, = :?013- Sp /JK;ZO}_/ . (4.23)

Zur Beschreibung des Verfestigungsverhaltens fiithren wir
die normierte GroBe § ein

7
5 = e (4.24)
2.4+ 7
264G .
mit dem Wertebereich 0< & <1. Die Grenzen haben dabei
folgende Bedeutung

S =0 elastisches Verhalten

6

1 idealplastisches Verhalten.

Uberschieben wir nun (4.21) von links mit T, und bilden
dann Sp(T«D), so erhalten wir mit (4.24)

Sp (J/(j(/ = B 6 5/) C\.:TK&D} . (4.25)
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Durch Einsetzen von (4.25) in (4.21) und anschlieflender
Bildung von Sp D erhalten wir unter Reriicksichtigung, daf
wie aus (3.18) ersichtlich Sp (I«) = O

< _ 1 71-2V >
Vpg-zg . SplSe) | (4.26)

Durch Einsetzen von (4.25), (4.26) und (3.17) in (4.21)
und Aufldsen nach én erhalten wir

(No

24 y+Z2Gx(1+))
k= Frwzetd T, w0 ]

= 71+ 7 -
(4.27)
_ S.,D(L(AQ)
§(7-.eB) Spi72) Ix }
mit den Mafizahlen
' ' 2G(1+Y, '
skto=7%7s Cdi+ Wﬁ?: " df 85
r 4.28
£r ds ( )

- §(1-x8) TS te b .

Die Gleichungen (4.21), (4.22) stellen das nach den Ver-
zerrungsgeschwindigkeiten und die Gleichungen (4.27), (4.28)
das nach den Spannungsgeschwindigkeiten aufgeldste Stoffge-
setz dar. |
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5. Grunddeformation

-5.1. Zylinderkoordinaten

Wir wollen uns im folgenden mit den Deformationen diinnwan-
diger Kreiszylinder beschéftigen. Wir flthren deshalb flir
das in Kap. 2. (Abb 1) beschriebene,krummlinige Koordinaten-

system ein Zylinderkoordinatensystem ein.

-
-/

|

g
r 13/

\
X2
Abb. 2
Fur die Koordinaten x' gilt
X4=F,X2=¢,X3=Z- (5.1)

Der Zusammenhang zwischen kartesischen und Zylinderkoordi-
naten ist gegeben durch

X'"=rcosyg, X?=rsiny, X3=z.(5.2)
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Mit

r=X"e,+Xes+ Xe, (5.3)

~

folgt aus (2.2) und (2.3)

§4=g4=C05 P e, +s[n{p§2

~ -

Gy, =rég? =-rsinp g, +rcospe, (5.4

re

9: =97 = &5

Die Metrik ergibt sich dann entsprechend (2.5) zu

7 0 0 7 0 0
giu= |0 20| g*=l0 F 0] . G
0 0 1 0 0 1

Fiir die Christoffelsymbole erh#lt man mit (2.6)
1 2
[1z=-r,i.=T%: =%t . @6

Alle iibrigen [ [, ergeben sich zu Null.
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5.2. Geometrie der Grunddeformation

Wir betrachten im folgenden den in Abb. 3 angegebenen Last-
fall.

—

F

Abb. 3

Unter Beachtung der Annahmen, daf

a) Radien gerade
b) Querschnittsflichen eben

c) kreiszylindrische Mantelflidchen kreiszylindrisch

bleiben, ergibt sich die in Abb. 4 angegebene. Deformation
des diinnwandigen Kreiszylinders vgl. [24] und [25].

Die mit . bezeichneten Grtflen kennzeichnen den spannungs-
freien Ausgangszustand.

Wie aus Abb. 4 ersichtlich,gelten die Beziehungen

n

r-Ro _ 1,
t

Eofe —[‘-zo (5.7)

y ¥ -4, ='§V'%;s Z

mit p als Gesamtverdrillwinkel
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deformierter Zustand

Ausgangs-
zustand

Abb. 4

Wir erhalten aus (5.7) die nach (2.10) gesuchten Zusammen-
hidnge

f=//3‘Ro)?t: +R, y = VTO_ *‘Wo;zz?[: z,.(5.8)

Dabei sind R,t,1 und y Funktionen der Zeit.
Nach (2.12) ergeben sich die MaRzahlen des Geschwindigkeits-
vektors v

M .

vi=1(r, 95,2;}=(t—t(r~/?)+/é, y}[i, z %).(5.9)
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Die partiellen Ableitungen nach den Koordinaten x! erhalten

wir zu-
¢ i
o [E 0y
vie = |0 0 T : (5.10)
o 0 <L
=1 (

Mit (2.9) und (5.6) ergeben sich daraus die Mafzahlen des
Geschwindigkeitsgradienten (2.16).

-t '”#[i 0\ i=7

¢ |
y . |2z 1 ¥
vile = |F 7 - [ . (5.11)
L 0 0
k=1

Nehmen wir nun an,daf bei einem diinnwandigen Zylinder r=:R
ist, so erhalten wir mit (2.18) und (2.19) die Maflizahlen
des Tensors der Verzerrungsgeschwindigkeit

f { Yi=7
3 0 0
i R v
de = |0 R ?(l (5.12)
1% p2 L |
0 2Tk [
k= 1

und die MaBzahlen des Tensors der Rotationsgeschwindigkeit

(0 -RyE 0i=T

wi, = %—f— 0 Zl_}ﬂ (5.13)

L0 -FFR2 0 .
k=1
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5.3. Spannungen der Grunddeformation

Fiir den in Abb. 3 gegebenen Lastfall erhalten wir, unter
.der bei einem diinnwandigen Zylinder iiblichen Vernachlés-
sigung der Radialspannung, einen homogenen Spannungszu-
stand mit den Spannungen ¢ und v in den Schnittflédchen
senkrecht zur z-Richtung. o und v sind die physikalischeh
Komponenten des CAUCHY Spannungstensors,aus denen wir nach
(26] die MaBzahlen

(NTR T

¢ = of Vi T = 0o
(5.14)

pee

T = O’;' 1/922' /935 = & < r

erhalten. Aus der Symmetrie des CAUCHY Spannungstensors
folgen dann die librigen Maflzahlen

(0 0 0 ¢

CL = |0 Y, % . (5.15)
|0 Tr c
<=1

Wie schon bei der Herleitung des Stoffgesetzes gesagt wur-
de, kann man bei metallischen Werkstoffen annehmen, daB die
elastischen Deformationen klein sind. Wir kdnnen die Rerech-
nungen erheblich vereinfachen, wenn wir annehmen, dafl der
Werkstoff elastisch inkompressibel ist. Da die plastische
Inkompressibilitédt bei Metallen ohnehin immer vorausgesetzt
wird, koénnen wir aus dieser Annahme folgende Vereinfachungen
herleiten

F =7, SplU =SpD=0. (5.16)

Damit ergibt sich aus (3.6) und (3.13) fiir den KIRCHHOFF
Spannungstensor



Sk = 2 P (5.17)

Daraus erhalten wir mit (3.9) und (5.15) die Mafizahlen des

Deviators Tk

'—%c 0 AN
tk = |0 ——;:’—(:' % . (5.18)
0 T r %-O’,

o
Bilden wir die JAUMANN Ableitung Tk, so erhalten wir fOr
die Maflzahlen gemdfl (3.18) mit (5.10),(5.12),(5.15) und
(5.18) unter Beriicksichtigung, dafl bei diinnwandigen Kreis-

zylindern r=R ist,

%6 0 0 e
' ¥, F_1.Y
tklo = |0 --310—1'[—/? -7 07 | 619
0 Z"R*%U-(Y-RZ \*?Zo"-l-r:lﬁ/?)

k=1
Fir Sp (IxT.) erhalten wir mit (3.19) aus (5.18)

o -
5/.7 zTh,.TK) = 5% co +ITT ) (5.20)
und Sp (Zﬁ) ergibt sich zu
2 72 (5.21)

S/D(QDE) ==é%c7 + 27




- 32 -

5.4. Gleichungssystem der Grunddeformation

Zur Bildung des Gleichungssystems der Grunddeformation
setzen wir (5.12) und (5.18)-(5.21) in (4.22) ein.
Mit den dimensionslosen Gréflen

FoF, G =F T S, 0,1+ 226 (5.22)
erhalten wir nach einigen Umformungen das Gleichungs-
system der Grunddeformation

= S (_:f:il-;d?fré?
v =gl 28+ 35 A,
-_— 5' =2 —H.:
/{7+470—72-T‘(H4+52c*—2)]_]

(5.23)

ol
)
%
il
;5
=)

mit den HilfsgréBen

o~

- 7
8§ =6(1-0B), Ky=Lc?+r2, Hy=1-3E,

— . é =
%62’ H3={ZK7+2K2CTH7).

Zur Integration dieses Differentialgleichungssystems ge-
ben wir & und T als konstant vor. Dem entspricht im Ex-
periment in etwa eine Kraft- bzw. Momentensteuerung mit
zeitlich linearem Anstieg von Kraft bzw, Moment. Damit
werden @ und T lineare Funktionen der Zeit T und wir er-
halten aus (5.23) ein linearcs Differentialgleichungs-
system mit nicht konstanten Koeffizienten der Form

)’/,. - ,fL." (T) v ' (5.24)

. L {
mit Vi = ""’"IT’_R—) und
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( ) /—/f 0 )i
k 1 = 7 |
fo= |0 g (2 T+HTH,) 0 (5.25)
0 0 ¥, T Ha)
P E

und der HilfsgroBe

. . L 2
/—, _ ,J// af.«] ZT + 3 K
e =T/ T 'y

!

Rei Integration von (5.24) mit dem Startvektor y; = {o,éi;%i)
beginnen wir zunichst mit dem rein elastischen Fall, der
sich aus (5.24) und (5.25) mit$ = 0 und«x= 1 ergibt.

Nach Uberschreiten der Fliefligrenze erfolgt die weitere In-
tegration mit noch zu bestimmenden Funktionen § und «, .

Bei stetig wachsendem & und ¥ sehen wir aus (5.20) und
(4.15), daB die Belastungsbedingung (4.16) fiir die Grund-

deformation immer erfiillt ist.
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6. Verzweigungslasten

6.1. Feldgleichungen

Gesucht sind die Verzweigungslasten d.h. die Lasten, unter
denen neben der Grunddeformation auch noch andere Deforma-
tionsformen das Gleichgewicht (3.20) bzw. dessen substanti-
elle Ableitung (3.21) und (3.24) erfiillen (vgl. Abb. 1).
Dazu muB neben dem aus der Grunddeformation bekannten Ge-
schwindigkeitsfeld (5.9) ein weiteres Geschwindigkeitsfeld
v vorliegen, das den noch zu formulierenden Randbedingungen
genligt.

v = v 9"'-_- ug"+ y92+w;75 (6.1)

—~

Durch Uberschieben mit der kontravarianten Metrik g'“ er-
halten wir

vi = (u, v/r3, w) . (6.2)

Die Mafizahlen des Geschwindigkeitsgradienten ergeben sich
aus (2.9) und (5.6) mit den Bezeichnungen

() =5 }*=-§”7’,/ j =200 6.9
Zu
[ u’ ff‘% utli=1
il = —z—g/v’-%{) ,%(v““ ru) -rl; (6.4)
L K:ﬁ) W w? J -

Daraus ergeben sich mit (2.18) und (2.19) die MaBzah-
len von D und W zu
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4 u’ ZZ/L("+V’—.7_7¥) 7w eut) Feo
d, = 2—:—2(u*+v’—2;-‘1 %’;-*% Z——ZZ(V*H»/)
|z u W) Flvttw?) w®
o (6.5)
(0 Liu*-v) Ftur-uw))i=
iy = 27r2(\/"—u*) 0 2—;-2 (v'-w?*)
CFlwl-ut) Fwr-vt 0 .
K= 1

Aus (3.25) erhalten wir mit (4.28) unter Reriicksichtigung,
dal bei Inkompressibilitdt J = 1 und Sp D = O ist,mit

" = — w

0 -
Q.
1%}

th )

[28(d] + g6} - 54

n
L

N
S0

(6.6)
~ofdt - w of M.

Dabei ist q eine bei Inkompressibilit#dt unbestimmte Grofe

2
7 = ’“3_52“"1}”*”) dr, v=0.5. (6.7

Die GrdfRen s, und S entsprechen (5.22) bzw. (5.23).

Der Spannungszustand unmittelbar am Verzweigungspunkt
entspricht noch dem der Grunddeformation. Mit (5.15) und
(5.18) sowie (5.21) erhalten wir



25 ' ’Jlrdf r { r {
‘if]’ {d/i +‘76I’ - ’S tsiff fll{ ) T Ok -[r = L) ok O':' =
26 1000, )
26 1, « ., - # 2
< —7?(u +v=27) Ty %, ., 0V
-‘-?},—(i./l_t"v‘gitg—éﬁ'&)) - "2‘,‘.((1‘*\/—27:)
' -5 (w'+u?)

26 1, %, o0 oVy) 26V, U,

¥ "‘fz((.e +V 2/’) )(1/r7 r q T _Z,‘_’_ g_)
1 r e

-t — Ly -t ¥

srlw'=u?) *3ool)-Fow ¢ *

28 L(,% ¢ 26{21/|/++ w) :
. _ S (witg-5063)

— 25 (v = u*) ~rérQ¥-rrw?
o - “rvt-ow?
k- 7w’ =) -~ (w*=v7)
. ~

k=1
(6.8)

Se(IxR)

Dabei ist Q eine Abkiirzung fiir Bp(T2)  » die sich unter
Ausnutzung der Inkompressibilitédtsbedingung

r _ ) _L_(_-_‘__K*q,__‘f = : 6.9
dr‘u +f' re W’ ‘0 (°)
zu
T, ,
0 = ted? _ owr+rrlvirw? (6.10)
tet] 202+ 272 '
ergibt.

Bilden wir nun die kovariante Ableitung von (6.8) nach
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(2.9), so erhalten wir unter Berilicksichtigung von (6.9)
und (5.6) die das Verzweigungsproblem beschreibenden

Feldgleichungen

. e 1 v = ;
Lu+29'+5600 ~F(u+2F) + w, G u*-wt)
‘J-?,,TL./W”+V’+‘27“-£ -2 u**) =0

Av - Aw e, Tr+2g" +:§-gc*0* -2rérQ?

+;2‘/U*—v’/+x,§(v”~ w* )

¥ ¥ )
iz e F)=0

- Trlut’+53 +w

Awi(l(1-x,0

N
|
>
AN
S|~
=
I
N
Q,
\I:\?
%%
*
|
S
On
Q
%)
+

Der Operator A (Laplace-Operator) ist dabei eine Abkiirzung
fir die Vorschrift vgl. [28]

Al )=0 )"+20 )% V0 ) (6.12)

Zusammen mit der Inkompressibilitdtsbedingung (6.9) bil-
det (6.11) ein System linearer partieller Differential-
gleichungen filir die vier unbekannten Funktionen u,v,w und
q der drei Ortskoordinaten r,p und z.
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6.2. Randbedingungen

Um aus den Gleichungen (6.9) und (6.11) zu LOsungen fiir
die unbekannten Funktionen u,v,w und g zu gelangen, be-
ndotigen wir Randbedingungen.

Wir betrachten einen unendlich langen Zylinder. Rei rei-
ner Torsion und Lingskraft (Abb. 3) miissen die Auflen-
und Innenflédchen des Zylinders zu jeder Zeit spannungs-
frei sein. Auf der Auflen- und Innenwandung des Zylinders
gilt also

df =(df) =10 . (6.13)
Da am Verzweigungspunkt eine inhomogene Deformation be-
ginnt, und sich die Flichenvektoren der zur Innen- und
Auflenwandung gehdrenden Flichenelemente in unbekannter
Weise &ndern, ist ein Bezug der Krdfte df auf die Fl&-
chenelemente dA des deformierten Zustandes, wie sie
beim CAUCHY Spannungstensor erfolgt, wenig sinnvoll.
Wihlen wir dagegen die Flichen dA des bekannten Grund-
zustandes als Bezugsflidchen, so ergibt sich in Abwand-
lung von (3.3)

"—Zr = 5[_ '{A = 0
oder (6.14)
(df)=5,dA =0

fiir alle Flichenelemente dA auf der Innen- und AuBen-
wandung des Zylinders.

Da sich widhrend der homogenen Grunddeformation die Rich-
tung der Flichenelemente dA nicht #ndert, gilt fiir die
Innen- und AuBenflidchen mit (5.4) und (5.5)

4

Lo 0k = 77dA (6.15)

d[ﬂ =r§71 J
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Die Wahl des Grundzustandes als Referenzkonfiguration liefert
zu Beginn der Verzweigung auch bei kompressibler Grunddeforma-
tion

F =1, F=1, (6.16)

EE £z

sodafl wir fiir die Randbedingungen aus (6.14) unter Ver-
wendung von(3.12) mit (6.16) die fiir alle Punkte von In-
nen- und Auflenwandung giiltige Beziehung

(£ +SSpl -5UT)g"=0 (6.17)

erhalten. Mit (3.23) und (4.27) ergibt sich daraus unter
Berilicksichtigung der Inkompressibilitit

2’2_f(£+g7 _:S’MTK)

) | Sp('z‘:ﬁ) (6.18)
mit den Mafzahlen
L (dl vq6f-5HE 1) |
(6.19)

~—w', ol -okd] = 0.

.Mit (6.8) ergeben sich daraus drei Gleichungen, die fiir
r=r1; und r = 1, (vgl. Abb. 4) die zur Ldsung von (6.11)
bendtigten Randbedingungen liefern.

)

uw g+ é}

e

ol =0
l. * ) 2v = + )
Flu® + v - 5) T (u*+w)=0 1(6.20)

+

Sy

(U’ +w)(1-0,T)- s,7 (LX+v'-2%)=0

fir r =1, ,1r, .
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Die Gleichungen (6.11) und die Randbedingungen (6.20) bil-
den ein lineares homogenes Randwertproblem. Fin Verzwei-
gungspunkt des Geschwindigkeitsfeldes liegt dann vor, wenn
neben der Grunddeformation, die fiir sich eine L&sung des
Randwertproblems darstellt, weitere Ldsungen das Randwert-
problem erfiillen. Da die Existenz solcher Ldsungen vom
Spannungszustand abhdngt, und sich eine Mehrdeutigkeit der
Losungen im allgemeinen nur fiir diskrete "kritische" Werte
des Spannungszustandes ergibt, sind die den Spannungszu-
stand beschreibenden Créflen © und T die Eigenwerte des
Randwertproblems. vgl.[29]

6.3. Losungsanséitze

Eine LOsung des gegebenen Randwertproblems ist das Geschwin-
digkeitsfeld der Grunddeformation (5.9). Wir suchen also
noch ein weiteres Geschwindigkeitsfeld, welches das Rand-
wertproblem erfiillt. Wie SHANLEY in [4] gezeigt hat, er-
gibt sich dann eine physikalisch sinnvolle L8sung aus der
Uberlagerung beider Ceschwindigkeitsfelder. Wie ebenfalls
aus (4] zu ersehen ist, dominiert unmittelbar am Verzwei-
gungspunkt noch die Grunddeformation. Damit ist die Giil-
tigkeit der Belastungsbedingung (4.16) am Verzweigungs-
punkt gesichert.

Zur Ermittelung des von der Grunddeformation abweichenden
Geschwindigkeitsfeldes widhlen wir als Ldsungsansétze har-
monische Funktionen entsprechend den tatsichlich vorkom-
menden Beulformen.

ulr)cos(np +az)

rL

vir)sin(nyg +az)

1]

(6.21)

wilrisinlny *a z)

E
0"

7 = qglr)cosinyg +az)
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Mit

(6.22)
1A -
« = m2 T m o =71,2,3; -
werden die Anzahl der Wellen in Umfangs- bzw. Lingsrich-

tung vorgegeben. In Abb. 5 werden einige mégliche Reul-
formen angegeben.

o~
4 .1
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o
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—

P
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Wie aus (6.22) ersichtlich, fithrt m = 2,3,... bei einer
entsprechenden Vergrdflerung der Linge 1 auf die gleichen
Werte o und damit auf die gleichen Verzweigungslasten.
Flir die Berechnung kann deshalb immer m = 1 gesetzt wer-
den. Die Lénge 1 ist dann die Lidnge einer Beulwelle.

Setzen wir nun die LOsungsansidtze (6.21) in die Feldglei-
chungen (6.11) ein, so erhalten wir durch Bildung der Ab-
leitungen nach den Koordinaten ¢ und z ein gew8hnliches,
lineares Differentialgleichunssystem fiir die nur noch vom
Radius abhidngigen Funktionen u(r),v(r),w(r) und q(r).

Wir erhalten aus (6.9) und (6.11)

Dulr) +23(r)+ % 80 Q'(r) -a, 6 (0 i(r)+ccw’ir))

1 r T . vy .
~rlutn v 27vin) -k, nwiri+tea v,
~ n . 1
—2F wiri+2roeulr)) =10
Dvir=2ngtry=#{nwlci+ vir)l =, Glo2viri-newl(r))
n? wr

o Trilo e Fzowin) vet i = S = Awir)

£ 2r50ntre - T 0) =0

(VTN

Awir)(1-o,0)+28QriiEr+500)-2w« qis

4

F oo ) vIir) rn ‘ 2 .
Fog FUIH -2 GE + Foulr) s afvin) - pawr
"AW’I’)} = 1]
.
Uit s S Bvir) e wtr) = 0

(6.23)
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Der Laplace-Operator (6.12) reduziert sich dabei auf

"’ I: L] (6’24)

Wir flihren nun folgende dimensionslose Gr&fRen ein

Nast
\

-~ 77 . TIRRL
m / j/R mit R= “(--2—.*-"— . (6.25)

R - y q %29’[,’/’ IQ . (6026)

Wir verwenden fiir die neuen von & abhingigen Funktionen
der Einfachheit halber die alten Bezeichnungen u,v,w und q,
und wir erhalten dann durch Einfiihrung der Funktionen

ciE) = al/jvgfz r(E; = = (6.27)

~3
-~
vy
1
Q
R
N
N
Ty
~

aus (6.23) ein lineares Differentialgleichungssystem der
Form

QL
\rﬁg
I
T

mit
o=

!//J, vV, W, ::q:g)

und der Koeffizientenmatrix A?
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Neben den aus (5.23) bekannten Abkiirzungen gilt dabei

e
-'i’

6=//x s /41‘_"7“)67&-4‘{12?2;/42:7"4“315'_._7:24?
2 %
i 4 ju— o —_— —
=g s =@ ]+a,5) * Ty, Fb=FK+aTe,
Fo=0,7F +0.0x.F, =~ + LTot,, b =& - F,

— 4 _ -~ - -y — v
fo=aTh+s (20 -0, BT}, F=nl7-0,E)+aTfx.
"’;=/7‘¢\€75’)/C; —56’?74‘?;?

(6.30)

Durch Einsetzen der Ldsungsansédtze (6.21) in die Randbe-
dingungen (6.20) erhalten wir unter Beachtung von (6.25)-
(6.27)

mit
4 - YO
( T(28-  2¢& -:j‘/ét’f’ | c )
_é_ 2 7 : 2 : {7l 0 ‘5_7
£ inE o Lrass ' 000
‘ 3'-}(‘,10’?.' é- o C) | ' |
. I , : 1
ZIJ<= | ; ;
' 0 0 010
i ' !
' . R
| Z !
r [ ..";::- i 0 |-7‘ 0 ' DJ.
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Mit
ri - 1L - fa 1 Z
fi=g=T-7xr wd 5,=g=T+77

gilt
Z, (Bl =z, (Eq) = 0. (6.32)

Zur Integration des Differentialgleichungssystems (6.28)
benétigen wir die sechs Komponenten u; (&;) des Startvek-
tors u(gi). Da wir nur drei Gleichungen z,(£;) = O zur

Bestimmung der u; (Z;) haben, wdhlen wir die drei {librigen
Komponenten so,dafl wir drei linear unabhingige Startvek-
toren u,(Ei) erhalten. Mit (6.31) und (6.32) ergibt sich

go,l/frl) = (7’03(?} ﬁ}&,—é‘)

- 2 1 00 _ 18 ==
"‘/2/;() '—‘[037; 095_)0}?_;([?2—3\— _R;O',,;/'
1,050 = (0,0,1,0,0,2& - 1% &1L 7 +as)
__ia‘j{)—' y0,7,-" ,ZCL/_SIKZU F;T CKO'/.

(6.33)

Durch dreimalige Integration des Differentialgleichungs-
systems (6.28) vonT¥i bist, mit den einzelnen Startvek-
toren i, (£:) erhalten wir drei Endvektoren &, (5,), die
wegen der Linearitdt des Problems ebenfalls linear un-
abhidngig sind.

Den Vektor u(Z,), der die Randbedingungen z.(%.) = O
erfiillt, kdnnen wir darstellen als Linearkombination
der Vektoren @, (E,)

Y(Eal = c” 3, (5.) (6.34)

mit den Komponenten



- 47 -

(..’[(fa) = C Ur[(f.a./) . (6.35)
Setzen wir nun (6.35) in (6.32) ein, so erhalten wir mit
(6.31)

Z,(Eal = 2f(E,)c T,ilEs) = 0. (6.36)

Dieses lineare Gleichungsystem mit den Unbekannten c” hat
nur dann nichttriviale Ldsungen, wenn gilt

det 2/ (%,) d,i(E.) = 0. (6.37)

Sowohl die Koeffizienten ZL(EQ) als auch die durch Inte-
gration von (6.28) erhaltenen GroRen u,i(£,) sind abhidngig
von den Eigenwerten © und® . Fine Verzweigung des Gleich-
gewichts ist dann erreicht, wenn @ und © so bestimmt sind,
daf (6.37) erfiillt ist.
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7. Theoretische L8sung

7.1. Ermittlung der Werkstoffkenngriéflien

Zur numerischen Lésung des Gleichungssystems der Grund-
deformation (5.24) sowie des Eigenwertproblems der Ver-
zweigungslasten (6.28) und (6.37) bendtigen wir noch die
Werkstoffkenngréfen ¢, ,G,5 und »x . Die GroBe ¢ als Dichte
im Ausgangszustand ist konstant. Ebenso kann der Schub-
modul G im Rahmen der Voraussetzungen (isotherm, kleine
elastische Deformationen) als konstant angenommen wer-
den. Fiir die den Verfestigungszustand beschreibende Gro-
Re 6§ gilt (4.24) mit B entsprechend (4.17). Zur Bestim-
mung des Verfestigungsverhaltens dient uns der einachsi-
ge Zugversuch.

Aus der FlieBbedingung (4.9) ergibt sich mit (5.21) fiir
den einachsigen Zugversuch

k? =5 c? . (7.1)

Dabei ist, (4.9) vorausgesetzt, die Verfestigung nur ei-
ne Funktion der plastischen Formdnderungsarbeit. Aus
(4.11) ergibt sich fiir die zeitliche Anderung der masse-
bezogenen Forminderungsarbeit mit (5.12), (5.15) und
(5.16) fir den Zugversuch

-

1\.|(\'

w = j% o , (7.2)
woraus sich mit £ = ln%- sowie (4.3) und (4.12) ergibt
o
1,7 1 o2
o
Wp = 5 ocde -5 F ) . (7.3)
-5 (] 2 E

Aus dem experimentell gewonnenen Diagramm o (¢) (vgl.
Abb. 6) 1dRt sich also durch Integration wp bestimmen
und damit aus (7.1) auch k®(w,) (vgl. Abb. 7).
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Bei der Behandlung von Verzweigungsproblemen muf das ver-
wendete Verfestigungsgesetz bestimmten Bedingungen geniigen.
Dabei ist es wichtig, daB der Obergang von elastischem zu
elasto-plastischem Verhalten richtig erfafit wird. Bei einer
Funktion mit unstetiger Ableitung an dieser Stelle &dndert
sich & sprunghaft von Null auf einen endlichen Wert, was

zu einer sprunghaften Anderung der Verzweigungslasten
fiihrt. Das kann speziell bei Materialien ohne ausgeprig-

te Fliefgrenze,wie die untersuchte Aluminiumlegierung, zu
falschen Ergebnissen in der theoretischen Berechnung der
Verzweigungslasten fiihren.

Fir kz(wp) wdhlen wir deshalb folgenden Nidherungsansatz
2 — 90 .C 2 7.4
Kk (Wp) = Q’(ZG Wp) + KO . (7.4)

Flir den Werkstoff Al Mg Cu Pb Werkstoff Nr. 3.1645 vgl.
{30] erhalten wir die Konstanten

€ =6025- 1052, ¢ = 0.5454

2 -
/‘_/(i 36070A ,Y{I;/nq s P =78270 Bmzqg (7.5)

p N
G =2.24-10% 5o .

Den Néherungsansatz (7.4) wollen wir im folgenden aus-
nutzen um den Verfestigungsparameter § als Funktion der
Spannungen o und v zu bestimmen.

Aus (4.17) ergibt sich mit (7.4)

S

wo )77 (7.6)

Blwe) = 7o !

(VD]

Z
Mit (5.20) erhalten wir aus (4.23)

we =gm (500 +2r7%) (7.7)



- 51 ~

woraus wir tiber
Biws)ldw, = 2 (£ 6de + 2471
P -

durch Integration schlieflich mit (4.9) und (5.21)

w.

.‘-:’ . T 7 z - /(2 ’
f,l B/'A/p/dlﬂ/p:?;(‘j-g 4 2 _2_0) (7.8)
erhalten. Mit (7.6) folgt daraus

W :.-«l;r—c%— (31 (7.9)

Daraus ergibt sich mit (7.6) wieder B(w,) und mit (4.24)
schliefllich 5.

Mogliche Abweichungen von der Normalenregel werden durch
die Grofle s gesteuert vgl (4.4). Die exakte Bestimmung
dieser GréBe ist schwierig, dax die Effekte erster Ord-
nung nur wenig beeinfluffit, sich aber in viel stidrkerem
MaBe auf die Effekte zweiter Ordnung auswirkt. Gerade

diese kleinen Effekte werden aber hdufig durch Mechanis-
men beeinfluflit, die unter den fiir die Theorie giiltigen
Voraussetzungen vernachlissigt werden.

Wie schon von BRUHNS in [17] gezeigt wird, beeinflufit x»
auch die Verzweigungslasten. Aber auch die im Rahmen der
Theorie vernachlidssigten thermischen Effekte sowie Imper-
fektionen und Anisotropien wirken sich auf die Verzweigungs-
lasten aus, sodaBl eine exakte quantitative Aussage iliber
aus einer experimentellen Bestimmung von Verzweigungslasten
nicht méglich ist.

In der vorliegenden Arbeit soll jedoch gezeigt werden, daf
bestimmte qualitative Aussagen méglich sind, und daf die
Ergebnisse der theoretischen Untersuchungen durch eine Re-
rlicksichtigung von s# in der richtigen Richtung korrigiert
werden kdénnen.
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In (5.23) wurde der durch s modifizierte Verfestigungspa-
rameterd = 6 (1-xB) eingefithrt. Fiir elastisches Verhalten

gilt 6§ =% = 0. Wie aus (7.6) ersichtlich, gilt mit w,= O
am Beginn des plastischen BRereichs B(wp)=+ oo , woraus mit

(4.24) § - 0 folgt. Damit auch bei einer Reriicksichtigung
von s der stetige Ubergang vom elastischen in den elasto-
plastischen Bereich gewihrleistet bleibt, muB auch 4 = 0

gehen d.h. auch »# muf am Beginn des plastischen Flieflens

verschwinden, also von der Gr6Re der plastischen Deforma-
tion abhidngig sein.

Wir wdhlen deshalb als einfachste Méglichkeit eine ‘linea-
re Abhidngigkeit von der plastischen Arbeit.

(7.10)

Wie schon gesagt wurde, ist eine exakte Bestimmung von

# und damit auch von c, aus einer experimentellen Re-
stimmung von Verzweigungslasten nicht m8glich., Wir wol-
len jedoch versuchen,durch Vergleich von Theorie und
Experiment zumindest die Grofenordnung von c, zu bestim-
men.

Eine andere Mbglichkeit zu einer deformationsabhidngigen
Beschreibung von ¢« zu gelangen, bietet der von RRUHNS in
[17] vorgeschlagene Ansatz

2 -B=B=const , (7.11)

der mit (7.6) zu einem nichtlinearen Zusammenhang zwischen
s¢ und der plastischen Arbeit fiihrt.

Auch PFLUGER weist in [20]) auf die Mdglichkeit, mit Abwei-
chungen von der Normalenregel eine bessere Ubereinstimmung
zwischen Theorie und Versuch zu erzielen, hin.

Mit (7.5),(7.6) sowie (7.9) und (7.10) sind nun alle zur
numerischen Losung erforderlichen Werkstoffkenngrdflen be-
kannt.
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7.2. Numerische Behandlung

Die numerische Behandlung des Problems gliedert sich in
zwei Teile

a) Die Bestimmung von Verzweigungslastenound T
bei gegebener Geometrie 1/R und t/R im Grund-
zustand als Losung des durch (6.28)-(6.37) be-
schriebenen Eigenwertproblems

b) Die Bestimmung der Geometrie des Ausgangszu-
standes durch Variation von 1,/R,und t, /R,
so, dal bei einem Anwachsen der Belastung
von Null auf die Verzweigungslasten ¢ undv
gerade die Geometrie des zugehdrigen Grund-
zustandes erreicht wird. Dabei wird (5.24)
mit konstantem ¢ und t solange integriert,
bis die Vezweigungslasten ¢ und t erreicht
sind.

Die Berechnung der Grunddeformation wurde der Bestimmung
der Verzweigungslasten nachgestellt, da sich wegen der
Linearitdt von (5.24) die zu einem bestimmten Grundzustand
gehdrende Ausgangsgeometrie aus einer zweimaligen Berech-
nung der Grunddeformation bestimmen 1l&Rt.

Eine andere Moglichkeit zur Lﬁsung des Problems besteht
darin, nach jedem Zeitschritt der Grunddeformation zu
tiberpriifen, ob bereits die Verzweigungslasten erreicht
sind. Diese Mdglichkeit wurde ebenfalls untersucht, konn-
te aber besonders hinsichtlich der bendtigten Rechenzei-
ten nicht befriedigen.

Der prinzipielle Aufbau des Programms wird im nachfolgen-
den Flufldiagramm dargestellt. Neben dem im Flufdiagramm
dargestellten Belastungsweg mit gleichzeitigem Aufbringen
von Lings- und Torsionslast, bietet das Programm die Mdg-
lichkeit,die beiden Lasten auch hintereinander aufzubrin-
gen, da beim Vergleich mit den experimentellen Frgebnissen
auch der Belastungsweg zu beachten ist.
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Die Integration der Differentialgleichungssysteme (5.24)
und (6.28) erfolgt mit Hilfe eines Extrapolationsverfah-
rens, dem wegen der kiirzeren Rechenzeit der Vorzug vor
einem Runge-Kutta Verfahren gegeben wurde. Das Programm
ist in FORTRAN IV abgefaBt’).

7.3. Darstellung und Diskussion der FErgebnisse

Im folgenden werden die Ergebnisse der theoretischen Un-
tersuchungen vorgestellt. Es wurden die folgenden vier
Belastungsfille untersucht.

a) Reine Torsionslast

b) Kombinierte Zug- Torsionsbelastung
c) Kombinierte Druck- Torsionslast

d) Reine Druckbelastung

Die ermittelten Verzweigungslasten werden zum einen tiber
der Geometrie des Grundzustandes dargestellt und im Ver-
gleich dazu in Abhingigkeit von der Geometrie des Ausgangs-
zustandes. Der (Ubersichtlichkeit halber werden nur die Wer-
te fiir m = 1 angegeben. Die GréBe 1 bezeichnet also die
Linge einer Beulwelle vgl. (6.22). 1, ist die Linge im Aus-
gangszustand, die sich wihrend der Grunddeformation auf 1
deformiert. Flir m = 2,3,... ergeben sich die gleichen Ver-
zweigungslasten bei entsprechenden Vielfachen von 1/R.

In allen Fdllen sind zum jeweiligen Ausgangs- bzw. Grund-
zustand nur die niedrigsten Verzweigungslasten angegeben.
Die Ergebnisse fiir reine Torsionsbelastung sind in Abb. 9
und Abb. 10 angegeben.

+) Die umfangreichen numerischen Berechnungen wurden auf
dem MODCOMP Rechner des Instituts fiir Mechanik durchgefiihrt.
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In Abb. 9 sind die Verzweigungslasten in Abhiingigkeit von
der Geometrie des Grundzustandes angegeben. Die Frgebnisse
entsprechen den von BRUHNS in [19]) vorgestellten Kurven

fiir 6 = 0.99. Betrachten wir nun im Vergleich dazu die iiber
der Geometrie des zugehdrigen Ausgangszustandes aufgetrage-
nen Verzweigungslasten in Abb. 10, so sehen wir, daB unter
Beriicksichtigung realistischen Materialverhaltens die im
Bereich kleiner Werte 1/R stark ansteigenden Verzweigungs-
lasten durch keine Grunddeformation zu erreichen sind. Zur
Verdeutlichung wurden in Abb. 9 alle zu t,/R, = 0.05 geho-
renden Grundzustinde eingezeichnet. Der starke Anstieg der
Verzweigungslasten bei kleinen 1, /R, wird, wie die in Abb.
10 eingetragenen Ergebnisse zeigen, durch die Versuche
nicht bestédtigt. DaB eine Abweichung von der Normalenregel
eine bessere Ubereinstimmung mit den Versuchsergebnissen
bringt, verdeutlichen die fiir cxk= 0.05 in Abb. 10 einge-
tragenen Kurven. Da der EinfluB von c, auf die Fille n = 1
geringer ist als auf die Fille mit n =2,3,..., fiuhrt diese
Beulform bei c¢x,= 0.05 in keinem Bereich von 1, /R, mehr zu
den niedrigsten Verzweigungslasten.

Betrachten wir nun die Ergebnisse fiir kombinierte Zug-
Torsionslast in Abb. 11 und 12. Entsprechend dem im Ver-
such gewdhlten Belastungsweg,werden Zug- und Torsionslast
nacheinander aufgebracht. Die Abweichungen, die sich bei
gleichzeitigem Aufbringen beider Lasten ergeben, sind je-
doch unbedeutend.

Die groflen Verzweigungslasten im Bereich kleiner Werte
1/R in Abb. 11 werden von Ausgangszustiinden mit 1, /R,>0.2
nicht erreicht. Bedingt durch die Zugbelastung widchst der
Wert von 1/R wihrend der Grunddeformation an, d.h. die zu
den Grundzustinden 1/R gehérenden Ausgangszustinde liegen
bei kleineren Werten 1,/R., . Wie bei der reinen Torsions-
belastung, so zeigt sich auch in diesem Fall, dafl erst
ein Abweichen von der Normalenregel (c, = 0.05) zu einer
befriedigenden Anndherung an die Versuchsergebnisse flihrt.
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Fiir die in Abb. 11 im Bereich 40< 1/R < 200 auftretenden
Verzweigungslasten mit m = -1 gilt entsprechend Abb. 13 b,
dafl die Beulwellen entgegen der Richtung des Torsionsmomen-
tes laufen.

ES
—
( n

z
—
e T

(&=
(C

-—
n

—
n

a) b)
Abb. 13

Diese Werte besitzen jedoch nur theoretische Bedeutung.
Im betrachteten Bereich liegen die Verzweigungslasten so
hoch, daB sie nur von Ausgangszustinden erreicht werden
kénnen, zu denen schon Grundzustinde mit niedrigeren Ver-
zweigungslasten gehdren.

Wenden wir uns nun deém Fall kombinierter Druck- Torsions-
belastung zu. (Abb. 14 und 15) Hinsichtlich des Belastungs-
weges gilt das gleiche wie bei kombinierter Zug- Torsions-
last. Im Gegensatz zur Zugbelastung fiihrt die Druckbela-
stung zu einer Abnahme von 1/R wdhrend der Grunddeforma-
tion. Je héher ‘die Verzweigungslasten sind, desto gréfRer
werden die zu einem Grundzustand 1/R geh8renden Werte 1. /R,
des Ausgangszustandes. Das fiihrt dazu, daB im Bereich klei-
ner Werte 1. /R. zumindest filir cx = O keine Verzweigungs-
lasten mehr erreicht werden. Die in Abb. 15 eingetragenen
Versuchsergebnisse bestidtigen das jedoch nicht. Auch hier
fihrt erst ein Abweichen von der Normalenregel (c. = 0.05)
zu einer besseren Ubereinstimmung.
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Bei Werten 1,/R,> 10 wird die Drucklast mafgeblich fiir

die Verzweigung des Gleichgewichts. Es stellt sich mit
n=1, m= -1 (vgl. Abb. 5 und 13b) eine dem vierten
EULER-Fall des knickenden Druckstabes entsprechende Reul-
form ein. vgl. [23] Bei 1. /Re = 76 erhalten wir mit @ = O
den unter reiner Drucklast elastisch ausknickenden EULER-
Druckstab.

Wihrend bei den zuvor behandelten Fdllen reiner Torsions-
bzw. kombinierter Zug-~ Torsionslast die Verzweigungslasten
so hoch liegen, daR eine lineare Verfestigung als gute Nih-
erung betrachtet werden kann, so muR insbesondere bei Auf-
treten von Druckbelastungen, die oft schon im elastischen
Bereich zu Verzweigungen des Gleichgewichts fithren, auf
eine exakte Beschreibung des Materialverhaltens im elastisch
plastischen Ubergangsbereich geachtet werden.

Fiir reine Drucklasten (vgl. Abb. 16 und 17) ergeben sich
etwas andere Verhiltnisse als fiir die zuvor behandelten
Belastungsfdlle. Neben den BReulformen mit Reulwellen in
Umfangsrichtung n = 1,2,3,.., treten bei reiner Druckbe-
lastung auch rotationssymmetrische Beulformen n = 0 auf.
Der Fall n = 1, m = -1 stellt im elasto-plastischen Be-
reich 1, /R, < 66 den in der Einleitung beschriebenen Fall
des von ENGESSER durch Einfiihrung des Tangentenmoduls mo-
difizierten EULER-Druckstabes dar.

Im rein elastischen Bereich 1, /R,>66 ergibt sich der vier-
te EULER-Fall des ausknickenden Druckstabes, filir den sich
aus [ 23] die Verzweigungslast & eines diinnwandigen Kreiszy-
linders bei inkompressiblem Materialverhalten (v = 0.5) zu

N

_ 37
& = oap (7.12)

bestimmen laRt.



65

@

91

‘qqv

10=¥/} SLOO SO0

or

Y

<a

100

200

€00

700

S00

900

L00

800



66

Ll

*qqv

10
SLO00
S00

0y/% &
0/% O
0y/0 O

aYansap

15000

100

S100

200

1

5200




Im Bereich kleiner 1,/R., werden aus den gleichen Griinden

wie im Fall kombinierter Druck- Torsionslast (Abb. 14 und
15) bei Giiltigkeit der Normalenregel (cx = 0) keine Ver-
zweigungslasten mehr erreicht, was,wie aus Abb. 17 ersicht-
lich,durch die Versuche nicht bestédtigt wird. Eine bessere
Anpassung an die Versuchergebnisse wird wieder mit c, = 0.05
erreicht. Obwohl die in [ 21] eingefiihrte Abweichung von der
Normalenregel den einachsigen Belastungszustand nicht beein-
fluBt, so mufl doch die Auswirkung auf die Verzweigung des
Gleichgewichts unter einachsiger Belastung beachtet werden,
da am Verzweigungspunkt zwar noch ein einachsiger Spannungs-
zustand herrscht, dies jedoch nicht mehr fiir die Spannungs-
inkremente gilt. vgl. [24]

Allgemein kann fiir alle vier Belastungsfille gesagt werden,
daB erst ein Abweichen von der Normalenregel zu sinnvollen
Ergebnissen fiihrt. Die Gréfe c, = 0.05 ist, wie schon vor-
her gesagt, nicht als exakte Materialgrtfle zu verstehen,
sondern es soll lediglich exemplarisch die Auswirkung eines
Abweichens von der Normalenregel gezeigt werden. Die Nor-
malenregel selbst fithrt zu wesentlich zu hohen Verzweigungs-
lasten, wodurch der EinfluB der Grunddeformation bei einer
Beriicksichtigung realen Stoffverhaltens zu groB wird.

Bei der Darstellung der Frgebnisse war immer von der Linge
einer Beulwelle ausgegangen worden. Es stellt sich nun die
Frage, welche Beullidnge sich bei der Deformation eines Zy-
linders, von dem im allgemeinen nur seine frei deformier-
bare Lidnge im Ausgangszustand bekannt ist, einstellt. Auf
diese Frage,die gleichbedeutend mit der Vorausbestimmung
der Verzweigungslast aus den Abb. 9-17 ist, wollen wir im
Zusammenhang mit den experimentellen Ergebnissen noch ni-
her eingehen.
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8. Experimentelle Untersuchungen

8.1. Vesuchsdurchfiihrung

Zur Oberpriifung der Theorie wurden auf einer hydrauli-
schen Zug- Torsionsprﬁfmaschine+ Beulversuche an 38 Zy-
linderproben aus Al Mg Cu Pb Werkstoff Nr. 3.1645 durch-
gefiihrt.

Kraft -u. Momentenmefidose

Einspannung

Probe

)
TL Langszylinder
|

|

Liingenausgleichs - Kupplung

i ..——— Torsionszylinder

Abb. 18

Zur Werkstoffwahl muR bemerkt werden, daB zur Vermeidung

von Einfliissen der Materialinstabilitidt, die z.B. bei wei-
chen Stdhlen in Form von Entlastungen nach Erreichen der
Streckgrenze auftritt, nur ein Material mit stetigem Uber-
gang vom elastischen in den plastischen Bereich gewdhlt wer-
den sollte. Hochfeste Stidhle haben zwar das gewiinschte Ver-
halten besitzen jedoch nur geringe Bruchdehnung und bedin-
gen auBlerdem,wegen der begrenzten Leistung der Priifmaschine

+) Die Maschine wurde von der Firma Schenk in Darmstadt
gebaut und vom Inst. f. Mechanik mit Mitteln der Stiftung
Volkswagenwerk erworben.
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kleine, fiir die Herstellung schwierige Probenabmessungen.

Fiir eine kostengilinstige Fertigung sollte als Halbzeug ein
nahtloses Rohr aus dem gewiinschten Material lieferbar sein.
Die Wahl fiel schlieflich auf den oben angegbenen Werkstoff,
der sich zudem durch sehr gute Zerspanungseigenschaften aus-
zeichnet.

Es wurden die vier aus der theoretischen Behandlung bekann-
ten Belastungsfidlle reine Torsion, Zug- Torsion, Druck- Tor-
sion- sowie reine Druckbelastung untersucht. Neben dem Ein-
fluB der Wandstlrke wurde auch der Einfluf der freien Proben-
linge 1, auf das Beulverhalten untersucht. Die Probenabmes-
sungen kdénnen der Abb. 19 und den Tab. 1-4 entnommen werden.
Die Proben fiir reine Lidngsbelastung, bei denen rotations-
symmetrische Beulen entsprechend Abb. Sa auftreten, sind

zur Vermeidung von zu groBen Imperfektionen an den Rindern
des MeBRbereichs, wie in Abb 19b angeghen,ausgefiihrt.
AuBBerdem wurde bei reiner Druckbelastung auf eine Untersu-
chung des Einflusses der reinen Probenliinge verzichtet, da
so kleine Beulléngén zu erwarten waren, daf bei Zylindern
mit noch kleinerer freier Linge 1. kein von Einspannungs-
einfliissen freier Bereich mehr vorhanden ist.

e ey —}-
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Abb. 19
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Die Spannung der Proben erfolgt durch eine eigens konstru-
ierte Spannvorrichtung* Abb. 20.

\

1" Iz
! IQ N\ - 4
1 —
[
Abb. 20

Die Innenklemmung durch den Spreizkonus 1 gewdhrleistet
eine sehr gute Zentrierung im eingespannten Zustand, und
sorgt fir eine Krafteinleitung an der Innenseite. Zur Si-
cherung insbesondere gegeniiber Zugbelastungen sind Spann-
briicken 2 vorgesehen.

In den Fdllen mit kombinierter Belastung wurde zundchst
die Lidngslast kraftgesteuert mit zeitlich linearem Kraft-
anstieg aufgebracht. Die Torsionslast sowie die Lings-
last bei den Versuchen mit reiner Druckbelastung wurde da-
gegen winkel- bzw. weggesteuert aufgebracht, da diese Last
bis zum Beulen der Probe gesteigert wurde, und bei Kraft-
bzw. Momentensteuerung unmittelbar nach Erreichen der Ver-
zweigung eine so grofle Deformation eintritt, daR die Probe
zerstort wird. Zwecks Ermittlung der tatsichlichen Reul-

+) Herrn P. Grundmann sei fiir die wertvolle Hilfe bei der
Vorbereitung und Durchfithrung der Versuche gedankt.
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ldnge sollte eine Zerstdrung aber vermieden werden.

Die von der theoretischen Rerechnung abweichende Winkel-
bzw. Wegsteuerung erfolgt jedoch nur in einer Lastrich-
tung und fiihrt so nicht zu einer Verfidlschung des Ergeb-
nisses. Lediglich der zum entsprechenden Last- Verformungs-
diagramm gehS6rende Zeitmaflstab wird dadurch verzerrt.

Die Messung der Verzweigungslasten stellt ein schwieriges
Problem dar, da die Stelle der Probe, an der zuerst eine
Beule auftritt,nicht bekannt ist. Zur richtigen Erfassung
des Beulbeginns ist eine Information iliber die Deformation
fir jeden Punkt des Umfangs erforderlich. Fine Abtastung
durch Weggeber ist somit unméglich. DehnungsmefRstreifen las-
sen sich wegen ihrer kleinen Baugrdfle zwar in grofler Zahl
auf dem Umfang unterbringen, jedoch ist ihr Finsatz schon
durch die bei der Grunddeformation erreichten plastischen
Deformationen nicht méglich. Es wurde deshalb zur Bestim-
mung der Verzweigung die Deformation eines optisch auf die
Probenoberfldche aufgebrachten Linienmusters bhetrachtet.
Das Auftreten einer Beule wurde im Last- Verformungsdia--
gramm markiert. Mit dieser Methode kdnnen Beulwellen mit
einer Amplitude von 0.2 - 0.3 mm festgestellt werden. Da
Die Verzweigung zudem im bereits relativ flach verlaufen-
den Teil der Last- Verformungskurve auftritt, in dem wegen
des zeitlich linearen Anstiegs von Weg bzw. Winkel nur
noch ein sehr langsamer Lastanstieg erfolgt, betrigt der
maximale Fehler im Lastbereich etwa 3%.

8.2. Darstellung und Diskussion der Versuchsergebnisse

Die Ergebnisse der Beulversuche sind im folgenden zusam-
men mit den Probenabmessungen in den Tabellen 1 - 4 zu-
sammengestellt. Zum Vergleich mit den Ergebnissen der the-
oretischen Untersuchungen sind sie auBerdem in den Abb.
10,12,15 und 17 eingetragen.
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Reine Torsion

to. /R,

15 /Ro

1o /R,

/107

42.04

42.03

42.05

42.03

42.00
41.97

42.05

0.0499
0.0505

0.0495
| 0.0500 |
040457
0.0485
10.0502

1.463‘
2.438
3.413
3.901
4.3927
M4.881
5.363_

- -

3.080

2.380

3.460

3.960

1.546

4.460

3.900

4
3.
3.

3.
3.

3'

65,
78
51
64
42

3.31

38

43.12

43.07

43.12

-

0.0753

0.0752

43.10

43.10

0.0750

100

43.12

0.0751

!
0.0739 i

0.0749 L 3.851

2.408
3.369

o]
4,333

4.812

110

43.10

0.0744

5.295

1.444

2.500

3.700

e
4,220

4,340

Tab. 1

1.568

3.420

3.080

5.
4.

36
27

4.16

4.07

3.

3.82

3.78

84
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Zug- Torsion

Lo fmmj | Do, imm}| €6 /Ro | 1o/Ro | 1o/Ro | m E/10 " "r/mf
30 42.03 | 0.0499 | 1.463 | 0.936 ! 4 14,97 | 4.58
—_— — — “—"—l." A — e e e =
50 | 42.03 0. 0499 2.439 | 1.044 3 15.02 | 3.67
70 42.03 | 0.0497 | 3.414 | 2.988 3 |5.04 . 3.53
S S E S S N - - e : -
900 | 42.04 | 0.0495 4.388 3.482 | 3 1 4.99  3.17
110 ; 42 05 | 0.0502 5.364 42363 1 4.99  3.14
130 L42'OS 0.0502  6.34 6.006 2 | 5.02  3.02

— J . N
30 i 43.13 | 0.0754 1.444 | - - - -
i .l [ N .:r S -- .
50 | 43.11 |0.0748 2.407 1 834 J 3| 5.07  4.26
70 | 43.14 10.0755  3.368 | 2. 264 3 15.02 | 4.00
' i
S TR N | |
90 43. 12 | 0.0750 | 4.331 3 486 2 . 4.99 | 5.08
110 43.12 | 0.0755 | 5.295 | 4.248 2 s.10 374
Tab. 2
Druck- Torsion
lggmm]‘ Dao {mm}! t,/R, . 15/R, ' 1,/R, | n -&/1C°: %T/107°
J | i
7 I
50 | 42.05 | 0.0497 | 1.463 1,170 ] 3 5 4.98 3.20
[ 1- [ L [ __!__ - r . P .
so . 42. 03 o 0496 2.440 1 1.268 | 3 | 4.98 3.14
PR Sr— — — R SRS S R
70 | 42.05 |0.0500 | 3.413 . 1.560 | 3 [4.98  3.07
- = S O 7S VORI O . T R T
80 42.06 1 0.0500 | 3.900 | 1.500 | 3 |4.96  3.06
— - . B o -
50 | 42.04 |0.0500 ! 4.390 | 1.640 3 |s.oz 3.02
. | I i :
; i B )
30 0 43.00 | 0.0745 | 1.444 ! 1.358 3 |4.94 3.66
—_— o - ..' . - - L .. - —_;_ - _I}__... — .
50 | 43.15 lo 0760 | 2.406 | 2.050 | 2 | 4.98 3.08
—— S ‘f . T T . ;
| ! | !
70 | 43.12 ]o 0750 | 3.369 | 2.400 | 2 | 4.9¢ 3.48
80 43, 12 Lo. 0753 | 3.850  2.380 2 |4.94 3.42
90 13.13 o, 0756 4.330 0 2.360 . 2 4,94 3.32



Reiner Druck

1 rmm}| Deo mmi| to /Ro 1% /Ro 1, /Ro -g/107>
82 42.06 0.0503 3.997 1.026 8.23
91 43,12 0.0756 4,381 1.164 8.73
98 44,21 0.0999 4.655 1.242 9.81
Tab. 4
Alle Proben haben einen Innendurchmesser Di, = 40 mm vgl.

Abb. 19. Die wichtigsten,nicht angegebenen Malle und Grds-

sen ergeben sich wie folgt.

Re = gW/izo + Di, ) ; fo::g’([éo_'jhd
ho = 27 Roty = 7- (D7, - DF, ) (8.1)

WT ://EZ (Da:O _D[Bo)

Die Spannungen ergeben sich zu

0

— F — M
i = ~ T’ = T 8.2
¢ A2 7 We, =5 ' (8.2)
mit G = 2.24- 10°L,
Die Spannungen ¢ und T sind also nicht die mit der Theo-

rie ermittelten wahren Spannungen. Der Fehler ist aber im
Rahmen der im Versuch erreichten Deformationen vernachléds-
sigbar. Eine Ermittlung der wahren Spannungen erfordert
eine Messung von Wandstdrke und Aufendurchmesser wdhrend
des Versuchs, was besonders im Hintlick auf die sich ein-
stellenden Beulen zu Schwierigkeiten fihrt.

Die in den Tabellen angegebene Grofle 1, ist die auf den
unverformten Zustand bezogene Linge einer Beulwelle, die

wir zum Vergleich mit den theoretischen FErgebnissen bend-



tigen. Mit 1 als der, an der deformierten Probe ausgemesse~
nen freien Ldnge und der im gleichen Zustand ermittelten L&n-
ge einer Beulwelle 1 gilt,
-

l, = 7{;3 (8.3)
Zur Ermittlung der Lidnge 1 wurden die Proben um jeweils 60"
in Umfangsrichtung versetzt, entlang ihrer Lidngsachse abge-
tastet. In Abb. 21 1st der abgetastete Auflenradius lber der
Linge aufgetragen. Jede Kurve gilt flir einen bestimmten Win-
kel. Die gestrichelten Linien geben als Bezugspunkt den Aus-
senradius fiir den Winkel 0° und die Lingskoordinate z/I" = 0O
an. Die gesuchte Ldnge 1 ergibt sich aus dem Abstand der Ma-
xima bzw. Minima. Dabei wurde ein Mittel aus den Kurven fiir

die unterschiedlichen Winkel gebildet.

300°

+ 240

180

Abb. 21

In Abb. 22 finden wir die gleichen Angaben fiir eine Probe, bei
der, bedingt durch Einspannungseinfliife, die Linge einer ganzen
Beulwelle nicht exakt zu bestimmen ist. Im Gegensatz zu dem
Fall aus Abb. 21 ergibt sich das Mafl 1 hier als der zweifache
Wert des Mittels der Abstdnde zwischen je einem Maximum und ei-

nem Minimum.
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imm

Abb. 22

Zur Bestimmung der Anzahl n der Beulwellen in Umfangs-
richtung wurden die Proben an verschiedenen Stellen der
MeRlinge in Umfangsrichtung abgetastet. Es zeigt sich
ndmlich (vgl. Abb. 23), daB,vermutlich bedingt durch An-
fangsimperfektionen,die Amplituden der Beulwellen einer
Probe unterschiedlich hoch ausfallen, sodaBl bei einer
oberflichlichen Retrachtung die Anzahl der Beulwellen
oft nicht richtig erkannt wird.

Die Abtastung der Proben wurde auf der gleichen Dreh-
bank vorgenommen, auf der auch die Feinbearbeitung der
Proben durchgefiihrt wurde. Die Abtastgenauigkeit liegt
somit in der gleichen GréBenordnung wie die Fertigungs-
genauigkeit der Proben. Deshalb ist eine Bestimmung der
Anfangsimperfektionen mit dieser MeBmethode nicht méglich.
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1.0
0.8

imm 0.6

0.4

0.2

n
o

=N

0 90 180 270 360°

Abb. 23

Bei der Diskussion der theoretischen Ergebnisse wurde be-
reits die Frage nach der sich tatsdchlich einstellenden
Beullinge aufgeworfen. In Abb. 24 sind deshalb die ermit-
telten, auf den Ausgangszustand bezogenen Beullidngen in
Abhingigkeit von der freien MefRlinge aufgetragen.
Betrachten wir die Fdlle reine Torsion und Zug- Torsion,

so stellen wir fest, daB sich in der freien Linge 1% genau
eine Beule ausbildet. Dafl die Beullédngen 1. geringfiigig
kleiner sind, ist darauf zurilickzufiihren, daf am Rande der
Mefllinge Einspannungseinfliife das freie Ausbilden einer
Beule behindern. Wie ein Vergleich mit Abb. 15 bestidtigt,
stellt sich im Fall Druck- Torsion im Rahmen der durch die
freie MeRlédnge gegebenen Méglichkeit genau die Reulliinge
ein, die zur minimalen Verzweigungslast fiithrt. Dieses Er-
gebnis wird auch durch den reinen Druckversuch (vgl; Abb. 17)
bestdtigt. Unter Beriicksichtigung dieser Tatsachen kdénnen
wir die Abb. 10,12,15 und 17 zur Vorausbestimmung von Beul-
lasten diinnwandiger Kreiszylinder verwenden.
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Fiir die Linge einer Beulwelle kSnnen sich alle Werte 1. /Ro,
die kleiner sind,als der durch die freie MefRldnge bestimmte Wert
1; /R, einstellen. Der Zylinder wird also mit der Beullinge
ausbeulen, die im Bereich 0<1,/Ro< 15 /Ro zu der minimalen
Vezweigungslast fiihrt. Das bedeutet aber auch, daB alle Wer-
te rechts vom absoluten Minimum der Verzweigungslast im prak-
tischen Versuch nicht erreicht werden kdnnen. Ist die Mef3-
lidnge grofer als die zur minimalen Verzweigungslast gehdrende
Beullidnge, so erhdht sich entsprechend die Anzahl m der Beul-
wellen in Lingsrichtung.

Betrachten wir noch einmal die in den Abb. 10,12,15 und 17
eingetragenen Versuchsergebnisse, so stellen wir fest, daf
die Versuche zu wesentlich niedrigeren Verzweigungslasten
fiihren.als die Theorie. Das liegt zum einen sicher daran,
dafl die Proben Anfangsimperfektionen aufweisen, die das Beu-
len begilinstigen. Aus den bereits erwidhnten Griinden war eine
Beurteilung des Einflusses der Anfangsimperfektionen auf

das Versuchsergebnis nicht méglich.

Ein weiterer Grund fiir die Abweichungen zwischen Theorie

und Experiment liegt aber darin, daf die verwendete FliefR-
bedingung nach v. MISES fiir den untersuchten Werkstoff ei-
ne zu hohe Anfangsfliefspannung im Torsionsbereich liefert.
Der EinfluB von herstellungsbedingten Anisotropien im unter-
suchten Material kann ausgeschloflen werden, da auch Versuche
mit 18sungsgeglithten Proben zu den gleichen Ergebnissen fiihr-
ten. Im einachsigen Zugversuch,an den ja das Flieflgesetz an-
gepalt wurde, finden wir, wie Abb. 17 zeigt, zumindest fiir
cwk = 0.05 eine sehr viel bessere Ubereinstimmung zwischen
Theorie und Experiment als in den Vesuchen mit Torsionsbe-
lastung.

Im Anhang finden sich noch einige erliduternde Bilder zu den
Versuchsergebnissen.
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9. Zusammenfassung und Ausblick

In der vorliegenden Arbeit werden die Verzweigungslasten
einer diinnwandigen, elasto-plastisch deformierten Kreis-
zylinderschale unter kombinierter Lings- und Torsionsbe-
lastung sowohl theoretisch als auch experimentell bestimmt.
Abweichend von den bereits bekannten Arbeiten (101 - [19]
wird dabei elasto-plastisches Stoffverhalten und ein rea-
les,nichtlineares Verfestigungsgesetz sowie die Grundde-
formation als grofe elasto-plastische Deformation beriick-
sichtigt. Dariiber hinaus wird, einem Vorschlag von LEHMANN
in [21] folgend, fiir den plastischen Anteil der Deformati-
on eine Abweichung von der Normalenregel untersucht, und
die theoretisch gewonnenen Ergebnisse damit im Sinne einer
besseren Anpassung an die Versuchsergebnisse korrigiert.
Anhand der Versuchsergebnisse wird der Einfluf der frei-
en Probenlidnge auf die Linge der Beulwellen und auf die
Beullasten untersucht.

Es zeigt sich, daB die Normalenregel im Vergleich mit den
Versuchsergebnissen wesentlich zu hohe Verzweigungslasten
liefert, und daB die in [21] vorgeschlagene Modifikation
geeignet ist, das tats#chliche Verhalten besser zu erfas-
sen. Dabei ist zu beachten, daf nur ein deformationsabhin-
giges Abweichen von der Normalenregel zu sinnvollen Ergeb-
nissen fiihrt.

Es muf jedoch kritisch bemerkt werden, dafR ein Abweichen
von der Normalenregel nur eine von vielen,noch zu unter-
suchenden Mdglichkeiten ist, die theoretischen Ergebnisse
besser an das reale Verhalten anzupassen. Es zeigt sich
nédmlich, daf auch die Fliefbedingung nach v. MISES, die
fir metallische Werkstoffe hiufig angewandt wird, fiir die
in den Versuchen untersuchte Aluminiumlegierung nur eine
erste Niherung darstellen kann. Eine Oberpriifung der Er-
gebnisse mit einer verbesserten Fliefbedingung sowie eine
Erweiterung der Untersuchungen auf andere Werkstoffe er-
scheint deshalb angeraten. Dariliber hinaus miissen auch Im-
perfektionen berlicksichtigt werden, wie es LEE und ADES
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in [11] bereits in einem ersten Ansatz durchgefiihrt haben.
Da wdhrend der Verzweigung das Verhalten in radialer Rich-
tung starken EinfluB gewinnt,sollte auch die radiale Span-
nungsverteilung im Grundzustand in erweiterte (berlegungen
mit einbezogen werden. Der EinfluB thermischer Effekte er-

scheint dagegen zumindest beim diinnwandigen Zylinder ver-
nachlidssigbar.



éghang

Proben mit 2 und 3 Beulwellen in Umfangsrichtune

aus dem Torsionsversuch
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Einschniiren der Proben mit und ohne {iberlagerte

Reulwellen im Zug- Torsionsversuch



. A N cegyn L

I T | A

Zunahme der Beulwellenlinge in Lingsrichtung mit

steigender Probenlédnge im Zug- Torsionsversuch



Ausbilden von mehreren Reulwellen in Lingsrichtung

mit zunehmender Probenlinge im Druck- Torsionsversuch
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Rotationssymmetrische Peulen im Druckversuch
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