RUHR-UNIVERSITAT BOCHUM

Jorg Frischbier

Theorie der Sto3belastung
ortotroper Platten und ihr

experimentelle Uberpriifung am
Beispiel einer unidirektional
verstarkten CFK-Verbundplatte

Heft Nr. 51

Mitteilungen

aus dem
Institut fur Mechanik



INSTITUT FOR MECHANIK
RUHR-UNIVERSITAT BOCHUM

Jorg Frischbier

THEORIE DER STOSSBELASTUNG
ORTHOTROPER PLATTEN
UND IHRE EXPERIMENTELLE UBERPRUFUNG
AM BEISPIEL EINER

UNIDIREKTIONAL VERSTARKTEN CFK-VERBUNDPLATTE

Mitteilungen aus dem Institut fir Mechanik Nr. 51

MARZ 1987



Herausgeber:
Institut fiir Mechanik der Ruhr-Universitdt Bochum

(© 1987 Dr.-Ing. Jorg Frischbier

Am Bergbaumuseum 33a, 4630 Bochum 1
Alle Rechte vorbehalten. Auch die fotomechanische Vervielfdltigung des
Werkes (Fotokopie, Mikrokopie) oder aus Teilen daraus bedarf der vorheri-
gen Zustimmung des Autors.



Die vorliegende Arbeit entstand wdhrend meiner Tatigkeit in der Arbeits-
gruppe fiir Experimentelle Mechanik am Institut fiir Mechanik der Ruhr-
. Universitdat Bochum. Sie wurde durch ein Promotionsstipendium des Landes
Nordrhein-Westfalen unterstiitzt und von der Fakultit fiir Maschinenbau
der Ruhr-Universitdt Bochum als Dissertation angenommen.

Fiir die Forderung der Arbeit und die niitzlichen, fachlichen Diskussionen
bei der theoretischen und experimentellen Behandlung der gestellten
Forschungsaufgabe sowie fiir die Obernahme des Referats danke ich
Herrn Prof. Dr. rer. nat. H. Schwieger. Ebenso gilt mein Dank Herrn
Prof. Dr.-Ing. H. Waller fiir die Unterstiitzung des Vorhabens und die
Obernahme des Korreferats.

Weiterhin mdchte ich den Mitarbeitern der Arbeitsgruppe fiir Experimen-
telle Mechanik fiir die praktische Mithilfe insbesondere bei der Be-
wdltigung des experimentellen Vorhabens danken.

Referenten:
Prof. Dr.rer.nat. Horst Schwieger
Prof. Dr.-Ing. Heinz Waller

Tag der Einreichung: 01.10.1986
Tag der miindlichen Priifung: 22.12.1986



Zusammenfassung

Es wird der elastische BiegestoB von Kugeln auf mechanisch anisotrope

Platten theoretisch und experimentell untersucht. Mit einem auf Kontakt-
theorien orthotroper Korper aufbauenden Kontaktkraftgesetz wird eine ver-

einfachte StoBtheorie zur Berechnung der StoBkrafte, Plattendurchbiegungen

und Biegedehnungen unter der StoBstelle entwickelt. AuBerdem wird die Wel-

lenausbreitung und insbesondere die von der StoBstelle ausgehende Energie-

ausbreitung behandelt. Es werden transzendente Gleichungen zur Berechnung

des Dispersionsverhaltens von Longitudinal- und Biegewellen in orthotropen

Platten angegeben. Darauf aufbauend wird gezeigt, wie aus der Messung der

Grenzgeschwindigkeiten der stoBartig angeregten Longitudinal-,Traﬁsversa]-
und Biegewellen in einer orthotropen Platte bzw. Scheibe die elastischen

Konstanten des verallgemeinerten Hookeschen Stoffgesetzes eines unidirek-

tional faserverstarkten Verbundkdrpers experimentell bestimmt werden kon-

nen. Die experimentelle Oberpriifung des Kontaktkraftgesetzes und der StoB-

theorie erfolgt am Beispiel einer unidirektional verstirkten Kohlenstoff-

faser/Epoxydharz-Verbundplatte. Zu diesem Zweck werden zahlreiche StoBver-

suche mit verschiedenen StoBkugeln und StoBﬁeschwindigkeiten auf das Zen-

trum der Platte durchgefiihrt. Dabei werden die StoBkrdfte, die Platten-

durchbiegungen und die Dehnungen an der Plattenoberfldche gemessen.

Summary
Elastic transverse impacts of spheres on mechanically anisotropic plates

are investigated theoretically and experimentally. By using a contact law,
which is based on a contact theory for orthotropic bodies, a simplified
impact theory is derived for the calculation of impact force and deflection
of the plate and of the bending strains under the point of impact. In ad-
dition the wave propagation and especially the propagation of energy from
the point of impact into the plate is treated theoretically. Transcenden-
tal equations are given for calculating the dispersion curves of the lon-
gitudinal and flexural waves in orthotropic p1ates. An experimental method
is shown how to get the elastic constants of the generalized Hookes law of
an unidirectionally fiber-strengthened composite laminate by measuring the
fastest velocities of the longitudinal, transverse, flexural waves inan
impacted orthotropic plate. An unidirectionally strengthened carbon/epoxy
composite plate is used for the experimental verification of the contact
law and of the impact theory. For that purbose numerous impact experiments
onto the centre of the plate are carried out by using different spheres
and impact velocities. Thereby the impact force and the deflection of the
plate and the strains of the plate surface are measured.
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Zusammenstellung der wichtigsten Formelzeichen

a,b Seitenldnge einer Rechteckplatte
A Durchbiegungskonstante
A0 Schwingungsamplitude einer ebenen Welle
Amn(t) Amplitudenfunktionen
Amn(t) dAmn(t)/dt
C115€12> -++Cge elastische Materialkonstanten (Steifigkeiten)
511,612, "'666 reduzierte Steifigkeiten bei diinnen Scheiben
und Platten '
Ce Energieausbreitungsgeschwindigkeit
Cp Federkonstante der Platte
DK Torsionssteifigkeit einer orthotropen Platte
Dx’D Biegesteifigkeiten einer orthotropen Platte
y in x- bzw. y-Richtung
ny effektive Torsionssteifigkeit
Zny = (vnyx+ nyDy+ 4DK)
€, 18,18, spezifische Energiestrome in x-, y- bzw.
y z-Richtung
E Energiestrom
3 Exponent des Kontaktkraftgesetzes
E(/2,k) vollstdndiges elliptisches Integral 2. Gattung
Eb Elastizitatsmodul des Epoxydharzes
Ef ,Ef Elastizitdatsmodul der Kohlefasern in Ldngs-
L T bzw. Transversalrichtung
ES Elastizitdtsmodul des StoBmassenmaterials
Ekin’E ot kinetische Energie und Formdnderungsenergie
P einer elastischen Platte
Ex’Ey’Ez Elastizitdtsmodul in x-, y- bzw. z-Richtung
F Flache
F(r/2,k) vollstandiges elliptisches Integral 1. Gattung

Gb Schubmodul des Epoxydharzes



flr frr Schnittebenen in Faserldngsrichtung bzw. -quer-
richtung

G, .G __,.G Schubmoduln des faserverstdrkten Materials bzgl.
Xy  Xz°yz der xy-, xz- bzw. yz-Ebene

h Plattendicke

i Imagindrzahl, i2= (-1)

Io Strom durch einen DehnungsmeBstreifen (DMS)

k*(X,7,,7) dimensionslose Kriimmung

K Koeffizient des Kontaktkraftgesetzes

Kb Kompressionsmodul des Epoxydharzes

Kf Kompressionsmodul der Kohlenstoffaser quer zur
TT Faserrichtung

Kg K - Faktor eines DMS

L Lagrangesche Funktion

my sM, StoBmassen, allgemein

m_ ,m_ , Massen der StoBkugeln
51 %2

m,n Ordnungszahlen der Plattenschwingungen

mp Masse der Platte

ﬁp,m; reduzierte Plattenmassen

MX,My Biegungsmomente

Mxy’Myx Torsionsmomente

Mxo(t),Myo(t) Biegungsmomente am StoBpunkt

n,n, N, sn, Richtungsvektor der Wellennormalen und Einzel-

-y komponenten; |n| =1

n',n',n',né Schwingungsrichtung des Verschiebungsvektors

- Xy TinTr elastischen Welle und Einzel komponenten;

n'j =1
n“,n",n“,n; Richtungsvektor des Energiestroms bei einer
- Xy ebenen Welle und Komponenten; |n"|= 1

Schubmodul der Kohlenstoffasern bzgl. der

Normalenvektor der Fldche eines Kontrollvolumens

Ne JNe, N, sN
=F*'Fx*"Fy’ Fz und Komponenten; |ng| =1

p(X,y,t) Flichenlast



Maximalwert der Flachenlast

StoBkraft

maximale StoBkraft

statische Einzelkraft

genera]isier&e Koordinate

generalisierte Kraft

m,n -tes Glied der generalisierten Kraft
Querkrafte

Polarkoordinate in radiqler Richtung
Halbachsen der elliptischen Kontaktflache
Widerstand eines DMS im unverformten Zustand

Hauptkrimmungsradien der Kontaktpartner
1 und 2 in x- bzw. y-Richtung

resultierende Hauptkriimmungsradien
allgemeine Ortskoordinate
Zeitverdnderliche

Zeitparameter

Kontaktzeit

Zeitpunkt maximaler Plattendurchbiegung
Referenzzeit

Impulsdauer

Zeitpunkt maximaler StoBkraft
Komponenten des Verschiebungsvektors
Amplituden des Verschiebungsvektors
StoBgeschwindigkeit
Longitudinalwellengeschwindigkeiten

Transversalwellengeschwindigkeiten

Phasengeschwindigkeit der Quasilongitudinal-
welle in 45° Richtung zu den Fasern



w(t)
w,dw/dt
w,d2m/dtl

Wl ,W2

W(xsyst)

XsYs2Z

5wmn

(3)
8:8k5 %05 *8k;

AU(t)

Biegewel 1engeschwindigkeiten
Gruppengeschwindigkeit

Wellennormalengeschwindigkeit
(Phasengeschwindigkeit)

"Kontrollvolumen

Fasergehalt im Verbundkorper in Volumen-
prozentanteilen

Epoxydharzgehalt im Verbundkdrper in
Volumenprozentanteilen

Schwerpunktverschiebung der Stofmasse nach
StoBbeginn

Geschwindigkeit der StoBmasse
Beschleunigung der StoBmasse

Obekflachenverschiebungen in z-Richtung der
Kontaktpartner im Bereich der Kontaktfldche

Durchbiegung der Plattenmittelfldche bei
einer orthotropen Platte

Plattendurchbiegung unter dem StoBpunkt
kartesische Koordinaten
Koordinaten des StoBpunktes

Winkel zwischen der We]]ennormalenrichtung
und der x-Achse

Plattenparameter

Winkel zwischen der Schwingungsrichtung einer
ebenen Welle und der x-Achse

Plattenkriimmungsparameter

Anngherung (Abplattung) der Kontaktpartner
virtuelle Arbeit

virtuei]e Verschiebung

m,n;tes Glied der virtuellen Verschiebung

materialabhdangige Parameter des Kontaktkraft-
gesetzes von Sveklo

Spannungsanderung am DMS wahrend seiner
Verformung ‘



€ Eﬁzentrgzitﬁt deE elliptischen Kontaktflache,

e = (r - r)/r

X vy x

Ex’ey’sz Dehnungen in x-, y- bzw. z-Richtung
exo(t),eyo(t) Dehnungen unter der StoBstelle
n.E Koordinaten in der Kontaktfldche
Y Winkel zwischen Energieausbreitungsrichtung

und x-Achse
ny,sz:Yzy Schubverformungen (Gleitungen, Scherungen)
Hon' Plattenmassenparameter
HyoKy Parameter der Biegewellengrenzgeschwindigkeiten
A Wellenlénge
A StoBkennzahl (charakteristische Berechnungsgrofe)
Axy’kxz’AZy geometrische Mittel der Poissonschen Zahlen
5,51,52 gemittelte Poissonsche Querdehnzahten
Vg Poissonsche Zahl des StoBmassenmaterials
vxy,vxz,vyz Poissonsche Zahlen eines orthotropen Materials
W Eigenkreisfrequenz
@n m,n-te Eigenkreisfrequenz
©® Winkel bei Polarkoordinaten

Gesamtpotential der Platte (Verformungsenergie)

o) Dichte

O Dichte des StoBmassenmaterials

cslz(i,r) dimensionslose StoBkraft

oﬁéﬁ(i) maximale dimensionslose StoBkraft
ok,oy,OE Normalspannungen

F1sTyps ++-Ty3 Christoffelkoeffizienten

T dimensionslose Zeitverdnderliche (t=t/T)
T, dimensionslose Zeitkonstante (t,=t,/T)

Schubspannungen (z.B. T s symmetrischer

=T
Spannungstensor) Xy WX
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e
®x ,Gy

Winkel bei Polarkoordinaten

Integrationsvariable (Polarkoordinate) beim
Kontaktkraftgesetz von Sveklo

Massentrédgheitsmomente senkrecht zur
Xx- bzw. y-Achse
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1. Einleitung

Diese Arbeit behandelt den elastischen StoB von Stahlkugeln auf eine mit
Kohlenstoffasern verstidrkte Epoxydharz-Verbundplatte mit hohem Anisotropie-
grad. Typische faserverstdrkte Verbundplatten sind in der Regel aus einzel-
nen orthotropen Laminatschichten aufgebaut, die aus einer Einbettungsmatrix
z.B. aus Epoxydharz bestehen, in die verstirkende Glas- oder Kohlenstoff-
fasern in einer bestimmten Richtung eingebracht sind. Der Volumenprozent-
anteil der Fasern 1im Verbundmaterial betrdgt dabei im allgemeinen bis zu
60 %. Untereinander konnen die miteinander verklebten Laminatschichten
unterschiedlich orientiert sein. Haben alle Schichten dieselbe Orientie-
rung, d.h. liegen die Fasern in allen Schichten in derselben Richtung, so
hat man unidirektional verstdrktes Material mit orthogonal anisotropen -
kurz orthotropen - Materialeigenschaften

Da die modernen faserverstdrkten Verbundmaterialien eine hohe mechanische
Festigkeit bei relativ niedrigem Gewicht besitzen, hat ihre Bedeutung mit
der Entwicklung der Hochmodulfasern im letzten Jahrzehnt vor allem in der
Luft- und Raumfahrttechnik stark zugenommen. Die Entwicklung dieser Mate-
rialtechnologie hat zu einem beachtlichen,die Werkstofftechnik und Struk-
turmechanik betreffenden Forschungsbedarf gefiihrt /97/. So sind werkstoff-
technisch vor allem Fragen der Witterungsbestdndigkeit und Schadensmecha-
nik der verwendeten Kunststoffe fiir einen zuverldssigen Einsatz in sicher-
heitsrelevanten Bauteilen zu kldren. Der Einsatz z.B. bei Tragfldachen so-
wie bei Hohen- und Seitenrudern im Flugzeugbau oder die Verwendung bei
Turbinenbldttern in Triebwerken haben aber auch Untersuchungen zum dyna-
mischen Verhalten dieser hochgradig anisotropen Elemente in der Struktur-
mechanik notwendig gemacht. Wesentliche Bedeutung hat hierbei die StoBme-
chanik, da diese Bauteile im Flugbetrieb StoBen kleiner Teilchen mit Ge-
schwindigkeiten bis zu 300 m/s ausgesetzt sein kdnnen und die damit verbun-
denen Beanspruchungen aushalten missen /67/-/70/. Neben den dabei konzen-
triert wirkenden, sehr hohen maximalen BelastungsgroBen sind die durch die
Orientierung der einzelnen Laminate konstruktiv beeinfluBbare Ausbreitung
der Spannungswellen im anisotropen Material und der damit verbundene Ener-
giefluB ausschlaggebend fiir das dynamische Anfangsverhalten der Struktur
/1/-/5/. Eine vertiefte theoretische und experimentelle Untersuchung der
grundlegenden Vorgdnge bei StoBbelastungen ist vor allem aber auch deshalb
notwendig geworden, da die Verbundmaterialien aus Kohlenstoffaser/Epoxyd-
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harz im Gegensatz zu ihren sonstigen iiberragenden mechanischen Eigenschaf-
ten eine wesentlich geringere Widerstandsfdhigkeit gegeniiber StoBvorgdngen
als metallische Werkstoffe besitzen /71/.

Die theoretische Behandlung stoBbelasteter Platten beruht im wesentlichen
auf einer geeigneten Plattentheorie und auf dem Kontaktkraftgesetz, das
den Zusammenhang zwischen der in der Kontaktf]%che wirkenden StoBkraft und
der gegenseitigen Anndherung der StoBpartner herstellt. Bei elastischen
StoBvorgangen zwischen isotropen Koérpern hat sich das Hertzsche Kontakt-
kraftgesetz /38/ als zweckmdBig erwiesen. Eine ausfiihrliche Behandlung von
elastischen StoBvorgangen zwischen isotropen Korpern findet man z.B. bei
Goldsmith /72/ und Eringen /73/. Der numerische Rechenaufwand zur Ermitt-
lung der StoBkraft kann dabei betrdchtlich sein. Eine vereinfachte Theorie
des elastischen BiegestoBes auf diinne isotrope Platten unter Verwendung
des Hertzschen Kontaktkraftgesetzes und der klassischen Plattentheorie
wurde deshalb von Schwieger et al. /74/,/75/ entwickelt. Diese Theorie be-
ruht auf einer vereinfachten Beziehung fiir die Plattendurchbiegung am
StoBpunkt, wonach die Durchbiegung proportional zum Zeitintegral iiber die
StoBkraft ist. Diese vereinfachte Beziehung, die man bereits bei

Boussinesq /98/ und Zener /61/ finden kann, gilt filir das Friihstadium des
StoBes, d.h. fiir den Zeitraum bis die fiir den Energietransport maBgeblichen
schnellsten Biegewellen die StoBstelle nach der Reflexion am Platten-
rand wieder erreicht haben. Bis zu diesem Zeitpunkt nehmen die Randbe-
dingungen keinen EinfluB auf das Geschehen am StoBpunkt. In vielen
Fallen liegt aber das Maximum der StoBkraft innerhalb dieses StoBfriih-
stadiums, so daB die vereinfachte Beziehung zur Berechnung dieses Maximums
benutzt werden kann, was eine betrdchtliche Reduzierung des numerischen
Rechenaufwandes zur Folge hat. Die Obertragung dieser vereinfachten StoB-
theorie auf eine Rippenplatte mit strukturbedingter Orthotropie bei iso-
tropem Materialverhalten wurde von Streubel /76/ unter einschrankenden Vor-
aussetzungen in Bezug auf die Torsionssteifigkeit der Platte vorgenommen.

Die elastische StoBbelastung faserverstéarkter Verbundplatten wird u.a.
von Moon /67/ und Tan et al./4/,/68/ behandelt. Dabei soll der PlattenstoB
als Ersatzmodell zur Berechnung der Maximalbelastungen bei StoBvorgangen
kleiner Teilchen auf faserverstdrkte Triebwerksturbinenbldtter dienen.
Moon /67/ benutzt eine anisotrope Plattentheorie unter Beriicksichtigung
der Querkraftdeformationen und Rotationstridgheiten. Die numerische Berech-
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nung der StoBkraft erfolgt mit Hilfe einer Fast Fourier Transformation.
Auch hier werden in Hinblick auf das StoRfriihstadium die Randbedingungen
vernachldssigt. Tan et al./4/,/68/ benutzt eine Plattentheorie, die metho-
disch der Theorie isotroper Platten von Mindlin /58/ ahnlich ist. Auch hier
werden die Querkraftdeformationen und Rotationstragheiten beriicksichtigt.
Die numerische Berechnung der BelastungsgroBen erfolgt mit einer Finite-
Element-Methode. Das Hauptproblem der Theorien stellt aber in beiden Fallen
das Kontaktkraftgesetz dar. Wie in anderen Arbeiten auch, wird entweder
ndherungsweise das nur fiir isotrope Stoffe gliltige Hertzsche Kontaktkraft-
gesetz benutzt /67/, oder es wird experimentell bestimmt /4/,/39/,/40/,/43/,
/68/.

Besonders zu erwdhnen ist noch eine neuere theoretische Arbeit von Schmitz
/81/, die das Problem stoBartig erregter rotationssymmetrischer Bauteile
numerisch mit einem Differenzenverfahren angeht und mit Bezug auf den Werk-
stoff Stahlbeton auch Nichtlinearitdten im Stoffgesetz beriicksichtigt so-
wie die sehr bedeutende Problematik der mit dem StoBvorgang verkniipften
Wellenfokussierung behandelt. Unter anderem aufgrund der Komplexitdt des
elastischen anisotropen Kontaktproblems und aufgrund der Tatsache, daB der
StoBvorgang bei hoheren StoBgeschwindigkeiten zumindest im Nahbereich der
Kontaktfldche sowieso nicht mehr idealelastisch verlduft, finden sich da-
neben noch eine Reihe hier auszugsweise aufgefiihrter, rein experimenteller
Arbeiten /71/, /77/-/80/ iiber StoBvorgdnge auf Platten und andere faserver-
starkte Verbundstrukturen.

Wesentliches Ziel der vorliegenden Arbeit ist nun u.a. die Herleitung einer
geschlossenen vereinfachten StoBtheorie fiir den elastischen BiegestoB von
Stahlkugeln auf eine orthotrope diinne Platte in Anlehnung an /74/ und /76/.
Dazu werden Arbeiten zur Kontakttheorie orthotroper Korper von Sveklo
/44/ - /46/ und -von Lodge /47/ aufgegriffen. Damit soll die Moglichkeit ge-
schaffen werden, ohne zusdtzliche experimentelle Messungen die beim Stof
auftretenden maximalen BelastungsgridBen, wie StoBkraft und Biegungsmomente,
mit angemessenem Rechenaufwand moglichst genau ermitteln zu konnen. Die
Aussagen der Kontakttheorie und der darauf aufbauenden StoBtheorie sollen
mit geeigneten experimentellen Methoden an einer fest eingespannten quadra-
tischen unidirektional kohlefaserverstirkten Epoxydharzplatte uberprift
werden. Besondere Bedeutung kommt aber auch dem Problem der in orthotropen
Korpern relativ komplexen Wellenausbreitung zu. Die richtungsabhdngige Ge-
schwindigkeit der Energieausbreitungsfront beeinfluBt wesentlich das dyna-
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mische Verhalten der Gesamtstruktur, wobei z.B. das auch in /81/ ange-.
sprochene Problem der Wellenfokussierung besondere Gefahren in sich bergen
kann.

Die vorliegende Arbeit gliedert sich damit in folgende Abschnitte. Ein
erstes Hauptkapitel befaBt sich mit der Ausbreitung elastischer Wellen in
einem mechanisch anisotropen Medium in Zusammenhang mit einer stoBartigen
Erregung. Ausgehend von der dreidimensionalen Wellengleichung werden die
Grundgleichungen fiir die Berechnung der richtungsabhdngigen Phasengeschwin-
digkeiten und Schwingungsrichtungen der Verschiebungsvektoren ebener Wel-
len im unendlich ausgedehnten orthotropen Kontinuum 'sowie die Bestimmungs-
gleichungen fiir die damit zusammenhangende Energieausbreitung angegeben.
Dazu sei bereits hier erwdhnt, daB in orthotropem Material die Energieaus-
breitung einer ebenen Welle im allgemeinen nicht in Wellennormalenrichtung
erfolgt. Es muB unterschieden werden zwischen den Phasengeschwindigkeits?
fldchen, die sich fiir bestimmte Zeitpunkte aus den richtungsabhdngigen
Normalengeschwindigkeiten der Phasenebenen ergeben, und den Energieausbrei-
tungsfronten, mit denen die Ausbreitungen der elastischen Storung verkniipft
sind. Die Phasenebenen definieren dabei die Orte mit konstantem Verschie-
bungsvektor. Ausgehend von der dreidimensionalen Theorie wird anschlieBend
der Weg zur Herleitung transzendenter Gleichungen fiir die Wellenausbrei-
tung in einer orthotropen Platte gezeigt. Aus diesen transzendenten Glei-
chungen kann das Dispersionsverhalten der sich in den elastischen Haupt-
richtungen der orthotropen Platte fortpflanzenden Longitudinal- und Biege-
wellen berechnet werden, d.h., die Abhdngigkeit der Phasengeschwindigkei-
ten (Wellennormalengeschwindigkeiten) von der Wellenldnge. SchlieBlich
werden die Beziehungen fiir die richtungsabhdngigen Geschwindigkeiten der
Phasenebenen und der Energieausbreitungsfronten der Grenzwellen groBer
Wellenldnge in diinnen Scheiben angegeben. Das Kapitel abschlieBend wird
auf der Grundlage der erarbeiteten theoretischen Beziehungen in Anlehnung
an Daniel et al. /2/, /3/ eine zerstorungsfreie experimentelle Methode vor-
gestellt, die es gestattet, aus der Messung der Grenzgeschwindigkeiten der
Longitudinal-, Transversal- und Biegewellen in einer stoBerregten diinnen
Platte bzw. Scheibe mit DehnungsmeBstreifen die elastischen Konstanten des
hier verwendeten, mit Kohlenstoffasern verstdrkten Materials zu bestimmen.

Ein zweites Hauptkapitel der Arbeit beschdftigt sich mit dem fiir die
spatere StoBtheorie benttigten Kontaktkraftgesetz anisotroper Korper.
Dieses Kontaktkraftgesetz (KKG) soll analog zu dem fiir isotrope Stoffe giil-
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tigen Hertzschen Gesetz /99/ fiir den Fall zweier zusammengedriickter ortho-
troper Korper den Zusammenhang zwischen der Druckkraft und der gegensei-
tigen Anndherung der Kontaktpartner herstellen. Dazu wird zundchst eine
von Sveklo /44/-/46/ entwickelte statische Kontakttheorie aufgegriffen,
die mit Hilfe komplexer Hilfslastfunktionen hergeleitet wurde. Das daraus
ableitbare Kontaktkraftgesetz liefert eine dhnliche exponentielle Gesetz-
maBigkeit zwischen Kontaktkraft und Anndherung wie das Hertzsche Gesetz
fiir isotrope Stoffe, jedoch erfordert die numerische Berechnung des darin
auftretenden Koeffizienten einen nicht ganz unerheblichen Programmierauf-
wand. Deshalb wird als zweite theoretische Alternative ein nﬁherungsweisel)
gliltiges Kontaktkraftgesetz abgeleitet, das auf einem fiir diese Zwecke
vorgeschlagenem Transformationsverfahren von Lodge /47/ aufbaut. Dieses
Gesetz besitzt die gleiche exponentielle Form wie das Gesetz von Sveklo
bei erheblich vereinfachter Berechenbarkeit des Koeffizienten. In beiden
Fallen handelt es sich aber in Analogie zu Hertz zundchst einmal um ein
statisches Gesetz. Bei der Anwendung auf den (dynamischen)- StoBvorgang
einer Kugel auf eine orthotrope Platte wird im Hertzschen Sinne die Annah-
me gemacht, daB im wesentlichen nur die elastischen Verformungen in der
Umgebung der StoBstelle das Kontaktverhalten bestimmen, d.h. daB die An-
ndherung der Kontaktpartner gleich der Anndherung beider Korperschwer-
punkte gesetzt werden kann. Dabei geht man bei kompakten Korpern davon aus,
daB die StoBRdauer groB sei gegeniiber der Zeit, die die durch den StoB her-
vorgerufenen Wellen bendtigen, um die Kontaktpartner in ihren Ausdehnungen
normal zur StoBrichtung zu durchlaufen. Weiterhin beruhen beide theore-
tische Alternativen des Kontaktkraftgesetzes auf der Voraussetzung, daB
die Kontaktfldche sehr klein ist im Vergleich zu den Abmessungen der Kon-
taktpartner. Da diese Bedingung im hier betrachteten Fall in Bezug auf
die Plattendicke nur schlecht erfiillt wird, sollte die Anwendbarkeit der
beiden theoretischen Alternativen fiir den speziellen Fall des StoBvor-
gangs isotroper Stahlkugeln auf eine faserverstdrkte Platte experimentell
Uberpriift werden?’. Dazu wird am Ende des Kapitels iiber die Kontakttheorien

1)

Es handelt sich dabei insofern um eine Anndherung, da die Transformation
unter der Annahme erfolgt, daB die elastischen Konstanten der Stoffgesetze
der beteiligten Kontaktpartner gewissen Symmetriebedingungen geniigen /47/
bzw. daB die Stoffgesetze jeweils durch nur vier unabhdngige Variable be-
schrieben werden kénnen. Real existierende anisotrope Materialien geniigen
diesen Anforderungen allerdings in der Regel nur teilweise.

Z)Fﬁz' den elastischen StoB von Stahlkugeln auf eine isotrope dinne Platte
hat sich das Hertzsche Gesetz allerdings als durchaus zweckmdBig im Sinne
der vereinfachten StoBtheorie erwiesen /74/,/75/, obwohl auch dort die an-
gesprochene Voraussetzung nur schlecht erfiillt wird.
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eine Methode zur experimentellen Ermittlung der Parameter der dynamischen
Kontaktkraftgesetze beim StoB auf eine orthotrope Platte und auf einen
orthotropen Halbraum angegeben, die bereits teilweise z.B. von Dombrowski
/50/ beim elasto - plastischen BiegestoR auf eine isotrope Kreisringplatte
und vom Verfasser /51/ beim elastischen StoR auf eine Rippenplatte be-
nutzt wurde.

Den theoretischen Teil der Arbeit schlieBt das Kapitel iiber die eigent-
liche Theorie des BiegestoBes von Kugeln auf eine diinne orthotrope Recht-
eckplatte ab. Hauptziel ist hierbei u.a. die Herleitung einer vereinfach-
ten StoBtheorie, die eine einfache Berechnung der mit dem Stofvorgang zu-
sammenhdngenden StoBkrdfte, Plattendurchbiegungen und Biegungsmomente am
StoBpunkt ermoglicht. Ausgehend von der klassischen Theorie orthotroper
Platten”, die man z.B. bei Lekhnitzkii /59/ oder Ashton und Whitney /60/
findet, wird in Anlehnung an Streubel /76/ zundchst ein vereinfachter Aus-
druck fiir die Plattendurchbiegung unter der StoBstelle entwickelt, der
einen einfachen linearen Zusammenhang zwischen der Plattendurchbiegung
und dem Zeitintegral iiber die StoBkraft herstellt. Dieser Ausdruck gilt
fiir das bereits erwdhnte StoBfriihstadium“ und wird unter den vorne im
Zusammenhang mit der vereinfachten isotropen StoBtheorie /74/ genannten
Pramissen in Bezug auf die Vernachldssigung der Randbedingungen verwendet.
Auf die von Streubel /76/ benutzten einschrdnkenden Bedingungen in Bezug
auf die Torsionssteifigkeit der orthotropen Platten konnte hier verzich-
tet werden, so daB die vorliegende modifizierte GesetzmdBigkeit bei allen
orthotropen Materialien anwendbar ist. Mit dieser vereinfachten Beziehung
fiir die Durchbiegung der Platte unter dem StoBpunkt und dem Kontaktkraft-
gesetz sowie der Newtonschen Bewegungsgleichung fiir die StoBkugel kann

3)

Hierbei wird in Analogie zur klassischen Theorie isotroper Platten der
EinfluB der Rotationstrédgheiten und der Querkraftdeformationen vernach-
ldssigt. Da der EinfluB der Querkraftdeformationen auf die Durchbiegung
und die Eigenfrequenzen insbesondere im Fall der hochanisotropen faser-
verstdrkten Verbundplatten mit zunehmender Plattendicke unter Umstédnden
doch recht erheblich werden kann, sollte die Anwendung der vorgestellten
StoBtheorie auf diinnere Platten, wie z.B. die hier experimentell iiber-
priifte unidirektional verstdrkte quadratische Kohlenstoffaser/Epoxydharz-
Platte mit a/h= 50, beschréinkt bleiben.

4)Der Zeitraum des Friihstadiums kann aus -den Abmessungen der Platte mit
den im Kapitel iiber die Wellenausbreitung abgeleiteten Beziehungen fiir
die Grenzgeschwindigkeiten v, 3¢ v23 der schnellsten Biegewellen abge-
schdtzt werden. T T
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dann eine nichtlineare Differentialgleichung als Bestimmungsgleichung fiir
die StoBkraft abgeleitet werden. Dariiberhinaus werden vereinfachte Aus-
driicke fiir die Kriinmungen bzw. Biegedehnungen der Platte an der StoBstelle
entwickelt, die bei zuvor berechnetem StoBkraftverlauf eine einfache Be-
stimmung der maximalen Biegungsmomente ermdglichen. SchlieBlich wird noch
ein Verfahren zur Abschitzung des ersten Maximums der Plattendurchbiegung
mit Hilfe des Energie- und Impulserhaltungssatzes angegeben, da das Maxi-
mum der Plattendurchbiegung in den iiblichen praktischen Fallen in der Re-
gel erst weit nach Ablauf des Friihstadiums erreicht wird, so daB die ver-
einfachte Beziehung fiir die Durchbiegung unter der StoBstelle nicht ver-
wendet werden kann. Die Ergebnisse der vorgestellten Methoden werden
auBerdem mit Werten verglichen, die aus den in klassischer Weise”’ abge-
leiteten Integralgleichungen fiir die StoBkraft berechnet wurden, wobei
zur Herleitung der Integralgleichungen neben dem Kontaktkraftgesetz und
der Bewegungsglieichung fiir die StoBmasse die unendlichen Doppelsummen der
analytischen Losungen flir die Plattendurchbiegung verwendet wurden. |

Im experimentellen Teil der Arbeit sollen die wesentlichen theore-
tischen Aussagen mit geeigneten Methoden am Beispiel des in Bild 1 sche-
matisch dargestellten elastischen BiegestoBes von Stahlkugeln auf eine uni-
direktional verstdrkte Kohlenstoffaser/Epoxydharz-Platte (CFK-Platte) iiber-
priift werden. Die dazu verwendete Platte wurde von der Firma Keller Aero-
Construct -GmbH / Wieslautern gebaut und enthdlt ca. 60-Vol.% Kohlenstoff-
fasern vom Typ SIGRI NF6). Das Verhdltnis der Elastizitdtsmoduln in den
elastischen Hauptrichtungen der Platte liegt bei ca. Ex/Ey=13 (hoher An-
isotropiegrad). Als experimentelle Hilfsmittel werden im wesentlichen
neben Dehnungsmefstreifen ein kapazitiv arbeitendes MeBgerdt zur Ermitt-
lung der Plattendurchbiegungen und ein auf dem piezo-elektrischen Effekt
aufgebauter StoBkraft- bzw. Beschleunigungsaufnehmer verwendet. Die MeB-
datenaufzeichnung erfolgt je nach erforderlicher Empfindlichkeit der be-
nutzten MeBsysteme mit einem analogen und/oder einem digitalen Kathoden-
strahloszilloskop, wobei das digitale Oszilloskop (Nicolet Typ Explorer
III) iiber ein Interface mit einem Rechner (Typ 9825 A) der Firma Hewlett

5)Die dabei zugrundeliegende methodische Vorgehensweise ist auf die Ar-

beit von Timoshenko /86/ iliber den isotropen elastischen Balkenstof
zuriickzufiihren.

-6 ,
6)Be.i einem mittleren Faserdurchmesser von ca. 7 10 “m hat map damit pro
1 cm? Plattenquerschnittsfldche durchschnittlich ca. 1,56 10  Fasern.
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Packard verbunden ist.

Vor der eigentlichen experimentellen Oberpriifung der Kontakttheorie und
der vereinfachten StoBtheorie werden dann zunachst die elastischen Konstan-
ten (Elastizitdats- und Schubmoduln, Poissonsche Querdehnzahlen) des Plat-
tenmaterials experimentell ermittelt und mit den theoretisch berechenbaren
Werten verglichen. Dazu wird die im Kapitel iiber die Wellenausbreitung
vorgeschlagene Methode benutzt, die auf der Messung der Grenzgeschwindig-
keiten der Longitudinal-, Transversal- und Biegewellen mit Hilfe der Deh-
nungsmeBstreifentechnik beruht.

In Hinblick auf die Weiterentwicklung experimenteller Methoden befaBt sich
auBerdem ein abschlieBendes Kapitel noch mit der Anwendung des spannungs-
optischen Oberfldchenschichtverfahrens als einer fldachenhaften Methode zur
experimentellen Spannungsanalyse bei orthotropem Material. Da einer Anwen-
dung dieser Methode bei orthotropen Materialien nach Kenntnis des Verfassers
noch betrdchtliche Schwierigkeiten theoretischer Natur in Bezug auf die
quantitative Auswertung bzw. Interpretation der optischen Effekte entgegen-
stehen, deren Losung zukiinftigen Arbeiten iiberlassen wird, bleiben die
experimentellen Untersuchungen in diesem Zusammenhang auf qualitative Be-
trachtungen zum KraftfluB im orthotropen Material am Beispiel einer sta-
tisch diametral belasteten Kreisscheibe beschrankt.

2. Grundlegende Gleichungen der linearen Elastizitdtstheorie
des anisotropen Kontinuums

Zur Losung der gestellten Aufgaben wird die bei faserverstarkten Materi-
alien iibliche Annahme getroffen, daB das mechanische Verhalten der faser-
verstarkten Struktur mit den Grundgleichungen der 1linearen Elastizitdts-
theorie fiir ein homogenes anisotropes Kontinuum mit makroskopisch gleichen
Eigenschaften beschrieben werden kann /22/-/31/,/67/,/100/. In diesem Zu-
sammenhang sind zundchst die nach dem Newtonschen Grundgesetz fiir den dyna-
mischen Fall erweiterten Gleichgewichtsbedingungen
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fiir ein aus dem Kontinuum herausgeschnitten gedachtes infinitesimales Vo-
lumenelement der Dichte p in kartesischen Koordinaten zu nennen. Dabei wur-
den auf die Volumeneinheit bezogene (eingeprdgte) Krdfte bereits wegge-
lassen. Die in G1.(1) auftretenden Normalspannungen g, > oy, o, und die

z
Schubspannungen txy, tyz, Tyz definiert Bild 2.

Dazu kommen die im Sinne infinitesimal kleiner Formanderungen auf die
linearen Glieder beschrankten Dehnungs-Verschiebungsgleichungen

g‘)/

Bild 2: Komponenten des Spannungstensors beim dreiachsigen Spannungszustand
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ou Ju v

€ = — = = —— —

X X ny ny Ay * X
VvV 3V W

€ = — = = — e

Y oy sz Yzy ¥4 + 9y (2)
aw Ju oW

€ = -— = = ——— —

' 9z YXZ YZX 92 + a3x ’

die den Zusammenhang zwischen den Verschiebungen u,v,w in x-,y-,z-Richtung
u?d den Dehnungen €, ey, €, sowie den Scherungen ny’ sz’ Yz herstellen.
Die Verkniipfung von Spannungs- und Formanderungszustand besorgt schlieB-
lich das verallgemeinerte Hookesche Stoffgesetz, das bei Vorhandensein

eines elastischen Potentials bei anisotropem Material folgende Form

B T -C C C C C C ] i € ]
Oy 11 €12 ©13 “14 “15 “16 X
Oy €92 €23 C24 ©25 26 €y
% | _ ©33 ©34 ®35 36| |°®z 3)
T C C C Y
Yz s . 44 45 T46 Y2
Tez ©s55 56| | Vxz
- c Y
Ty | 66| | "xy

besitzt. Die 21 elastischen Materialkonstanten C11°612° - 66 werden dabei
haufig auch als elastische Steifigkeiten des Materials bezeichnet. Im Falle
orthogonaler Anisotropie (Orthotropie), die dann gegeben ist, wenn die Ma-
terialeigenschaften beziiglich dreier zueinander senkrechter Ebenen symme-
trisch sind, reduziert sich die Elastizitdtsmatrix auf 9 unabhangige Kon-
stanten, so daB sich das Stoffgesetz in diesem Fall im elastischen Haupt-
achsensystem folgendermaBen

rc ] ré c c o) o) o) ] rE: ]
X 11 712 713 X
cy €5y €53 0] 0) o ey
o, _ C33 o) 0 ) €,
Tyz B C44 (0 o) sz (4)
Txz sym. €55 © Yxz
LTxy_ ] °6§J _YXYJ
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darstellt. Sofern in dieser Arbeit nicht ausdriicklich andere Vereinbarungen
getroffen werden, wird fiir den weiteren Verlauf dieser Arbeit ein x,y,z-
Koordinatensystem gewahlt, das mit den elastischen Hauptrichtungen zusammen-
fdllt, so daB die Form von G1.(4) fiir das Stoffgesetz zur Anwendung kommen
kann. Die Steifigkeiten des Materialtensors stehen dann in folgender Bezie-
hung

E_(1-2%_)
ciq= = £, €44= ©
11 S yz
2
22 - ’ 55 X2z
c
2
o] = Ez(1 AXYI c.. =G
33 p 66 Xy

¢ = 1_Axy_ Agz™ M zy-zkxykxzkzy (6)

und
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*Uxz
sind. Die insgesamt 12 technischen Kennwerte bestehend aus 3 Elastizitats-

moduln Ex, Ey, Ez’ 3 Schubmoduln ny, ze, Gyz und 6 Poissonschen Querdehn-
zahlen reduzieren sich mit den Reziprozitdtsbeziehungen nach Betti

abkiirzende Ausdriicke in Bezug auf die Poissonschen Querdehnzahlen vxy" Y

E Vv =FE Vv

X yX Y XYy

Eyvzy = Ezvyz (8)
E vZX = EZVXZ

auf wiederum 9 unabhdngige Konstante.

Im Sinne einer ziigigen spdteren Behandlung der aufgezeigten Problem -
stellungen erscheint es an dieser Stelle zweckm@Big, noch auf die Transfor-
mationsbeziehungen fiir die elastischen Materialkonstanten von aniso-

tropem Material bei einer Drehung des Koordinatensystems hinzuweisen.
Wechselt man z.B. von einem x,y,z -System in ein um die z - Achse um den
Winkel ® von x- in y -Richtung gedrehtes x',y',z - System, so berechnen sich
nach Hearmon /101/ oder Ashton und Whitney /60/ die elastischen Steifig-
keiten Cil, ci2“'cé6 im neuen System folgendermaBen

4
C11= C19K '+ Cp
= ook el 1% 2[2(c K%+ ¢, 18 - (e, + 20, )K1]KL
22~ S22 11 265 * 16 127 Lep

_ 4 4 _ 2_ .2
= 12k + ¢, 1 + [2(c c16)(k 1 )+(c11+ c

2

4 2 -
1%+ 2[2(c16k + Coel)H(e,t 2c66)k1]kl

92~ dcgg)kLiK

2
= 16k l+[(c - Gyt g k(e ¢y

1
4 2 -
c26k = 46 c " 66)k +(c 2~ Sq4qF 2066)1 + 3(c16 c26)kl]kl

_ 2_.2,2 - -
Cge= Cgg k™= 19) %+ [2(c26 c16)(k 1 )+(c22+ c

2
2c66)1 + 3(026- c16)kl]kl
14 [(c22

11~ 2qp)ki]Kl

K3-

3

€25
3
+cy 17+ [(2c56+ cy )k +leyst 2c46)l]kl

€14

C15= Cq5K

3
1%+ [ (20~ c gk +(cy,- 2c56)l]kl (9)

_ 3_
Coq= Cogk - ©
3
| I
Co5= Cosk™* Cqy
3

c&6= c46k +c
k3

56~ €56° ~ 46

3
151" [ (gt 2040)k =(cq,+ 2c56)l]kl

3
1°+ [(c24- 2cg0)k +loyg- 2046)l]kl

3 -
17+ [(c24 056)k +(c15- Cyg c46)l]kl

€14~
3 - -
17+ | (ey5= cq5* Chg)k +(Cpym Cqym Coe) 1]kl

56
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i3= c13k2+ 02312+ 2c36kl
Chy= Cppkl+ c 51?20,k
c"l4= c44k2+ csslz- 2c45kl
cle= okt it 45K

v 2_ .2 _
Cu5= c45(k 1 )+(c44 css)kl

C34™ C34K ~ G35l

C35= C3gk + Cg,l
L -
€33 = €33
mt k=cos® , 1=sino

aus den Konstanten des urspriinglichen Systems.

3. Wellenausbreitung in einem mechanisch anisotropen Medium

3.1 Elastische Wellen im dreidimensionalen, anisotropen Kontinuum -
Phasengeschwindigkeit, Schwingungsrichtung, Energieausbreitung

Eliminiert man mit den Dehnungs-Verschiebungsbeziehungen von G1.(2) die Deh-
nungen und Scherungen im Stoffgesetz (4) und setzt die so erhaltenen Aus-
driicke fiir die Normal- und Schubspannungen in die fiir den dynamischen Fall
erweiterten Gleichgewichtsbedingungen (1) ein, so erhdlt man nach Ausfiih-
rung der Differentiationen das folgende partielle Differentialgleichungs-
system

3 u 9 u U IV oW 9 u
C,. —+c,.., —+cC + (e, .+ c..) + (Cc .+ Cop) =0
1 sz 66 ay2 55 5 2 12 66 3y 13 55 %92 atz
2 2 2 2 2 2
IV v 3V 3 u I W sV
Cop —5+CHyy—5+cCc,,—5 + (c,,+C . )— + (c,,+ C,,) =P (10)
66 ax2 22 ay2 44 322 12 66 3x3y 23 44 5y92 3t
2 2 2 2 2 2
C d W Iw 3w au IV oW
5 —+c,, — + Cq, —= + (C .+ Cp) + (e,,+c,,) =p
axz 44 ay2 33 3 2 13 55 %32 23 44
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flir die Schwingung des Verschiebungsvektors in einem orthotropen Kontinuum.
Zur Losung des Systems wird der Ubliche Ansatz fiir die Verschiebungskompo-
nenten

B .
= n -
u= Uo exp _T l(an+ yny+ zn, Vnt)_
- [2n | - 4
V=V, exp |3 i(xn + yn +zn, Vnt)_ (11)
- [ 2 i,
w=W exp | 5 l(an+ yny+ zn, Vnt)_

einer ebenen Welle gewdhlt, deren Phasenebene sich in Normalenrichtung
_g==(nx,ny,nz) mit der Wellennormalengeschwindigkeit i fortpflanzt. Die
Phasenebene definiert dabei die Orte mit konstantem Verschiebungsvektor,
wobei in orthotropem Material die Schwingungsrichtung des Verschiebungs-
vektors im allgemeinen schrdg zur Normalenrichtung 1liegt. Fiihrt man die
Losungsansdtze (11) in die Differentialgleichungen (10) ein, so ergibt sich
in abgekiirzter Schreibweise das folgende G]eichungssystaﬁ

_ o
2
(Cyq= oV 12 L3 | Y%
2
12 (Fyp™ ovy) Fa3 Vol = 2 (12)
r r (r,,~ pvz) W
13 23 33 n o

fiir die Schwingungsamplituden der ebenen Welle. Die Symbole P15 Typ--T33
in G1.(12) sind die bekannten Christoffel-Koeffizienten, die abkiirzend fir
folgende Ausdriicke

_ 2 2 2
P11 5611 7% % "y T C55 1

_ 2 2 2
Fyp =Cge My ¥ Cop Py ¥ Oy 1y

B 2 2 2
P33 = G55 Ny + Cgq My * C33 1

(13)

r

12 = (€43 + Cgg) DO,
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Fi3 = (63 + c55)nn,

3 = (Cp3 ¥ ¢4y) np,

stehen. Bei Vorgabe der Normalenrichtung n stellt G1.(12) dann ein Tineares

Gleichungssystem fiir die Schwingungsamplituden dar, dessen Determinante bei
einer nichttrivialen Losung identisch zu Null

2
(r‘11 - ovn) F12 P13
r ., -ov2) T = 0
12 22 ~ Py 23 = (14)
r r (T.. - ov)
13 23 33 ~ Pn

werden muB. G1.(14) entspricht einer kubischen Gleichung fiir vﬁ und man er-
halt fiir jede Normalenrichtung n des Kontinuums drei im allgemeinen ver-
schiedene Phasengeschwindigkeiten. Zu jeder dieser drei Normalengeschwindig-
keiten existiert eine eindeutige Schwingungsrichtung der ebenen Welle, die
im folgenden durch den Einheitsvektor n'= (n*,n},né) reprdsentiert wird.

Diese Schwingungsrichtungen sind mit den jeweiligen Schwingungsamplituden

o ] "t
Uo n,
- 1
Vol = B0 |7y (15)
W, n,
L L .

der Welle verkniipft und kdnnen bei bekannter Phasengeschwindigkeit i unter
Verwendung von G1.(15) aus dem linearen Gleichungssystem (12) berechnet

werden, so daB sich der Losungsansatz (11) bei noch unbestimmter Amplitude
A, auch folgendermaBen

o x ]
- ' 2n . -
v = A, ng exp [ 3 ilxn + yn +zn, Vnt)_ (16)

1(xnx+ yny-l- zn, - vnt)
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darstellen 1dBt. Untereinander bilden die zu jeder Normalenrichtung n ge-
horenden 3 Schwingungsrichtungen ein Orthogonalsystem, das hier im all-
gemeinen aber nicht mehr wie bei isotropem Material parallel bzw. senkrecht
zur Normalenrichtung orientiert ist. Je nachdem, ob die Schwingungsrich-
tungen iiberwiegend parallel oder iliberwiegend senkrecht zur Wellennormalen
liegen, unterscheidet man in jeder Normalenrichtung eine Quasilongitudinal-
und zwei Quasitransversalwellen. Reine Longitudinal- und Transversalwellen
hat man bei orthotropem Material nur in den elastischen Hauptrichtungen

der Elastizitdtsmatrix.

Des weiteren muB bei orthotropem Material zwischen der Normalenrichtung

und der Energieausbreitungsrichtung einer ebenen Welle unterschieden werden.
Ausgehend von einer Energiebilanz unter Beriicksichtigung der elastischen
Formanderungsenergie und der kinetischen Energie in einem Kontrollvolumen V
des Kontinuums kann mit einer zeitlichen Differentiation nach kurzer Um-
formung folgender Ausdruck

_ [ 3u v v au aw aw u
E ‘J'J'j‘; x| 3t (°|1ax 1239 * %13 az)+ 66 3t ax * 39" Sss 3tiex az’]
3 [av v, W, du 4+ 30 w aw v
* 3y Lot €17 5% + S35 39 3y * €23 32 Se6 3t Gx t3 tCuaehy T az)]
3 [ow 3u v aw, 3u aw V,oV , W
*3z L3t ©133x T C23 5y * €33 32 F 55 3¢ G+ 5% Caq SeGE * ay’] fd"

(17)
fir die zeitliche Anderung der Gesamtenergie im Kontrollvolumen abgeleitet
werden. Die Herleitung von G1.(17) findet man z.B. bei Kriz et al. /7/. In
dieser Form kann das Volumenintegral von G1.(17) mit dem Integralsatz von
GauB sofort in ein Oberfldchenintegral

au v W, v,dv _ du W 3w . 3u
J‘_ﬂ“p [at‘cn 23y v 1332 66 3tax * 3y’ Cs5 seax T az’]

su v oW ou ,ou v W W . 3V,
* g, [at‘°12 ax t 223y ¥ ©23 32 66 3oy T 3%+ 44 3t oy az’]

2u W aw. vy, 3w 3udu a_w]
* o, [at C133x * C233y T C33 32+ Caa 3eaz T 3y’ Cs5 3tz T ax fd"

(18)
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tiberfiihrt werden. Bei dem in geschweiften Klammern stehenden Integranden
von G1.(18) handelt es sich um einen fldchenspezifischen Energiestrom, der
durch ein infinitesimal kleines Fldchenelement dF in Richtung der Kontroll-
fldachennormalen Ne= (an’nFy’an) hindurchtritt. Die in eckigen Klammern
stehenden Ausdriicke konnen als fldchenspezifische Energiestrome ex,ey,eZ

— =

__[pu .. wv, . ow vy, u ow o, u
&= "3t 3x T 123y Y ©13 32 ¥ %66 aelox T3y T 55 atex ¥ 32
- [ 2 v 2w 3w W, dv. audu 3y, ]
e~ " |3EC123x T C223y T 2332 T Caa3toy T o2 T 6 at oy T o |
[ ow u v W VAV . AW u U , oW, |

e=- |33 ¥ 233y 3332 T Cua3thz T oy * %55 3elez ax

(19)
in x-,y- bzw. z-Richtung interpretiert werden. Die negativen Vorzeichen in
G1.(19) bedeuten dabei, daB aus dem Kontrollvolumen in Richtung der nach
auBen zeigenden Flachennormalen heraustretende Energiestrome negativ defi-
niert werden. Setzt man in G1.(19) die Losungsansdtze einer ebenen Welle
nach G1.(16) ein, so erhdlt man nach Ausfiihrung der Differentiationen fol-
gende Beziehungen

2 - -
. 2
e~ - L1 v (jro { Ab exp | 5 l(xnx + yny ta, - vnt)- }
- “1 2
i(xnx + yny +m, - Vnt) } (20)

2 - T
_ 2n m _ 2
e,=-Lyv, S { A exp | 3 1(xnx + yn, + Vht)_ }

fiir die spezifischen Energiestrome, worin Ll,L2 und L3 abkiirzende Bezeich-
nungen fiir folgende Ausdriicke

—— ' ' ' ' ' ' ' v '
L1 nx(c11nx.nx + c12nyny + c13nzzz)+ c66ny(nxpy + nynx)+ c55nz(nx.nz + nznx)

= nt ' ' ' ' ' ' ' ' '
L2 ny(c12nxnx + czzny_ny + cz3nznz)+ c44nz(nzny + nynz)+ c66nx(nxny + nynx)

=n! ' ' ' ' ' ' { ' [
Ly nz(c13nxnx + c23ny_ny + c33nznz)+ c44ny(ny_nz + nzny)+ cssnx(nxnz + nznx)

(21)
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sind. Wie aus G1.(20) sofort zu erkennen ist, gilt demnach fiir das Verhilt-
nis der spezifischen Energiestrome

e, ey e, = Ly :L,: Ly s (22)
und man erhdlt
r ll- B
. L]
n 1
n" = = L (23
- Ty (L +L +L§)1/2 2 )
n" L
|2 |3

als Bestimmungsgleichung fiir den Einheitsvektor n" der Energiestromrichtung
einer ebenen Welle. Der Betrag der Energieausbreitungsgeschwindigkeit Ce in
Richtung von n" ergibt sich dann aus der Bedingung

g n"n = Vi > (24)

die besagt, daB die Projektion des Energiegeschwindigkeitsvektors cEgy‘auf
die Wellennormalenrichtung n betragsmdBig der Phasengeschwindigkeit i
gleich sein muB. Zur Veranschaulichung sei in diesem Zusammenhang auch auf
Bild 3 verwiesen.

Das Kapitel zusammenfassend kann mit Verweis auf Bild 3 festgehalten werden,
daB in orthotropem Material im allgemeinen zwischen der Wellennormalen und
der Energieausbreitungsrichtung einer ebenen Welle unterschieden werden
muB. Wenn die Wellennormale mit einer der elastischen Hauptrichtungen des
Materials zusammenfdllt, erfolgt die Energieausbreitung iiber reine Longitu-
dinal- bzw. Transversalwellen mit der Phasengeschwindigkeit in Wellennorma-
lenrichtung. AuBerhalb der elastischen Hauptrichtungen muB zwischen den
Phasengeschwindigkeitsfldachen, die durch die zugehorigen Phasengeschwin-
digkeiten in den verschiedenen Normalenrichtungen bestimmt werden, und

den Energieausbreitungsfronten, mit denen die Ausbreitung der elastischen
Storungen verkniipft ist, unterschieden werden. Die duBere Gestalt dieser
Flachen kann je nach Art der Orthotropie recht komplex sein /1/,/4/,/8/,
/101/.
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D (wellennormalenrichtung)

o\

Verschiebungsvekfor N’ (Schwingungsrichtung
,}//’ _—1B des Verschiebungsvektors)
- @
y - Nn" (Energiestrom-
e —— Y richtung)
. X
Cety
t =¢t1
t=0 Phasen-
ebene

Bild 3: Schematische Darstellung des Zusammenhangs zwischen der Wellen-
normalenrichtung, der Schwingungsrichtung und der Energieausbrei-
tungsrichtung einer ebenen Welle in einem mechanisch anisotropen
Medium

Wie ferner aus einer vergleichenden Betrachtung der Beziehungen fiir die Deh-
nungen und der Gleichungen fiir die spezifischen Energiestrome gezeigt wer-
den kann, muB einerseits an einer Stelle des Kontinuums, an der ein Energie-
strom auftritt, auch ein Dehnungs- bzw. Verzerrungszustand vorliegen und
andererseits an einer Stelle, an der sich der Verformungszustand zeitlich
dndert, auch ein Energiestrom vorhanden sein. Mit der Energieausbreitung
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ist also unmittelbar die Ausbreitung der Spannungs- und Verzerrungszustinde
verbunden /1/,/4/,/8/,/101/, was u.a. fiir die spater angestrebte experi-
mentelle Erfassung der Wellenausbreitungszustande in einer orthotropen
Platte mit Hilfe der Dehnungsmefstreifentechnik von Bedeutung ist. AuBer-
halb der elastischen Hauptrichtungen sind die friihest aufgezeichneten Si-
gnale eines DehnungsmeBstreifen, der sich in einem gewissen Abstand vom
StoBort befindet, der Energieausbreitungsfront und nicht der Phasenge-
schwindigkeitsflache zuzuordnen.

3.2 Dispersionsverhalten elastischer Wellen in orthotropen Platten

Beim Obergang vom unendlich ausgedehnten Medium in eine geometrisch begrenz-
te Struktur, wie die nachfolgend behandelte orthotrope Platte, sind die
Dispersionseigenschaften elastischer Wellen, d.h. die Abhéngigkeit der
Phasengeschwindigkeiten von der Wellenldnge A, zu beriicksichtigen /9/,/10/,
/11/,/102/. Mathematischer Ausgangspunkt ist hier wiederum das dreidimen-
sionale Differentialgleichungssystem (10). In Bezugnahme auf das bereits

in Bild 1 eingefiihrte Koordinatensystem wird nun zundchst ein Ldsungsansatz
fiir eine in der x,z-Ebene schwingende Welle

; 20 4 v 4]
u = Uo(z) exp | 5 ix vnt)J
v=0 (25)

W = Wo(z) exp % i(x—vnt).1

gemacht, die sich innerhalb der Platte mit der Phasengeschwindigkeit Vi in
x-Richtung als einer elastischen Hauptrichtung der Platte fortpflanzt. Da-
bei werden die Schwingungsamplituden Uo(z), wo(z) als funktionale Verdnder-
liche der Dickenkoordinate z der Platte eingefiihrt. Nach Einsetzen der An-
sdtze (25) in das partielle Differentialgleichungssystem (10) und nach Aus-
fiihrung der Differentiationen verbleiben zwei gekoppelte gewthnliche Dif-
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d t% . i(?f) (c13+ CSS) aw, . (%n) (pvh c11)

2 o Up =0
dz A c55 dz A c55
(26)
2 2
dZWb . i(zf) (c13+ c55) dUo . EE) (ovh c55) .
dz2 A o] dz A c ©
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ferentialgleichungen 2.0rdnung fiir Uo(z) und wo(z), die mit einer bei
Stepanow /103/ beschriebenen Methode in ein dquivalentes Differentialglei-
chungssystem aus 4 Differentialgleichungen 1.0rdnung iiberfiihrt werden
konnen. Mit einer Superposition der vier Partikuldrldsungen dieses Systems
kann gezeigt werden, daB die folgenden Losungsansdtze fiir Uo(z) und wo(z)

2t 2n 21 . 21
Uo(z) = A Ch(_k_ s1z)+ B Sh(T s1z)+ icC Ch()\ szz)+ i D sh( X szz)

2n 2n 2n 2n
Wo(z) = -1 Ar15h(_l_ s.lz)- iB r1ch(T s1z)+ C rZSh(T szz)+ D rZCh(A szz)

(27)
das Differentialgleichungssystem (26) erfiillen, wobei fiir " und ro die fol-
genden Beziehungen

2 2
r = €117 P~ S1%5
1
(cy53 + cgg) sy
28
C - 2" szc ( )
_ %1179, 7 S5
rz =

(c13 *+ Cog)s;
gelten und Sy Sy zwei reelle Wurzeln der Gleichung

4 2 2 27 2 I N
C33%555 - [css‘css""’n) *+c33 (eqq=pvp) = (Cy3+cgg) ]s + loqqmevy) (g mevy) = 0

(29)
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sein miissen. Die noch unbestimmten Konstanten A,B,C,D der Ansdtze (27) wer-
den durch die Randbedingungen der Platte festgelegt, die Spannungsfreiheit
an der Plattenoberfldche z=1h/2 verlangen. Dies fiihrt bei den hier ver-
wendeten Ansdtzen (25) unter Beriicksichtigung der Dehnungs-Verschiebungs-
beziehungen (2) und des Stoffgesetzes (4) auf die beiden noch zu erfiillen-
den Forderungen

- du | ow, _
Txz = 55 az+ax) =0
Z = + E-
5 (30)
... w _
% =%3 3x*C%3 532-° ,

da tyz=lJ flir z=+h/2 durch die Wahl der Ansdtze (25) bereits identisch
erfiil1t ist. Die Form von G1.(27) gestattet nun in Analogie zu den ela-
stischen Wellen in einer isotropen Platte /102/ die Unterscheidung von be-
ziiglich der Plattenmittelflache unsymmetrischen und symmetrischen Schwin-
gungen.

a) Unsymmetrische Schwinqungen (Biegewellen), A=C=0:

Damit wird Uo(z) eine ungerade und wo(z) eine gerade Funktion von z. Die
Plattenmittelfldche wird ohne Ausdehnung gebogen. Geht man mit den so re-
duzierten Ansdtzen (27) in die Verschiebungsgleichungen (25) und setzt die
erhaltenen Ausdriicke fiir u,v,w in die Randbedingungen (30) ein, so erhdlt
man ein lineares Gleichungssystem fiir B und D. Fiir eine nichttriviale Lo~
sung muB dessen Koeffizientendeterminante zu Null werden, was auf fol-
gende transzendente Gleichung

2n h, _ _ 21 h
(rl+ sl) (013- c33r282)cth(7 s -f)—(r2+ 52) (c13 c33r1s1)cth(}‘ s, 2) (31)

als Frequenzgleichung der Biegewellen fiihrt. Die numerische Berechnung der

Dispersionskurve erfolgt zweckmdBigerweise, in dem man zu einer vorgegeben-
en Phasengeschwindigkeit Vi mit G1.(31) die zugehdrige Wellenldnge A sucht.
Einen exemplarischen Verlauf, der mit den elastischen Konstanten der hier
experimentell untersuchten faserverstidrkten Platte berechnet wurde, zeigt
u.a. Bild 4a. Man erkennt das bereits von Biegewellen in isotropen Platten
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1,2 ‘['_‘ny /9 Gruppengeschwindigkeit x-Richtung
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Bild 4: Phasengeschwindigkeiten elastischer Wellen in der faserverstdrkten
Platte. Die Dispersionskurven wurden fiir die Ausbreitung in Faser-
richtung (x-Richtung) und senkrecht dazu (y-Richtung) berechnet.
a) Biegewellen - anomale Dispersion (an/dlf_O)

b) Longitudinalwellen - normale Dispersion (dvn/dxio)
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bekannte anomale Dispersionsverhalten, d.h. das Ansteigen der Phasenge-
schwindigkeiten der Biegewellen bei kleiner werdenden Wellenldngen A.

Von besonderem Interesse sind aber auch die Phasengrenzgeschwindig-
keiten der Biegewellen bei sehr groRen bzw. sehr kleinen Wellenldngen im
Vergleich zur Plattenhtohe h. Wahrend Vi fir A+« zu Null wird, geht die
Frequenzgleichung bei sehr kleinen Wellenldangen (A<<h bzw.h/A+=) in fol-
gende Form

(£1+51) (C13=C33758y) = (ry*s,) (Cr3=cy37y5)) (32)
uber. Daraus kann nach einer langeren Zwischenrechnung die obere Phasen-

grenzgeschwindigkeit der Biegewellen sehr kleiner Wellenlédnge fiir eine
Ausbreitung in x-Richtung

G
- XZ
v, =% 7;_ (33)

abgeleitet werden, wobei Ky die in der Regel einzige /101/ reelle Wurzel
der Gleichung

2
C C Ci4Cqh= C
( ) css)uf( ) [1 Sn, 2( 11533 13)]u4 .
33 33 €335 X

2 2 2
, (C11%33” c13) ©11°33” c13) v o2 _(°11°33 “3) _,
©33%s5 ©33%s5 x ©33%s5

(34)
ist. Berechnete Werte des Parameters U, fiir eine in x-Richtung unididirek-
tional verstdrkte Epoxydharzplatte mit verschiedenen Faservolumenprozent-
anteilen zeigt folgende Aufste]]ung7).

7)Die dazu benétigten jeweiligen elastischen Konstanten c¢,,,C,,...C.. des

Verbundmaterials wurden mit den im Anhang 9.1 angegebenen Beziehungen aus
den in Kapitel 6.1 angegebenen Faser- und Epoxydharzdaten berechnet.
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Vol.-%
Faser- isotrop 20 40 60 80 100
gehalt

Ny 0,938 0,994 0,994 0,990 0,982 0,946

Die Phasengeschwindigkeit von G1.(33) ergibt sich im iibrigen nach Hearmon
/101/ auch fiir die entsprechenden Oberflichenwellen in orthotropem Materi-
al, was in Obereinstimmung mit den Beziehungen fiir die als Rayleighwellen
bekannten Oberfldchenwellen in isotropen Platten steht /12/,/101/,/102/.

b) Symmetrische Schwingungen (Longitudinalwelilen), B=D=0:

Hier wird Uo(z) eine gerade und wo(z) eine ungerade Funktion von z. Die
Plattenmittelflache bleibt eben, wird aber gedehnt. Mit den G1n.(27),(25)
und den Randbedingungen (30) erhdlt man nun analog ein lineares Gleichungs-
system fiir A und C, mit dessen Koeffizientendeterminante man bei nicht-
trivialer Losung zu folgender

. xm_ h_ _ o _ h
(£+ 87) (0q37 Cy3T,8,) th(SE 8 P=(ry* 8,) (cg5- c33r sy th(FE s, 5)  (35)

transzendenter Frequenzgleichung fiir die Longitudinalwellen in x-Richtung

kommt. Die am Beispiel der hier experimentell untersuchten Platte berech-

nete Dispersionskurve zeigt Bild 4b. Man erkennt das normale Dispersions-

verhalten der Longitudinalwellen. Im Falle groBer Wellenldngen, d.h. A>>h
bzw. h/A+0, wird die Frequenzgleichung in erster Naherung

5, (r,+s,) (Cy 3= C33T,8,) = 8, (r,+s,) (cq 3= C33T154 ) (36)

und man erhalt mit den G1n.(28),(29) fir rysrpsSq»S, nach einer Zwischen-
rechnung die Losung

_ 2 \1/2 1
v = (°11°33 °13) _ J By (37)
n P Cqq p(1~vxyvyx)

als obere Phasengrenzgeschwindigkeit der Longitudinalwellen grofer Wellen-
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ldngen. Fiir kleine Wellenldngen, d.h. A<<h bzw. h/A+~, geht die Frequenz-
gleichung in die Form von G1.(32) iiber, so daB

G
v_=x Xz (38)
n X (o]

mit Uy nach G1.(34) gleichzeitig die untere Phasengrenzgeschwindigkeit der
Longitudinalwellen kleiner Wellenldngen in x-Richtung ist.

In formaler Analogie zur bisherigen Vorgehensweise kdonnen auch die Fre-
quenzgleichungen und Grenzgeschwindigkeiten der sich in y-Richtung ausbrei-
tenden Biege- und Longitudinalwellen bestimmt werden, weshalb hier nur noch
kurz die entsprechenden Ergebnisse angegeben werden. Die berechneten Di-
spersionskurven fiir die Wellenausbreitung in y-Richtung sind in Bild 4 zu
finden. Die Phasengrenzgeschwindigkeit der Biegewellen in y-Richtung geht
fiir sehr groBe Wellenldngen (A>>h bzw. h/A+0) gegen Null und erreicht bei
kleinen Wellenldngen (A <<h bzw. h/A+«) die obere Grenze

G
v.o= u § L (39)

wobei "y die reelle Wurzel der Gleichung

2
C C CAanCaa— C
JCaa\ 6 _ [, %2, _32_33__.2_3:)]u4+
€33/ ¥ €33 €334 Y
- 2 CrnaCqa™ C2 ChnCaqa™ C2 2
. (225337 C23) [ (C2zf33” ©23) 2]u2 } ( 22%33 23) o
€33%4 €334 Y €33%4

ist. Typiséhe Werte fir "y einer in x-Richtung verstdrkten Epoxydharzplat-
te bei verschiedenen Faservolumenprozentanteilen zeigt wiederun folgende
Aufstellung.

(40)
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Vol.-%
Faser- isotrop 20 40 60 80 100
gehalt

Xy 0,938 0,935 0,930 0,935 0,935 0,935

Fiir die Longitudinalwellen in y-Richtung ergibt sich

E
Vn::J g . (41)
o(1 - \chyxn{)

als obere Phasengrenzgeschwindigkeit bei groBen Wellenldngen und die Biege-
wellengrenzgeschwindigkeit nach G1.(39) als untere Grenze bei kleinen Wel-
lenldngen.

Das Kapitel abschlieBend sei noch auf die im Zusammenhang mit der Dispersi-
on stehende Problematik in Bezug auf den Begriff der Gruppengeschwindig-
keit hingewiesen. Die Geschwindigkeit

S (42)
Veruppe n~ A a

einer Wellengruppe,bestehend aus Wellen benachbarter Frequenzen /10/,/102/,
unterscheidet sich bei dispersionsbehafteten Vorgdangen im allgemeinen von
der Phasengeschwindigkeit i und wird im Gegensatz zur rein formalen Rolle
der Phasengeschwindigkeit in ihrer physikalischen Bedeutung mit der Ge-
schwindigkeit der durch die Wellengruppe dargestellten Energieausbreitung
/10/ verbunden. Im Bereich der oberen Phasengrenzgeschwindigkeiten haben
die Dispersionskurven der Biege- und Longitudinalwellen horizontale Tangen-
ten, d.h. die Gruppengeschwindigkeit ist dort gleich der Phasengeschwindig-
keit. Bei der normalen Dispersion der Longitudinalwellen liegt ansonsten
die Gruppengeschwindigkeit immer unter der Phasengeschwindigkeit, wihrend
bei der anomalen Dispersion der Biegewellen erstaunlicherweise ein Wellen-
ldngenbereich - Siehe auch Bild 4 - existiert, in dem die mit G1.(42) er-
mittelte Gruppengeschwindigkeit grioBer wird als die hochste iiberhaupt exi-
stierende einzelne Phasengeschwindigkeit einer Biegewelle. Dies ist physi-
kalisch kaum vorstellibar und konnte bisher auch nicht durch friihere Unter-
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suchungen im Institut zur Wellenausbreitung in isotropen Platten bestitigt
werden. Auch weist Sommerfeld /10/ im Zusammenhang mit dem Energietransport
in einem anomal dispergierenden isotropen Medium auf den "merkwiirdigen"
Unstand hin, daB im Falle anomaler Dispersion zur Unterhaltung der Wellen-
bewegung mehr Energie aufgewendet werden muB, als in der Welle transpor-
tiert wird. Der Begriff der Gruppengeschwindigkeit fiihrt also in einem an-
omal dispergierenden Medium in gewisser Weise zu zweifelhaften Aussagen, so
daB dort die Problematik im Zusammenhang mit der Gruppengeschwindigkeit
noch einer zukiinftigen Kldrung oder einer neuen Interpretation bedarf.

3.3 Phasen- und Energieausbreitungsgeschwindigkeiten in diinnen Scheiben

Es soll hier kurz ein Grenzfall der Dispersionskurven und zwar die Ausbrei-
tung der in der Platten- bzw. Scheibenebene schwingenden Wellen groBer Wel-
lenldnge, d.h. h/A+0, behandelt werden. Betrachtet man die Ausbreitung
einer in der Scheibenebene x,y erfolgenden impulsartigen Stdrung, kann man
im Rahmen der Theorie diinner Scheiben in Bezug auf die fiir den dynamischen
Fall erweiterten Gleichgewichtsbedingungen von einem ebenen Spannungszu-
stand

2
acx'4- izyx _ 3%u
= 0 —
Ix By ot
(43)
0T 30 32v
XY 4 ¥ = p —
3x dy at2
ausgehen und hat damit folgende Form
%y 11 12 0 €x
oy = Cyyp 0 €y (44)
T sym. c Y
| XY L 6€ | XY,
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des Stoffgesetzes. Darin sind 611’612“'666 die reduzierten Steifigkeiten

S k| .
11 11 Cq3 1 - vxyvyx)
2
Cn= Cm = c—23i = Ey
227 C22 ¢ T M -v._v._)
33 Xy ¥x (45)
S e - €413%23 _ Vyx Ex _ vxy Ey
12- €12 33 [T - \)Xy\)yx) a - vxyvyx)
S66 = %66 - Cxy ,

und man erhdlt mit den GIn.(43),(44) unter Verwendung der Dehnungs-Ver-
schiebungsgleichungen (2) die reduzierte Form

2 2 2 2

- 9 u - d u - = 3V g u
c.. it 4+ L=+ (c,,+cC. )— =p—5
11 8x2 66 ay2 12 66 X3y at2
(46)
2 2 2 2
- 3V - 3V - - a u IV
C,, —=+Cony ==+ (Cqy ¥+ C L )—m =0 —5
66 ax2 22 3y2 12 66 3%0y at2

des partiellen Differentialgleichungssystems fiir die Verschiebungen beim
ebenen Spannungszustand. Es wird der Ansatz fiir eine in der Scheibenebene
schwingende Welle

= _E i -
u U_ exp 1(xnx+ yny vnt)

- (47)

= _n: i -
v V_ exp 1(xnx+ yny vnt)

gewdhlt, und es ergibt sich nach Einsetzen von G1.(47) in G1.(46) und nach
Ausfiihrung der Differentiationen das folgende 1ineare Gleichungssystem
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2
(Tyq= Pvy) P Us
=0 (48)

2
T2 (Tyy= ovy) v

fiir Uo und Vo’ wobei die Christoffel-Koeffizienten abkiirzend fiir

- 2 - 2
F11 = S99 B + g6 Dy
- 2 - 2
P22 %6 "x * 22 0y (49)
r = ' -
12 = (Cgg + CqaI0y0y

stehen. Die nichttriviale Losung von G1.(48) verlangt, daB die Koeffizi-
entendeterminante zu Null

2 2 2 -
wird, und man erhdlt

2,2 11/2
2 T rpt [y =y + o, | "
1,11 © 2 (51)

als Bestimmungsgleichung der beiden zu jeder Normalenrichtung n= (nx,ny) ge-
horenden Phasengeschwindigkeiten Vo Zu jeder der beiden Geschwindigkeiten
kann anschlieBend aus G1.(48) der zu normierende Einheitsvektor der Schwin-
gungsrichtung

[ 2 '
(9 OVn_ 11) T2 Ny
' , = 0 (52)
r (r,, - pVv ) n'
I 12 22 nI,II Y
I,II

berechnet werden.
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Bild 5 zeigt die am Beispiel der hier experimentell untersuchten, in x-Rich-

tung unidirektional verstdrkten Kohlenstoffaser/Epoxydharz-Platte berechne-

ten richtungsabhiangigen Phasengeschwindigkeiten. Des weiteren seien noch
| kurz einige Spezialfdlle betrachtet.

a) nx=1, qy=() (Wellennormale in x-Richtung):

E n' 1
X . X . .
v = ————r mit = (Longitudinalwelle) (53)
11 ‘v/p(1 v v ) 0

G Dy ©
=4 XX 4
v12T S mit (Transversalwelle) (54)

n' 1
Yy

Bild 5: Auf die Schubwellengeschwindigkeit bezogene richtungsabhangige Werte
der beiden in der Scheibenebene schwingenden Wellentypen
A - liberwiegend longitudinal schwingende Wellen
B - iiberwiegend transversal schwingende Wellen
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b) n= O0,n =1 (Wellennommale in y-Richtung):

Yy
E n o ‘
Vyy =4/ —F— mit = (Longitudinalwelle)  (55)
2, ¥Ve(-y v \ |
Xy yx n 1
Y
G ny 1
Vo = = 4 mit = (Transversalwelle) (56)
T o
n)'/_ o)

In den elastischen Hauptrichtungen hat man also jeweils reine Longitudinal-
und Transversalwellen. Die Indizierung dieser Wellen wird derart gehand-
habt, daB z.B. Vi2T eine sich in x-Richtung ausbreitende und in y-Richtung
schwingende Transversalwelle bezeichnet. Anders verhdlt es sich, wenn man
die elastischen Hauptrichtungen verldBt.

c) n= 1/V2, ny= 14/2 (Wellennormale 45° zu den Hauptrichtungen):

R P T L2
2 _ Curt gt Bt |Gy G + 4Gggr &1 ] 57
pv4SqL = ; (57)
= = om R TP YR V7
2 Gyt gt Fgg)~ Gy 5"+ 4Gt 1)) 68
PV = (58)
15, p

So erhdlt man z.B. fiir die 45°-Richtung eine Quasilongitudinalwelle v45qL
und eine Quasitransversalwelle V45qT’ deren Schwingungsrichtungen bei einer
vektoriellen Zerlegung mit den grdBeren Komponenten parallel bzw. senkrecht
zur Normalenrichtung liegen. Dabei kann mit den G1n.(45) und den Beziehun-
gen fiir Vitee VooL® VioT die Phasengeschwindigkeit der Quasilongitudinal-
welle auch folgendermaBen



2 2 v 271/2
Vo, +vo. + 2vo. )+ [}v ) + 4(v ) ]
2 My 2, 1% 1 2L 12, Vxy 22

V45

(59)

dargestellt werden.

In Bezugnahme auf den EnergiefluB in einer diinnen Scheibe ergibt sich mit
den in Kapitel 3.1 abgeleiteten Beziehungen unter den hier getroffenen Vor-
aussetzungen folgender Zusammenhang

no= = T2 272 (60)

fiir die Energiestromrichtung n" einer in der Scheibenebene schwingenden
Welle, wobei L, und L, fir

L1 = n;c(c11 nxpé + Cqo nyn§) + 6 n '(n ny + nynx
(61)

c
|

1
2 = n§(012 n n + c22 nyny) + c66 nx(nxny + nynx)

stehen, so daB die Geschwindigkeit Ce der Energieausbreitungsfront in Rich-
tung von n" mit der bekannten Beziehung

cg = —— (62)

n"n

in Abhéngigkeit von der Normalenrichtung und der jeweiligen Phasengeschwin-
digkeit berechnet werden kann.

Die Form der Energieausbreitungsfronten am Beispiel der spater experimen-
tell untersuchten Platte kann man in Bild 6 erkennen. Ferner wird in Bild 7
am Beispiel des iiberwiegend longitudinal schwingenden Wellentyps der bereits
von Hearmon /101/ erwahnte geometrische Zusammenhang zwischen den Phasenge-
schwindigkeitsflachen und den Energieausbreitungsfronten veranschaulicht,
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der fiir festgehaltene Zeitpunkte nach Erregungsbeginn darin besteht, daB
die Energieausbreitungsfront die Einhiillende aller Phasenebenen ist. AuBer-
dem zeigt eine darin eingezeichnete Vergleichsellipse die nahezu ellipti-
sche Gestalt der Energieausbreitungsfront des iiberwiegend longitudinal
schwingenden Wellentyps im Nahbereich der elastischen Hauptrichtungen
einer unidirektional verstdarkten CFK-Platte. Die folgende zahlenmdBige Auf-
stellung

¢ Vo, [m/s] V.. [0/s] B Br1 Y1 Y11
1 II

og 9043 1761 og 902 og og
157 8747 1816 12 91° 0,6 27,4
300 7886 1956 2,12 92,17 1,40 48,27
452 - 6527 2132 3,87 93,82 2,40 62,5
602 4800 2290 7,07 97,00 4,20 72,57
750 2987 2356 23,77 113,77 11,47 65,17
827 2551 2091 69,90 159,90 62,0 20,8,
90 2513 1761 %0 180 90 %0

gibt schlieBlich noch fiir die hiesige CFK-Platte die zu den verschiedenen

Fasern

Bild 7: Momentaufnahme von Phasengeschwindigkeitsfldche und Energieausbrei-
tungsfront des iiberwiegend longitudinal schwingenden Wellentyps in
der faserverstdrkten Scheibe
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Normalenrichtungen gehérenden jeweiligen zwei Phasengeschwindigkeiten,
Schwingungsrichtungen und Energiestromrichtungen an. Mit Verweis auf Bild 3
bezeichnen a, B und y dabei die Winkel zwischen der x-Achse einerseits und
der Normalen-, Schwingungs- bzw. Energiestromrichtung andererseits.

3.4 Methode zur experimentellen Ermittlung der elastischen Konstanten von
faserverstdrkten Materialien

Zahlreiche Arbeiten /22/-/31/ behandeln die theoretische Berechnung der
elastischen Konstanten (Elastizitdtsmatrix) unidirektional faserverstirkter
Verbundmaterialien ausgehend von den elastischen Konstanten der Fasern und
der Matrix sowie vom Faservolumenprozentanteil. Ein von Hashin /22/ ent-
wickeltes sowie von Kriz und Stinchcomb /13/ aufgegriffenes und experimen-
tell verifiziertes Berechnungsverfahren ist im Anhang 9.1 angegében und
dient zur Berechnung theoretischer Vergleichswerte fiir die spiter experi-
mentell ermittelten elastischen Konstanten der hier untersuchten CFK-Platte.
Die Hauptunsicherheit der theoretischen Berechnungsverfahren besteht neben
der Frage nach dem im allgemeinen schwachen EinfluB der Viskoelastizitdt
der Epoxydharzmatrix auf das elastische Verhalten der Gesamtstruktur u.a.
darin, daB im real existierenden Verbundmaterial nicht von hundertprozen-
tigen Haftfldchen zwischen den Fasern und der Matrix ausgegangen werden
kann.

Deshalb empfiehlt sich ‘aus Genauigkeitsgriinden im konkreten Fall eine ex-
perimentelle Ermittlung der Elastizitdtsmatrix. Eine Moglichkeit dazu bie-
tet z.B. ein von Hearmon und Adams /32/ entwickeltes Verfahren, das auf
Dehnungs- und Durchbiegungsmessungen an biege- und torsionsbelasteten
diinnen Platten beruht und auf der klassischen Theorie orthotroper Platten
aufbaut. Eine andere Methode, die auf Dehnungsmessungen an einer durch eine
Einzelkraft seitlich belasteten Scheibe basiert, mit der eine unendlich
ausgedehnte Halbebene simuliert wird, findet man bei Prabhakaran und
Chermahini /33/. Ein auf der Torsion- und Zugbelastung von Versuchsstdben,
die in verschiedenen Orientierungsrichtungen aus dem orthotropen Material
herausgeschnitten werden, beruhendes Verfahren zeigt auBerdem noch Scharr
/34/. Dieses Verfahren wurde von Neuhaus /35/ zur Bestimmung der Elastizi-
tdatszahlen von Fichtenholz benutzt.
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Diesen statischen Methoden steht die in Bezug auf eventuelle schwache vis-
koelastische Eigenschaften dem Problemkreis der Kurzzeitmechanik besonders
angepasste Moglichkeit der Messung der dynamischen Elastizitdtskonstanten
unter Verwendung der Ultraschalltechnik nach Kriz und Stinchcamb /13/
gegeniiber. Sie basiert auf der Emittlung der Phasengeschwindigkeiten iber
Laufzeitmessungen der Longitudinal- bzw. Quasilongitudinal- und der Trans-
versal- bzw. Quasitransversalwellen im Ultraschallbereich in kleinen Ver-
suchsproben, die in sechs verschiedenen Orientierungsrichtungen aus dem
Material herausgeschnitten werden. Eine Modifizierung dieses Verfahrens
stellt die hier in Anlehnung an Daniel et al. /3/ vorgeschlagene Methode
Zur Messung der Grenzgeschwindigkeiten der Longitudinal-, Transversal- und
Biegewellen in einer unidirektional kohlefaserverstdrkten Epoxydharzplatte
dar. Dazu wird die Platte sowohl in Richtung der Plattenebene als auch
transversal (BiegestoB) schlagartig belastet. Mit einem iliber die Platten-
oberflache verteilten System von DehnungsmeBstreifen konnen dann die Lauf-
zeiten der schnellsten Wellen erfadt werden. Neben der Tatsache, daB es
sich hierbei um eine dynamische Methode handelt, bietet sich diese Vorge-
hensweise bei unidirektionalen Gelegen aber auch insofern an, als daB sie
eine zerstorungsfreie und eine mit Hinblick auf die Inhomogenitdt des Mate-
rials wiinschenswerte groBraumige Messung gestattet.

Die StoBstellen- und Dehnungsmefstreifenanordnung sowie die praktische
Versuchsdurchfiihrung wird in Kapitel 6.2 besprochen, so daB sich an dieser
Stelle auf eine Zusammenstellung der theoretischen Beziehungen beschrankt
wird. In einem in x-Richtung unidirektional verstdrkten Verbund mit den
Koordinatenrichtungen nach Bild 1 kann das Stoffgesetz mit den folgenden
fiinf unabhdngigen Konstanten

G 14 Gzy ’ v}cy

beschrieben werden /2/. Die restlichen Konstanten ergeben sich zum einen
aus den Reziprozitdtsbeziehungen (8) nach Betti und zum anderen aus den
Symmetriebedingungen

Ey = Ez
VXY = VXZ

(63)



des unidirektionalen Geleges sowie aus der idealisierenden Annahme, daB in
der zur Faserrichtung senkrechten y,z-Schnittebene quasiisotropes Verhalten

E, = E, = 2G_, (1+v.) (64)

vorliegt. Die Ermittlung der fiinf unabhéngigen Konstanten erfolgt nun
schrittweise mit den in den vorangegangenen Kapiteln abgeleiteten Bezie-
hungen. Zundchst kdnnen die Quotienten E /(1 “VyyV x) und E /(l-v \V ) aus

der Messung der Grenzgeschwindigkeiten der schne]lsten Long1tud1nalwe11en

2
p\q1 Ex/(1-vxyvyx)
(65)
;3v22 = Ey/(1-v v
bestimmt werden. Der Schubmodul
2 2
ny= PViy = PV (66)

1dBt sich sowohl aus der Grenzgeschwindigkeit der schnellsten Transversal-
welle in x-Richtung als auch aus der in y-Richtung berechnen. Fiir die
Biegewellen in x- bzw. y-Richtung gelten schlieBlich die Beziehungen

(67)

wobei Hy My, aus den GIn.(34),(40) zu bestimmen sind. Hat man die Grenzge-
schwindigkeiten der Longitudinal-, Transversal- und Biegewellen experimen-
tell ermittelt, so empfiehlt sich folgende iterative Vorgehensweise zur Be-
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stimmung der elastischen Konstanten. Man berechnet mit Anhang 9.1 die theo-
retischen Werte von vxy und sz und betrachtet deren Werte im ersten Itera-
tionsschritt als ndherungsweise giiltig. Mit den G1n.(8),(63)-(66) konnen
dann alle elastischen Konstanten bestimmt werden sowie mit G1.(34),(40) n
und "y - Daran anschlieBend werden mit G1.(67) die Biegewellengeschwindig-
keiten berechnet und mit den experimentellen Werten verglichen. Je nach
Obereinstimmung wird ein neuer Iterationsschritt mit verbesserten vxy und
sz gemacht oder die Iteration abgebrochen. Da die theoretischen Werte fiir
Vyy und “zy den tatsdchlichen Werten im allgemeinen bereits recht nahe kom-
men, kann das Iterationsverfahren in der Regel nach wenigen Schritten abge-
brochen werden.

Fiir abschlieBende Kontrollzwecke kann man sich schlieBlich noch der Bezie-
hungen fiir die Phasengeschwindigkeit der sich unter 45° zu den elastischen
Hauptrichtungen fortpflanzenden Quasilongitudinalwelle bedienen. Diese
Phasengeschwindigkeit v45qL kann zwar nicht mit einem DehnungsmeBstreifen
(DMS) erfaBt werden, da auBerhalb der elastischen Hauptrichtungen die Pha-
sengeschwindigkeitsfldche und die mit einem DMS erfaBbare Energieausbrei-

Tangente dy/dx=-1

V2L

50

be- i —

Bild 8: Phasengeschwindigkeit der 45°-Quasi1ongitudina1wel1e bei Anndhe-
rung der Energieausbreitungsfront durch eine Ellipse mit den Halb-
achsen V111 und Vool
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tungsfront nicht mehr zusammenfallen. Da die Energieausbreitungsfront aber
die Einhiillende der Phasenebenen, d.h. die FuBpunktsfliache der Phasenge-
schwindigkeitsfldche, ist, kann bei einem unidirektionalen Verbund folgende
Ndherungskonstruktion fiir v45qL genutzt werden. Man ndhert mit Verweis auf
Bild 7 und Bild 8 die Energieausbreitungsfront durch eine Ellipse mit den
Halbaghsen ViiL und Vop @Ns SO daB sich mit der Tangentenkonstruktion fol-
gender geometrischer Zusammenhang

Vg = (v?1 +v§2 )1/2 cos 45° (68)
ql. L “L

zwischen v45qL und Vi1L sowie Vool ergibt. Ein Vergleich der nach G1.(59)
und-G1.(68) berechneten Werte fiir v45qL in der hier untersuchten Platte er-
gab unter Verwendung der theoretischen Elastizitdtskonstanten eine Abwei-
chung von 1% zwischen den beiden Werten. Auf eine d@hnliche Obereinstimmung
sollten auch die aus den experimentell ermittelten Konstanten berechneten
Werte fiir die Phasengeschwindigkeit der 45°-Quasi1ongitudina1we11e fiihren.

4. Das Kontaktkraftgesetz bei orthotropen Korpern

4.1 Vorbemerkungen zu den Kontakttheorien

In formaler Analogie zu den StoBtheorien isotroper Kdrper /72/,/99/ wird
hier bei der theoretischen Behandlung des Kontaktverhaltens zundchst vom
statischen Problem der Zusammenpressung zweier Kdorper mit orthotropen ela-
stischen Materialeigenschaften ausgegangen. Mit Bezugnahme auf Bild 9 sei
die x,y-Ebene die gemeinsame Tangentialebene der sich beriihrenden Korper,
wobei mit der x- und y-Achse nach wie vor auch die elastischen Hauptrich-
tungen der Elastizitdtstensoren bezeichnet werden. Des weiteren wird ange-
nommen, daB die unverformten Oberfldchen der Kontaktpartner 1 und 2 in der
Umgebung der gemeinsamen Druckfldche durch ihre Hauptkrimmungsradien Rxl,
sz in x-Richtung sowie mit Ryl’ Ry2 in y-Richtung gegeben seien.

Fiir die durch die Zusammenpressung resultierende Anndherung der beiden
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Korper gilt dann

6= z, + z, + W + W, . (69)

wobei wl(x,y) und wz(x,y) die elastischen Verschiebungen der beiden Kontakt-
partner in der Kontaktfléche sind und zl(x.y), zz(x,y) die Absténde der un-
verformten Korperoberfldchen von der gemeinsamen Tangentialebene. Unter der
Voraussetzung, daB 2152, sehr viel kleiner sind als die Hauptkriimmungsradien,
was bei kleinen Abmessungen der Kontaktfldche im Vergleich zu den Kriimmungs-
radien immer erfiilit ist, gilt in guter Ndherung.

2 2
Z. = _X_ + _L
1 2R.x 2R
1 ¥
2 2 (70)
2. = e
2 2Rx 2R
2 Y2
Mit den Summen der reziproken Hauptkriimmungsradien
1 1 1
— - — + —
R R R
X Xy X,
(71)
L L
R ~ R R
y Y, Y,
folgt dann aus G1.(69) und (70)
x2 2
W1 + W2 =8 -(—ZRX + LZRY) (72)

fiir den Zusammenhang zwischen den elastischen Verschiebungen wl(x,y),wz(x,y)
der Korperoberflichen und der resultierenden Anndherung & der beiden Korper.
Um zu einem Zusammenhang zwischen dem Beriihrungsdruck p(x,y) und den Ver-
schiebungen wl(x,y) und w2(x,y) zu kommen, denkt man sich die in der im all-
gemeinen elliptischen Beriihrungsfldche wirkende Druckverteilung p(x,y) durch
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eine jeweils in den einzelnen Elementen dF der Druckflache wirkende Einzel-
kraftbelastung dP = p dF ersetzt. Betrachtet man zunachst die alleinige Wir-
kung der auf das Flachenelement dF entfallenden Elementarlast dP auf die
Deformationen Wy und Wy, SO liegt mit guter Naherung, wenn man die Abmes-
sungen der Druckfldache als klein gegeniiber den Kriimmungsradien voraussetzt,
der in Bild 10 dargestellte Fall eines durch eine Einzelkraft belasteten
Halbraums vor.

4.2 Die Kontakttheorie von Sveklo

Unter Benutzung komplexer Lastfunktionen hat Sveklo /44/-/46/ in diesbeziig-
licher Obereinstimmung mit Willis /41/, /42/ gezeigt, daB sich in der Kon-
taktfldache eine parabolische Druckverteilung

2 2\ 172
p(x,y) =po(1 -5-4 ) (73)
rx rY

wie im isotropen Fall ergibt. In G1.(73) sind reely die Halbachsen der im
allgemeinen elliptischen Druckflache. Mit der Bedingung, daB der iiber die

P

AN
AN
AN

\I wix,y,z)

2

Bild 10: Prinzip der Wirkung einer Einzelkraft auf einen anisotropen Halb-
raum
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Kontaktfldache F aufintegrierte Normaldruck gleich der resultierenden Kon-
taktkraft P sein muB

P =f/p(x,y) dxdy - (74)
F

folgt fiir die Konstante P, aus G1.(73).

3P
p. = (75)
o) 2nrxry

Fiur den Zusammenhang zwischen den Verschiebungen wj der beiden Kontaktpart-
ner j=1,2 und der resultierenden Kontaktkraft P sowie den Halbachsen rx,ry
hat Sveklo /46/ des weiteren folgende Beziehung

n/2 (3)
3 A . 2 2 2 .2
3P f kj Ak] x°cos® + vy sm@)d@
Wy = —————apy Re i rr_ - —_ (76)
3 aner )32 EE: A \*Y A% A
Xy °© 1 oj
abgeleitet, worin A abkiirzend fiir
r 1/2
A= [ 2 (- ezsi.nze)] (77)
Y
steht und € die numerische Exzentrizitat
2 2
r’ -r
el = X (78)
r
X

der Kontaktflache bezeichnet. Die in G1.(76) auftretenden GroBen A£3229kj
und 8yi sind komplexe Funktionen, die allein von den elastischen Konstanten
des jeweils betrachteten Korpers j sowie vom Integrationswinkel @ abhdngen.
Abgesehen von wenigen einfachen Spezialfdllen kdnnen diese GroBen nicht
durch elementare analytische Ausdriicke angegeben werden. Die in G1.(76) und
in den nachfolgenden Beziehungen des Kapitels auftretenden Integrale iiber €
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miissen deshalb numerisch berechnet werden, wobei fiir jeden Kontaktpartner
Jj=1,2 und jeden diskreten Integrationsschritt von @ die komplexen Werte

Akg s Ak,j und Aoj zu bestimmen sind. Die dazu benttigten Beziehungen sind
in Anhang 9.2 aufgefiihrt.

In diesem Sinne kann nach Sveklo mit den GIn.(72),(76) die folgende Bezie-
hung fiir die resultierende Annaherung der beiden Kontaktpartner

n/2 2 3 A
3P % %y de
6 = > 2 Rei—=xl 2 (79)
4n(rxry)172 6r =1 k=1 803 A

sowie der folgende Zusammenhang

V2 2 A§<3 ) &% 2 a
1 3p . j j e
= = Re i cos e —
p c=r— [ X X R 3
x 2nirr y) 5 =1 k=1 o] A 50)
n/2 (3)
2 3
1 3P %5 8% 2, g8
R _21't(rr)3:2 Z Z Re A j-ngls:;
Yy Xy o j=1 k=1 o]

zwischen der Kontaktkraft P, den Halbachsen rysl und den resultierenden

Kriimmungsradien angegeben werden. Aus den GIn.(80) folgt mit den G1n.(77),
(78)

/2 2 3 (3)
f z 2 Re i ij—il (cosze - & sinze) ng 7372 = o} (81)
b =1 k=1 Aoj Rx (1-e“ sin“®)
und
. n/2
2 3 (3)

1,1 _ 3 S ae

R+ —3f;kz_1Rei — 2372 , (82)

» Ry <« 0 J = AL (1-€'sin”@)
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so daB aus letzterer Beziehung zusammen mit den G1n.(78) und (79) das gesu-
chte Kontaktkraftgesetz in der folgenden Form

p = K &/2 (83)

abgeleitet werden kann, wobei sich der Koeffizient K aus folgendem Ausdruck

2o (3)
EZReiAijkj de 7]1/2
PIRESTT & S Bt (= )1/2 (84)
3 /2 ) 3/2 R + Ry
[ £ 3 ]
S 3=1 k=1 °

berechnet. Dabei ist es erforderlich, zundchst mit der G1.(8l) die Exzen-
trizitat € zu emitteln. Im iibrigen verbleibt zu bemerken, daB flir isotrope
Materialien die Beziehungen von Sveklo in die entsprechenden von Hertz
Ubergehen.

Da die numerische Berechnung der Parameter des Kontaktkraftgesetzes mit
einem nicht ganz unerheblichen Programmieraufwand verbunden ist, werden in
Tabelle 1 ein paar exemplarisch berechnete Werte angegeben. Diese Tabelle
gilt fiir den Kontakt zwischen einer isotropen Kugel mit dem Radius Rx1=
Ry1= RS und dem E-Modul Es(vs= 0,30) und einem ebenen, unidirektional mit
Kohlenstoffasern (Typ SIGRINF) in x-Richtung verstirkten Epoxydharzhalbraum
(RX2= Ry2+ ). In dieser Tabelle wurde der Koeffizient K auf den Radius Rg
der Kugel bezogen und die Kontakthalbachse ry auf das Produkt aus Kontakt-
kraft und Kugelradius. Damit gestattet die Tabelle die Bestimmung der aktu-
ellen Parameter des Kontaktkraftgesetzes in Abhangigkeit von Rs’Es und vom
Faservolumenprozentanteil im Halbraum.

AuBerdem wird im ndchsten Kapitel ein Ndherungsverfahren zur Ableitung
eines Kontaktkraftgesetzes gezeigt, das unter gewissen einschrankenden Be-
dingungen in Bezug auf die elastischen Konstanten der anisotropen Kontakt-
partner eine wesentlich einfachere Berechnung der anisotropen Kontaktkraft-
gesetzparaneter als bei Sveklo gestattet. Im Sinne einer praktikablen An-
wendbarkeit entfallt dabei die aufwendige numerische Berechnung der kom-
plexen Hilfsfunktionen der Theorie von Sveklo.
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Halbachsenverhdltnis rx/ryf

Vol.-% Fasergehalt

| 0 | 20 | 40 | 60 | 80
E 2 1018 1 0,904 0,879 0,860 0,823
in 8 10, 1 0,896 0,869 0,837 0,785
5, 14 10, 1 0,896 0,868 0,835 0,781
[N/m“| 20 10 1 0,894 0,866 0,832 0,775
.. 1/2 . 2
Bezogener Koeffizient des Kontaktkraftgesetzes K/(Rs) in IN/m |:
Vol.-% Fasergehalt
] 0 | 20 | 40 | 60 | 80
E 2 1018 0,450 1018 0,760 1018 1,004 1018 1,576 1018 1,810 1018
in 810 10,509 10, | 0,831 10, | 1,122 10, | 1,552 10, | 2,240 10,
o, 14 10,4 0,518 10, /| 0,839 1o, | 1,132 10, /| 1,570 10, | 2,274 10,
|n/m“| 20 10 0,522 10 0,845 10 1,149 10 1,604 10 2,355 10
Bezogene Kontakthalbachse ry/(RSP)l/3 in Im/(Nm)1/3|:

Vol.-% Fasergehalt

| 0 | 20 | 40 | 60 | 80
1 _ - - — -
B, 2100 6,06 1073| 5,32 1075 | 4,92 1073 | 4,60 107 | 4,16 107}
in 810,01 5,81 10 ,| 5,20 10_,| 4,77 10_, | 4,34 10_, | 3,95 10_,
, 1410, | 5,78 10_, | 5,19 10_, | 4,76 10_,| 4,34 10_, | 3,93 1o_,
|n/m“| 20 10 5,76 10 5,18 10 4,74 10 4,31 10 3,90 10

Tabelle 1: Parameter des Kontaktkraftgesetzes beim Kontakt zwischen iso-
tropen Kugeln mit verschiedenen Elastizitdatsmoduln Es(vs= 0,30)
und einem mit Kohlenstoffasern unidirektional verstarkten Epoxyd-
harzhalbraum

4.3 Naherungsverfahren fiir die Ableitung eines Kontaktkraftgesetzes

Als Basis zur Herleitung des Kontaktkraftgesetzes wird wie bei Sveklo die
Losung des statischen Teils der Differentialgleichungen (10) eines durch
eine Einzelkraft belasteten orthotropen Halbraums gesucht. Dieses Verschie-
bungsfeld u,v,w muB neben dem partiellen Differentialgleichungssystem, das
aus den Gleichgewichtsbedingungen, den Dehnungs - Verschiebungsgleichungen
und dem Werkstoffgesetz abgeleitet ist, noch folgenden Randbedingungen mit
Bezugnahme auf Bild 10 gehorchen. Im Unendlichen miissen alle Spannungen und
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Formanderungen gegen Null gehen. Die Spannungskomponenten Tox und "zy miis -
sen in allen Punkten der Oberfldche z =0 verschwinden. Ebenso muB in allen
Punkten dieser Ebene mit Ausnahme des Lastangriffspunktes die Komponente a,
gleich Null sein. Die aufintegrierte Resultante der Spannungen o, in den

2z
Ebenen z = const. muB den Betrag P haben.

Wdhrend Sveklo das anstehende Problem mit Hilfe komplexer Lastfunktionen
geldst hat, wird hier eine Naherungsldsung im Reellen angestrebt. In Anleh-
nung an Lodge /47/ wird angenommen, daB die elastischen Konstanten der je-
weiligen Kontaktpartner den Bedingungen

\/vxyvyx = vxzvzx=Jvzyvyz = v

G =

yz 2 (14v)

ey (85)

G = EXEZ

Xz 2(14V)

\/E E

G = __x__L

Xy 2 (14V)

genligen. Dies wird z.B. von isotropen Korpern exakt erfiillt. Real existie-
rende orthotrope Materialien erfiillen diese Bedingungen dagegen nur mehr’
oder weniger angendhert. Betrachtet man die Bedingungen nach G1.(85) im
folgenden als erfilllt, was bedeutet, daB die Elastizitdtsmatrix der jewei-
ligen Kontaktpartner z.B. durch die jeweils vier GrioBen Ex, Ey, EZ und v
vollstidndig beschrieben werden kann, so kann mit einer Transformation nach
Lodge /47/ das Problem des durch eine Einzelkraft belasteten orthotropen
Halbraums in Bezug auf die Differentialgleichungen und die Randbedingungen
in eine dem isotropen Problem analoge Form iiberfiihrt werden. Deren Ldsung
jst bekannt, und man erhdlt nach einer Riicktransformation folgende Bezie-
hung

132 £ \1/2 £ \I/2 -1/2
(x,y,2=0) =2 Y 2) 22 2 (86)
wix,Y, " meeh /A |\E E Y

XY Z X Y

fiir die Verschiebungen w(x,y,z=0) an der Oberflache des Halbraums. Die ge-
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naue Durchfiihrung des Transformationsverfahrens findet man dazu in Anhang
9.3.

Um nun zu einem Zusammenhang zwischen dem in der Kontaktflache nach Bild 11
herrschenden Druck p(x,y) und den Verschiebungen wl(x,y), wz(x,y) der bei-
den Korper 1,2 zu gelangen, denkt man sich die Druckverteilung durch eine
in den einzelnen Elementen der Druckfldche wirkende Einzelkraftbelastung
dP=pdF ersetzt. Eine solche, an der Stelle (x,y) wirkende Einzelkraft pdF
ruft dann unter Bezugnahme auf Bild 11 an der Stelle (xo,yo) eine infini-
tesimal kleine Verschiebung dw1 der Korperoberflache 1

=2
1-v1 p dF

(B By Eay) /2 , 1/2
o e + E) n’
X, Y,

hervor. Integriert man iiber samtliche Elementarlasten der Kontaktfldche,
ergibt sich fiir die resultierende Verschiebung W, an der Stelle (xo,yo)

dw1(x Y) =

o'?o (87)

-X -X n .
2 [ /E+ x 2 n+y 2q1/2
% |-(52) - (5
rx X
W, (%Y, = = Y dndE
" (ExEy1 21) Ez 22, (E2)'? 2
E— \g,/ O
i
; (88)
wobei die inneren Integrationsgrenzen sich aus
i E+x \2|1/2
= - +r |1~ o
M4 Yo Yy ! ( r, )
) (89)
i E+x \2]1/2
= - - 1 - =)
N2 Yo ry ( T, )

berechnen. Zur Berechnung des Doppelintegrals in G1.(88) erweist es sich
als zweckmdBig, mit der Substitutionsmethode auf transformierte Koordinaten
E'.x'yn'sy' ... liberzugehen.
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a)
y
L <
¥=-rsind
, n'= r cosd
b) - M "r

Bild 11: Schema der elliptischen Kontaktfldche mit den Halbachsen ry und ry.
Darstellung in a) kartesischen Koordinaten
b) transformierten kartesischen Koordinaten
und Polarkoordinaten
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Mit
' E 1/4
E X X, Iy Ex1 ,
) 90)
' ' ' E 1/4 (
MY Yo Yy | (_1)
n Y Y, I, Ey1
wird dann das Doppelintegral von G1.(88)
T M
vt a2 Zors onn291/2
; () (5
Yy = 1-"12 173 - x - élr\'1/4 4 173
(€, E, E2) 2 (n")? €,/e, )" ©/E )
"y J(E)+(n) 217 1%
% M
(91)
mit den folgenden
i E' +x('D 27 1/2
[} — - ] 1 -
n, = yo+ry L1 (ﬁ-——rx |
92
' i E' +x! 2] 1/2 (92)
e B -
n, = Yq rY 1 -—¢——rx

inneren Integrationsgrenzen. Mit Verweis auf Bild 11b wird nun zu Polar-

koordinaten
E' = -r sind
n"= rcos?d (93)
dn'dg' = rdrdd

iibergegangen. Das Doppelintegral nimmt damit folgende Form

2 -rsine 2 y'°+rcos 2q1/2
_ 1- v1 y1 x1 ) ( ry'
w, = rdrdd
tt(Ex EY1Ez ) r
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an. Die darin auftretenden inneren Integfationskonstanten rys’s berechnen

sich aus
- a,+ Jaz - 4a.a
_ 2 2 173
r, =
1 2 a1
5 (95)
S S B Bl
2 2 a
1
mit
. 2
sin® cos &
="\ T
X y
x'sin 9 y'cos 9
=2 (2 - ) (56)
(x!) (x')
X
x'\2 ,y'\2
SARCIRC)
r Y
X y

als abkiirzenden Ausdriicken. Das innere Integral von G1.(94) kann nun z.B.
mit Hilfe der Integraltafeln in Bronstein, Semendjajew /105/ berechnet wer-
den und man erhdlt nach einer Zwischenrechnung '

2
1-3 Ey By, 1/4 .
w, = prir' =
'oaE g E2)/A\ E Xy
141 % 1
h14 114
2 2 cos® 8 2 .2 sin9 &
% [(r'- x') ad + (r "= yy)
X ° (r'2 sinza + r}'{ cos28) 3/2 b4 0 (rl',zsinza + r;(zcosze) 3/2

. (97)
Nach der Riicksubstitution auf die urspriinglichen Koordinaten x,E,y,n... er-
gibt sich daraus unter Beachtung von G1.(75) schlieBlich folgender Ausdruck
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2
1-v
3p 1
(x_,y) = *
° it e E Ei) /
1 Y1 %
g \1/2 n
e | o2 -2 (2 cos” as
o\ By [(E e, )1/2 sins + (B, /E_)V/2 2 cos?&]m
Ty 2./ % x
0 Z 1 %
g \172 T
+ (r2 -Yz) il sin’® ]
y "o \E [(E 5, )‘/2 r2 sin’s + (5, /E, )‘/2 2 cosa]3/2
! 0 Ty %

(98)
fiir die Verschiebung wl(xo,yo), der in folgende Form

1-v %
KRCCat Ry —)
2 Tt

*{( _x_o) f cos’0 ds +
2 1/2 2 ..2.193/2
ri . [cos“e + (Ex1/Ey1) 2 Y/ “sin 513/

E. \1/2 ,_ \2 2

. ( x1) (rli) ( _Yo) f si?ja 17 as }
E r 2 2 2
Y, X r § [cos® + (E x, /E y1) (rY/rx) sin“9 ]

(99)
gebracht werden kann. Die Integrale in G1.(99) sind nicht durch elementare
Funktionen ausdriickbar. Sie kdnnen aber mit den Integraltafeln von Grdbner
und Hofreiter /106/ auf elliptische Integrale zuriickgefiihrt werden, so daB

sichdieelastischen Verschiebungen der Kontaktpartner an der Stelle (xo,yo)
folgendermaBen

1- v Ex 1/4 1 x2 y2
RCRARS ; 7% =) \&)|(-3)5 (- 2) e
(E E E z, rx rx r
XY 2 1 Y
=2 E \1/4 2 2
1- v X 1 X Yy
W, (X 1Y) = ﬁ 2 E 2) &= - = )L+ (1= 5 )1,
(E E E )1/4 z rx r r
Xy ¥y 2 2 X Y

(100)
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darstellen lassen, wobei folgende Abkiirzungen

2 T n .
- [F(— k) -EG kj)] fir 0 < ky <1
I
I, = | ]
Z fiir k, = O
(101)
[ 2 [E@, k) - 1-AFE , k] fir 0 <k, < 1
B Bl B JFG ¥y 3
_1 S
IJZ 114 .
= fir k; =

und

: 5\ ()
kjy = 1-lg r (102)
Yj X

gelten. F(n/2,kj) und E(n/2,kj) sind dabei die vollstdandigen elliptischen
Integrale erster und zweiter Gattung, deren Werte man in Abhdangigkeit von
k. bei Bronstein, Semendjajew /105/ und Jahnke-Emde /107/ tabelliert fin-

J
det.

Aus den GIn.(100) ergibt sich dann mit der geometrischen Beziehung von
G1.(72)

2 2
*o Yo
Wit Wy =8-3R TR,
X Y
2 B y
(1 -9, Ex 1/4 x2 Y2
) ! ! -2 +(1-21
4’ ‘r 2 \1/4\ E 2 1N 2 1712
x {(E_E_E”) r r
X, Y, 2 1 X Y
141 ™ R i
2 B by
(1 - v,) By 1/4 x> Y2
+ 2 2 1- -2 ).+ [1- 2|1
2 . 1/4\ E 2 |-21 2 |22
(E_E _E_) z r r
2 ¥y 25 2 I X y |

(103)
als Grundgleichung des Kontaktproblems. Ein Koeffizientenvergleich der bei
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X _ und Yo stehenden Terme der G1.(103) liefert

0
2 2
(1 - v)) Bx 1/4 1 - v) B, V74
L _3® 4,4 17 ) 1.+ 21/4 E2 I
2R 4n 'r_ ' 2 2 . 1/4\E 1
X X r (E_E_E_) Z (E E E ) z
x | XY 2 1 Xy ¥y Z) 2
2 1/4 2
1 - v,) Bx 1 - v,) Bx 1/4
=2 4 5! 1) 1 - 2] 1
2Ry mor 2 €, E y 174\ E, 12* € E E 174\ E, 22
7y B Py, “1 Xy ¥y 2 2
(104)
AuBerdem folgt aus G1.(103) fiir die Stelle x5=y0=0
2 2
_ = E. \1/4 = E, \1/4
&= D ! W14 :1 (T4 )+ 1 v214 ;2 (1, +5ﬂ}
v L B, B A \E € & E2 )4\,
X1 ¥ % X2 Y5 2
> (105)
woraus mit den G1n.(104)
2 2
r r
5=2%*'2%_ (106)
X Y

abgeleitet werden kann. Multipliziert man die zweite der G1n.(104) auBerdem

mit dem Faktor Ry/Rx und subtrahiert den Ausdruck von der ersten, so erhdlt
man

2
- E \1/4
(1 - wv,) X R r 2
1 1 X
& v, 27 (E ) [111‘ D &) 112]"
X1 ¥y 2 1 “1 *
2
A - 32) Ex2 1/4 R, T, 2
+ E 2 7,174 \E [Iz1 & & Izz] 0
Xy ¥y 2 “2 Ty

(107)
als Bestimmungsgleichung fiir das Halbachsenverhdltnis rx/ty' Ferner folgt
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aus den G1in.(104)

3 (1- 5. E 1/4 2
_1_+_1__=_3£(L) 1 L I
2R 2R T \r 2 \1/4\E 11 2 12
X Yy X (Ex1Ey1Ez1) z, ry
5 (108)
a- \-)2) e \1/4 ri
+ (I,, +=% I1,,)
(E E E2 )1771 Ez 21 r2 22
Xy ¥y 2y 2 Yy

Eliminiert man hieraus mit G1.(105) rys ergibt sich nach Aufldsung nach P
die bekannte Form

P = K 63/2 (109)

des Kontaktkraftgesetzes mit

- % %‘Vﬂx rir) a- %%V21+41)1ﬁ
. + — 4 - — =
o 2, A\E A Pl e /1 6 2* 2 T2

| Px. By Bz, 2 v %, ¥y 2 2 y (ZR R ) 1/2
kK=3m ) 2 * |R+R
B ) E, \.l/4 -3 1/4 3/2 %'y
L =L (@, I+ 2 (22} @ sz
(E E 32)174 Ez 11 712 E E E2)174 Ez 21 "22
L% Y % 1 Xy ¥y %) 2
(110)
als Bestimmungsgleichung des Koeffizienten K. Dabei sind Rx und Ry mit
LI S
R~ R R
(111)
1 1 1
o = — e —
R R
Y Py‘l Yy

die bereits definierten Hauptkriinmungsradien. Zur Berechnung des Koeffizi-
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enten K ist es erforderliich, zundachst mit G1.(107) das Halbachsenverhdltnis
zu berechnen. AbschlieBend bleibt noch darauf hinzuweisen, daB die Umstel-
lung von G1.(108) folgende Beziehung

2 .
w [ -5 [\ 2 (- %) Ee \1/4 2 /3 fr g \ 1/3
X 2 2 X X
r=|3® 1 @2 1)+ =2 @+ 21, —Xy
| |5 5 2, 8\E; ut 2 Mt Al E 2t 2T R Ry
X ¥ 4 i Y Xy ¥3 25 2 Y

(112)
flir die Kontakthalbachse s in Abhdngigkeit von der Kontaktkraft liefert.
Beim Obergang zu disotropen Stoffen kommt man mit den abgeleiteten Glei-
chungen auBerdem auch hier wiederum zu den entsprechenden Hertzschen Bezie-
hungen.

Die Berechnung der Parameter des Kontaktkraftgesetzes hat sich damit gegen-
Uber Sveklo erheblich vereinfacht. Dies unter der Bedingung, daB die Bezie-
hungen von G1.(85) 1in Bezug auf die elastischen Konstanten gelten und sich
das Stoffgesetz jedes Kontaktpartners auf vier unabhdngige Variable Ex,Ey,
E, und v reduziert. Wie Vergleichsrechnungen mit der Theorie von Sveklo er-
gaben, berechnet man dabei zweckmdBigerweise die mittlere Poissonsche Quer-
dehnzahl

3= 176 (113)

\)xy\)yx\)zy\)yz\)xz\)zx

aus dem geometrischen Mittel der Poissonschen Querdehnzahlen des real exi-
stierenden Materials.

Fiir das konkrete Beispiel des Kontaktes zwischen einer isotropen Stahlkugel
(E=21,1 1010 Nm?; v =0,28) und einem unidirektional mit Kohlefasern (Typ
SIGRI NF) in x -Richtung verstdarkten Epoxydharzhalbraum bei verschiedenen
Faservolumenprozentanteilen zeigt Bild 12 einen Vergleich berechneter Para-
meter des Kontaktkraftgesetzes, die zum einen mit der Theorie von Sveklo
und zum anderen mit der in diesem Kapitel abgeleiteten Ndherungstheorie be-
stimmt wurden. Beide Theorien fiihren bei Null Volumenprozent Fasergehalt
auf die entsprechenden Werte der fiir isotrope Stoffe giiltigen Theorie von
Hertz. Beziiglich des Koeffizienten K zeigen beide Theorien auBerdem eine
gute Obereinstimmung im Bereich der in der Technik heute vorkommenden Falle
(bis ca. 60-Vol.% Fasergehalt).
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Bild 12: Parameter der Kontaktkraftgesetze beim Kontakt zwischen einer
jsotropen Stahlkugel und einem Kohlenstoffaser/Epoxydharz-Halbraum
bei verschiedenen Faservolumenprozentanteilen

a - Theorie von Sveklo
b - Naherungstheorie
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4.4 Experimentelle Methode zur Bestimmung des Kontaktkraftgesetzes

Die vorgestellten theoretischen Verfahren zur Berechnung der Parameter des,
Kontaktkraftgesetzes beruhen auf idealisierenden Voraussetzungen. So han-
delt es sich zundchst um statische Kontakttheorien. Moglicherweise auftre-
tende Einfliisse z.B. von Reibung in der Kontaktfldche oder eventuell nicht
linear elastischem Materialverhalten werden nicht beriicksichtigt. AuBerdem
wird die Annahme, daB die Kontaktfldche sehr klein im Vergleich zu den Ab-
messungen der Kontaktpartner sei, bei einer diinnen Platte in Bezug auf die
Plattendicke h nur schlecht erfiillt.

Im folgenden wird deshalb eine Methode erldutert, die eine experimentelle
Bestimmung der dynamischen Parameter des Kontaktkraftgesetzes unter den re-
alen Bedingungen des StoBes von Stahlkugeln auf eine faserverstdrkte Platte
und einen faserverstidrkten Halbraum gestattet. Diese Methode wurde bereits
von Schwieger und Dambrowski /48/, /49/ zur Bestimmung der Parameter des
elasto - plastischen Kontaktkraftgesetzes beim BalkenbiegestoB vorgestellt.
AuBerdem wurde sie von Dombrowski /50/ beim StoB auf eine diinne isotrope
Platte mit elasto - plastischer Kontaktwechselwirkung benutzt sowie vom Ver-
fasser /51/ zur Emittlung der Parameter beim elastischen StoB auf eine
Rippenplatte mit strukturbedingter Orthotropie. Hier interessiert u.a. die
Frage, ob beim Platten- und HalbraumstoB grioBere Unterschiede in Bezug auf
die experimentellen Parameter des Kontaktkraftgesetzes feststellbar sind.

a) Biegestof auf eine Platte:

Die Vorzeichenregelung der Ortskoordinaten im Zusammenhang mit dem StoBvor-
gang wird hier und im weiteren Verlauf der Arbeit derart gehandhabt, daB
samtliche Lageverdnderungen in urspriinglicher KugelstoBrichtung als positiv
- entgegengesetzt als negativ - betrachtet werden. Ausgangspunkt ist die
Bewegungsgleichung der Kugel. Sie liefert den Zusammenhang zwischen der auf
die Platte gerichteten StoBkraft

P(t) = -m I¥ (114)

und der Schwerpunktbeschleunigung der Kugel. Die zweifache Integration iiber
die Zeit fiihrt auf das folgende Doppelintegral
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t'=t t'=t"
]

wit) = NAEE f f P(t")dt' dat" (115)
s o o

fiir die Schwerpunktverschiebung w der Kugel. Dies kann in ein Einfachinte-
gral

1
m
S

t
WiE) = v t - f Py -t at (116)
o

iiberfiihrt werden.

Wdhrend des Friihstadiums des StoBes, in dem die Randbedingungen der Platte
keinen EinfluB auf das Geschehen am StoBpunkt nehmen konnen, besteht auBer-
dem ein im nachfolgenden Hauptkapitel abgeleiteter linearer Zusammenhang
zwischen der Durchbiegung der orthotropen Platte unter dem StoBpunkt

t
() = a J peY) at! (117)
0

und dem Zeitintegral iiber die StoBkraft. Der diese Proportionalitadt be-
schreibende Plattenparameter a, wird dabei allein durch die elastischen
Konstanten, die Dichte und die Hohe der Platte bestimmt.

Unter der Voraussetzung von Hertz, daB allein die Verhdltnisse in der Umge-
bung der StoBstelle seibst den StoBvorgang ausmachen, kann fiir die Deforma-
tionen von Kugel und Plattenelement, d.h. fiir die Abplattungen der Kugel
und das Eindringen der Kugel in die Platte, die Differenz der Schwerpunkts-
verschiebungen der StoBpartner gesetzt werden. Dann kann fiir die Anndherung
der Kontaktpartner folgende Abhangigkeit

t t
e W - - -1_ ] -t ! " |} ]
6(t) = w(t)- W_(£) = v_t m, (_)f P(t') (t-t")at' - a 6[ P(t")dt (118)

von der StoBkraft angegeben werden. Hat man die StoBkraft gemessen, so kon-
nen aus einer Zuordnung entsprechender Wertepaare der nach G1.(118) ermit-
telten Anndherung & und der StoRkraft P mit den Methoden der Ausgleichs-
rechnung (Prinzip vom Minimum der Fehlerquadrate) der Koeffizient K und der
Exponent E des verallgemeinerten Kontaktkraftgesetzansatzes
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P = K& = K (w-w)F (119)

Hierbei tritt keine Verschiebung des Halbraumschwerpunktes auf, so daB die
Anndherung der Kontaktpartner gleich der Schwerpunktverschiebung der StoB-
kugel nach StoBbeginn

t

6(t) = w(t) = v t - rln /P(t‘) (t-t')dt’ (120)
S

o

ist. Die Bestimmung der KKG-Parameter erfolgt ansonsten analog zum Platten-
stoB. Auch braucht hier keine Riicksicht auf ein Friihstadium genommen zu
werden, so da der gesamte Be- und Entlastungsvorgang zur Auswertung heran-
gezogen werden kann.

Nimmt man den Wert E=3/2 des Exponenten als gegeben an, besteht noch eine
zweite Moglichkeit zur Berechnung des Koeffizienten K beim StoB auf den
Halbraum. In formaler Analogie zur Theorie des StoBes zweier Kdorper 1 und 2
von Hertz konnen ausgehend vom Kontaktkraftgesetz

P = k&%= K @ -y’ (121)
mit den Bewegungsgleichungen
m, W, = - P(t)
.. (122)
m, W, = P(t)
folgende Beziehungen
3/5
s ™M™ 23 2
Pmax—-[z IW K (Vo1- Voz) ] (123)
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: 1/5
25 m 2
T = 1,4716 [73- ! ) ( 172 ) ] (124)
(vo1- VOZ)K m1+ m,
fiir die maximale StoBkraft Pmax und fiir den Zeitpunkt maximaler StoBkraft
T in Abhdngigkeit vom Koeffizienten K und von den StoBgeschwindigkeiten

max
der beiden Kontaktpartner angegeben werden. Die Herleitung der G1n.(123),

(124) findet man z.B. bei Szabo /99/. Bei dem hier vorliegenden Fall des
StoBes einer Kugel m = my mit der Geschwindigkeit Vo= Vol auf einen ruhen-
den Halbraum (vof=0;m2-*w) liefert die Umstellung von G1.(123) folgende

p5/2
K = max (125)

3/2
[é-m vz]
4 s o

Beziehung fiir den Koeffizienten K. Mit der gemessenen maximalen StoBkraft

Pmax kann der Koeffizient somit bei vorgegebener StoBmasse und -geschwin-

digkeit auf besonders einfache Weise bestimmt werden.

5. Theoretische Behandlung des BiegestoBes auf eine orthotrope
Platte - Herleitung einer vereinfachten StoBtheorie

5.1 Bemerkungen zur Plattentheorie

Ausgangspunkt zur Behandlung des PlattenstoBes in Anlehnung an Bild 1 ist
die klassische Theorie orthotroper Platten, die man z.B. bei Lekhnitzkii
/59/ oder Ashton und Whitney /60/ findet. Es werden die von der Platten-
theorie von Kirchhoff bekannten Voraussetzungen getroffen.

1. Die Plattendicke bzw. -hthe soll klein sein gegeniiber den Ab-
messungen der Plattenmittelfldche und relativ groB im Ver -
gleich zur Durchbiegung.

2. Die Wirkungen der Querkraftschubspannungen T,z Tyz und der

Normalspannung a, werden vernachldssigt.
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3. Die Normalen der Plattenmittelfldche stehen auch nach der De-
formation senkrecht zur gekriinmten Mittelebene.

4. Alle untereinanderliegenden Plattenpunkte erfahren dieselbe
von z unabhingige Durchbiegung W = W(x,y). Eine "Zusammenpres-
sung" der Platte wird also vernachldssigt.

Aus der Bedingung 2 folgt die vom ebenen Spannungszustand bekannte Form des
Stoffgesetzes der G1n.(44),(45). Mit den Bedingungen 3 und 4 ergeben sich
die zur Plattenflache parallelen Verschiebungen aus den Gradienten der Plat-
tendurchbiegung

]
|
N
I

oxX (126)

g, =M __,3W
X axX sz
v Bzﬁ
E =So=-2 —5 (127)
y 9y 3y°

annehmen. Des weiteren greifen an einem Plattenelement mit Bezugnahme auf
Bild 13 die folgenden auf die Schnittlangeneinheit bezogenen Biegungsmomen-
te und Querkrdfte

. h/2
M ,M M = = = 128
( LM, N&er&x) ./r (qx,oy,txy-ryx) zdz ( )
-h/2
h/2

[
o)
A
o
N

Qe Q) - f 2x' Czy (129)
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Bild 13: Spannungsverteilungen am Plattenelement; (An den gegeniiberliegen-
den Fldchen wurden diese zur besseren Obersicht weggelassen)

/ :

l . LoeSppt: Ve TN 2
= s s}

SSRGS
L7

vt e, %" " RN A
AR AN I RT g v ]

Cla e s aTes o s e K
O R IR R W DA LKA I el

Bild 14: Prinzipieller Aufbau einer anisotropen Verbundplatte aus uni-
direktional verstdrkten Schichten mit unterschiedlicher Faser-
orientierung
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an. Ersetzt man nun mit dem Stoffgesetz nach G1.(44),(45) die Spannungen in
G1.(128) durch die Komponenten des Verzerrungstensors und driickt diese Kom-
ponenten mit den G1n.(127) durch die Krimmungen der Plattenmittelfldche
aus, so erhdlt man nach Integration iiber die Plattenhohe folgende Beziehun-
gen

M =-D_( +V_ —=)

ax® ¥ ay?
M, =-p Eg+v 23 (130)
y Yoy K oy

2

fiir die Biegungs- und Torsionsmomente. Die darin auftretenden Biegesteifig-
keiten Dx’ D‘y und die Torsionssteifigkeit Dk stehen dabei in folgendem Zu-
sammenhang

E hd
D, = T5rs
x 1201 - vxy\’yx)
E2h3
D, = _ (131)
y  12(1 vxyvyx)
3
G_ h
= XX
Dy 12

mit den technischen Konstanten. Zur Herleitung der Plattendifferentialglei-
chung integriert man die fiir den dynamischen Fall erweiterten Gleichge-
wichtsbedingungen von G1.(1) iiber die Plattenhthe h und erhdlt

-X _ XY = W
+Q =® 2
X Ay axot
M M J3
-—X-Hig =9 (132)
3% ax %% ayat?



77

mit 8, G& als den auf die Schnittlingeneinheit bezogenen Massentragheits-
momenten und p(x,y) als Plattenbelastung in positiver z-Richtung. Differen-
ziert man die oberste der GIn.(132) partiell nach x und die mittlere parti-
ell nach y, addiert anschlieBend beide und eliminiert darin mit der unter-
sten Gleichung Q, und Qy’ so erhdlt man unter Beriicksichtigung von G1.(130)
und unter Vernachldssigung des EinfluBes der Rotationstragheiten die fol-
gende Plattendifferentialgleichung

S ok o

D — + 2D +D_—% + ph — = p(x,y,t) (133)
X ax4 Xy ax28y2 y ay4 atz - ’
wobei
2 = D + +
ny xvyx Dyvxy 4 Dk (134)

als "effektive Torsionssteifigkeit" bezeichnet wird.

AbschlieBend sei noch kurz die Vorgehensweise bei Laminatplatten in Anleh-
nung an Bild 14 erlautert. Die Platte bestehe aus N unidirektional ver-
starkten Laminatschichten, die gegeneinander unterschiedlich orientiert
sind. Sofern die elastischen Konstanten der einzelnen Laminatschichten in
den jeweiligen elastischen Hauptachsensystemen xi s y& bekannt sind, kann
die Elastizitatsmatrix einer jeden Schicht mit den Transformationsbezie-
hungen der G1.(9) im globalen Plattenkoordinatensystem x,y berechnet wer-
den. Aus den so erhaltenen Steifigkeiten (Ell)k’ (Ezz)k, (666)k einer jeden
einzelnen Schicht k berechnen sich die resultierenden Biegesteifigkeiten
und die Torsionssteifigkeit der Laminatplatte nach Vinson und Chou /100/
dann folgendermapen

N
0, =3 T Cppcthg - e y) (135)
k=1

N
_1 3_,3
k=3 2 Caghi (M = Py

k=1
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Diese Laminatplatte kann somit wie eine ungeschichtete orthotrope Ersatz-
platte mit den oben angegebenen resultierenden Steifigkeiten behandelt wer-
den. Die erliduterte Vorgehensweise beruht allerdings auf den in praktischen
Fallen oftmals eingehaltenen Voraussetzungen, daB die Platte symmetrisch
beziiglich der Mittelebene laminiert ist und, sofern neben 0° und 90° auch
Schichten unter 45° in Bezug auf das globale Koordinatensystem angeordnet
werden, eine gleich groBe Anzahl von +45% Schichten wie von -45° Schichten
bei jeweils gleicher Schichtdicke vorhanden sein muB. Werden diese Bedin-
gungen nicht eingehalten, so verschiebt sich die "neutrale" Ebene, und die
resultierende Elastizitatsmatrix hat nicht mehr orthotrope Form.

5.2 Vereinfachte Darstellung der Plattendurchbiegung unter dem StoBpunkt

Im Sinne einer praktikablen theoretischen Behandlung des in Bild 1 darge-
stellten zentralen BiegestoBes isotroper Kugeln auf eine orthotrope Recht-
eckplatte soll in diesem Kapitel zundchst die Frage geklart werden, ob auch
bei einer orthotropen Platte eine Proportionalitdt zwischen der Durchbie-
gung der Platte unter dem StoBpunkt und dem Zeitintegral iliber die in der
Kontaktflache iibertragene StoBkraft besteht®’. Die gesuchte Beziehung soll
Gliltigkeit fiir die Dauer des Friihstadiums besitzen, das durch die Laufzeit
der fiir den Energietransport maBgeblichen schnellsten Biegewellen von der
StoBstelle zum Rand und zuriick bestimmt wird. Wahrend dieses Friihstadiums
nehmen die Randbedingungen keinen merklichen EinfluB auf das Geschehen am
StoBpunkt. Um einfache Eigenfrequenz- und Eigenfunktionsausdriicke zu erhal-
ten wird deshalb die Losung einer allseitig frei drehbar gelagerten Recht-
eckplatte verwendet, wobei dann aber die anschlieBend abgeleitete Propor-
tionalitdtsbeziehung aus den genannten Griinden Giiltigkeit fiir alle entspre-
chenden Platten mit beliebigen Randbedingungen besitzt.

In diesem Sinne wird angestrebt, die Losung der Differentialgleichung (133)
fir eine beliebige Funktion p(x,y) zu finden, so daB hierfiir auch reale
StoBkrafte mit beliebigem zeitlichen Verlauf einsetzbar sind. Dazu wird der

8)

Entsprechende lineare Zusammenhdnge bei isotropen Platten wurden bereits
von Boussinesq /98/, Zener /61/ und Schwieger /74/ abgeleitet. Fiir ortho-
trope Platten hat Streubel /76/ eine analoge Beziehung angegeben, die
allerdings auf der einschrdnkenden und in der Regel nicht erfiillten Be-
dingung beruht, daB die effektive Torsionssteifigkeit der Beziehung

D = DD gehorcht.

xy Xy



folgende Produktansatz

00]
Wix,y,t) = 23 A (t)sin TF sin TX (136)
n

m

a8

als Reihenentwicklung gewdhlt, der die Randbedingungen der frei drehbar ge-
lagerten Rechteckplatte mit den Kantenldngen a,b erfiillt. Der Koordinaten-
ursprung befindet sich in einem Eckpunkt der Platte.

Die Amplitudenfunktionen Amn(t) konnen mit den Lagrangeschen Gleichungen

2.Art und dem Prinzip der virtuellen Arbeit fiir den hier vorliegenden Fall

einer zentralen Einzelkraftbelastung bestimmt werden. Den ausfiihrlichen Weg
findet man dazu bei Streubel /76/ beschrieben. Man erhdalt bei der zentralen
Einzelkraftbelastung P(t)

t
4 1 X . e 1311
AL = Shab [% 6fP(t')51.1'1mmn(t-t')dt' ] sm%E smn—z—- s (137)
wobei die Eigenkreisfrequenzen sich aus
2 1/2
__n m, 4 n, 4 mn, 2

berechnen. Mit den GIn.(136),(137) lautet somit die Losung der Durchbie-
gungsfunktion einer mit der Einzelkraft P(t) belasteten Platte

= _ 4
w(XIYIt) = phab

s[M8

(o]
E;w;m [;P(t')sin wm(t-t')dt']sm T sin B sin T sin BY

s (139)
und man hat speziell mit Xo=Yo= a/2

t

i) =4 S5 [f
W_(t) = P(t')sin o (t-t')dt'] sin
o phaz = whn J mn {

SE

sin 42 (140)
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als zentrale Durchbiegung einer quadratischen orthotropen Platte mit der
Seitenldnge a.

Bei Annahme einer gleichm@Bigen Konvergenz der in G1.(140) auftretenden
Doppelreihe kann die Reihenfolge von Summation und Integration vertauscht
werden. Im Sinne einer Vereinfachung der Durchbiegungsbeziehung wird dann
angestrebt, die unendliche Doppelsumme des neuen Integranden durch ein be-
rechenbares uneigentliches Doppelintegral zu ersetzen. Bei dieser Vorge-
hensweise denkt man sich fiir jeweils (t-t') =const. in Anlehnung an Bild 15
die Glieder der Doppelreihe betragsmdBig liber einer m,n-Ebene aufgetragen,
wobei

(0] mn =0,2,4, ...
sin® BF={ fur

1 m,n = 1,3,5, ...

Zu beachten ist. Die Summe aller mit der jeweiligen Grundfldache AmAn multi-
plizierten Werte der Doppelreihenglieder entspricht dann angendghert, sofern
man jetzt die Eigenkreisfrequenz als kontinuierlich Verdanderliche auffaft,
dem Doppelintegral

® ®© sin CI. (t~t") sin w(t-t") '
D AmAn = ff —Ea— dan . (161)
m n

so daB mit am=An=2 die unendliche Doppelsumme durch ein uneigentliches
Doppelintegral

® © sinm (t-t') sin w(t-t') 9)
;Zﬂ -—ff————m’n dmdn (142)

ersetzt werden kann. Zur Losung des uneigentlichen Doppelintegrals emp-
fiehlt sich der Obergang zu Polarkoordinaten. Mit m=r cos¢ und n=r sing
wird das Doppelintegral

)BeJ. streng mathematischer Vorgehensweise kann diese Aquivalenz nur fir

eine unendlich ausgedehnte Platte mit a/h-+ >~ nachgewiesen werden. Deshalb
wird die anschlieBend abgeleitete vereinfachte Durchbiegungsbeziehung bei
Anwendung auf eine endliche Platte als nur im Friihstadium giiltig ange-
sehen, wo die Randbedingungen noch keinen EinfluB auf das Geschehen am
StoBpunkt nehmen.



(t-t') = const.
ntersuchte CFK-Platte mit

trale Plattendurchbiegung
2 1lus)

- Ebene fiir

ndlichen Reihe flir die zen

rte Uber der m,n
(maBstdbliche Darstellung fiir die hier u

als Amplitudenwe

Bild 15: Glieder der une

t-t' =10us; VertikalmaBstab 1 cm



82

n/2 o0

1 sin w(m,n) (t-t') _ sin w(r,o) (t-t')
y ff o, dm dn = f [ ) rdr do (143)

mit
w(r,p) = 2“— r2 (D cos4cp + D s:.n4<o + 2D smztp cos <p)1/ (144)
a ,[ Yy Xy

als kontinuierlich verdnderlicher Eigenkreisfrequenz. Mit einer Substituti-
on r*= rz erhdlt man

n/2 o
sin w(r,) (t-t') -
/ [ w(r,0) rdr do
0 0
w2 o sm 2 r (D cos4q> +D si.n4<o + 2D si_nzw coszt‘o)v2 (t-t")
1 \/'— X Y Xy *
8 : dr do
4 4 .2 2.1/2
0 0 2\/Eﬁr (Dxcosw+Dysin.cp+2nysmcpcos<o)
s (145)

wobei man die Losung des auf der rechten Seite stehenden inneren Integrals
bei Bronstein, Semendjajew /105/ findet. Danach ergibt sich

2 .
/2 sin[%— r (D‘cosq'cp + D sin4<p + 2D sinzto coszto)vz(t-t')]
1 a“vph i Y i * -
8 - 2 dr do =
id r (D cos4<p + D s:i.n4<p + 2D sinzw coszw) 1/2
0 0 a2 \/‘;ﬁ X Yy xy .
(146)
n/2
‘/_‘ 1
jr 2 77 W ,
(Dcosw+Dysin<p+2D sinzpcoscp)

und das verbleibende Integral kann unter Anwendung der trigonometrischen
Beziehungen und mehrfacher Anwendung der Substitutionsmethode nach einer
ldngeren Zwischenrechnung in ein elliptisches Integral der Form
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/2

az\/;?x f 1 d(D =

16n 4 . 4 2 2 .1/2 -
(Dxcos © + Dysln o+ 2nysin © cos“p)

0

(0 2]

a®Voh 1 / 1
Vb ; {45[52+ 20, /D)5 + 0 /)] }1/2

ds

(147)
uberfiinrt werden. Das rechte Integral ist ein elliptisches Integral in der
WeierstraBschen kanonischen Form, dessen L&sung

(0]

az\/ph 1 / 5 1 173 ds =
16m \/Dy : {4 s [ s+ 2(D,../D,)s + (Dx/Dy)] }
(148)
2 _
_ a“vbh 1 77 F/2.5
16w (Dny)

man z.B. bei Grobner und Hofreiter /106/ findet, wobei k abkiirzend fiir

) 1 ' b 1/2
e (3 )]

steht. In G1.(148) bedeutet F(m/2,k) das vollstindige Legendresche Normal-
integral - auch vollstdndiges elliptisches Integral erster Gattung - , des-
sen Werte in Abhidngigkeit vom Parameter k bei Bronstein, Semendjajew /105/
und Jahnke-Emde /107/ tabelliert sind.

Bei Riickverfolgung der GIn.(148)-(142) ergibt sich somit ndherungsweise

sin = sin =5 = Zgq

iisinwm(t-t') . mIT nr _ a’Vph 1
m n mn (Dny)

7 Ftn/2,0  (150)
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als Grenzwert der unendlichen Doppelsumme, so daB sich die Durchbiegung un-
ter dem StoBpunkt einer zentral belasteten orthotropen Platte folgendermapen

t

4n \/oh (D,p,) 3

darstellt. Der vor dem Integral stehende Ausdruck

ap = F(rt/2,k) (152)
an Voh (Dxny)V 4

wird im weiteren Verlauf der Arbeit als Plattenparameter a, bezeichnet, und
man hat

t

Wyt = o {P(t') at' (153)

als vereinfachte Beziehung der Plattendurchbiegung unter dem StoBpunkt. Ab-
schlieBend sei aber nochmals an den zu Beginn des Kapitels angesprochenen
Gliltigkeitsbereich dieser Gleichung erinnert.

5.3 Berechnungsverfahren fiir die StoBkraft

5.3.1 Integralgleichung der nichtvereinfachten StoBtheorie

Ausgangspunkt ist hier wiederum die Oberlegung, daB die Anndherung & im
Sinne des Kontaktkraftgesetzes gleich der Differenz der Schwerpunktsver-
schiebungen

& = w-W (154)
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von StoPmasse und gestoBenem Plattenelement ist. Die zweimalige Integration
der Bewegungsgleichung der StoBmasse fiihrt auf die bereits aus Kapitel 4.4
bekannte Beziehung

1
m
S

t
W) = v t - 6( P(t') (t-t') dt’ (155)

fiir die Schwerpunktsverschiebung der Kugel. Des weiteren gilt die im voran-
gegangenen Kapitel angegebene unendliche Doppelsumme nach G1.(140)

t

sin wmn(t—t') - . 2
P(t') 3 dt' | (sin 5= sin =) (156)
0

::[v]g

W) = Siap % -

fiir die Schwerpunktsverschiebung des gestoBenen Plattenelements einer frei
drehbar gelagerten zentral gestoBenen Platte, so daB mit der Umstellung

2/3
5 = (%) (157)

des bereits bekannten Kontaktkraftgesetzes eine Integralgleichung als Be-
stimmungsgleichung der StoBkraft abgeleitet werden kann. Dazu setzt man die
Ausdriicke fiir w, Wo’ & aus den GIn.(155)-(157) in die G1.(154) ein und er-
halt

! sin w__(t-t')

t
2/3 o® o 2
1 2/3 _ _1 TS | . ™ . M _ . nn
('12) P(t) = vt msﬁ(t ) (t-t')at' - o g;%:{/.?(t ) — dt‘}(sm? sm?)
0 0

(158)
als nichtlineare Integralgleichung fiir die StoBkraft, deren Ldsung mit
einem der iiblichen numerischen Integrationsverfahren /104/ berechnet werden
kann. Aufgrund der impliziten Form dieser StoBkraftgleichung und je nach
Konvergenz der Doppelreihe kann der Rechenaufwand dabei betrdchtlich. werden.
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5.3.2 Vereinfachte Theorie - die nichtlineare Differentialgleichung fiir
die StoBkraft

Unter Verwendung der in Kapitel 5.2 entwickelten vereinfachten Beziehung
fir die Durchbiegung der Platte unter dem StoBpunkt wird nun eine nichtli-
neare Differentialgleichung fiir die Anndherung und damit fiir die StoBkraft
abgeleitet, wodurch der Rechenaufwand gegeniiber der Integralgleichung (158)
erheblich reduziert werden kann.

Die zweimalige zeitliche Differentiation der vereinfachten Durchbiegungsbe-
ziehung nach G1.(153) ergibt

a%

o) dp
= o £ (159)
) % &

und man erhdlt mit der Bewegungsgleichung der StoBmasse

&%
P = -m, —5 (160)
dt
sofort folgenden Ausdruck
& - - P dp
4 @-i) = - E+a B (161)
dtz (o) g“s qp dt

fiir die Differenz der Schwerpunktsverschiebungen der StoBpartner. Aus dem
Kontaktkraftgesetz der Form

P = K (w-ii )/ | (162)
ergibt sich mit einer zeitlichen Differentiation

3 _ 172 - - '
= SKW-W) = W-W) . (163)
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Setzt man dann die Ausdriicke fiir P und dP/dt der G1n.(162), (163) in
G1.(161) ein, so hat man

d2 _ _ _ 3/2 3 __ 1/2
—o(w=W_) + = (w-W_) + 5 a_ K(w=-W_)
dt2 o) s o 2 °p o

=

d

d—t(v'v—ﬁo) = 0 (164)

3

als nichtlineare Differentialgleichung fir (ﬁ-—ﬁo), aus deren numerischer
Losung mit dem Kontaktkraftgesetz von G1.(162) der StoBkraftverlauf berech-
net werden kann.

Auf der Differentialgleichung (164) aufbauend wird nun noch eine dimen-
sionslose Darstellung angestrebt, die es gestattet, losgeldst von den je-
weiligen StoBbedingungen dimensionslose Berechnungsunterlagen in Form von
Diagrammen anzugeben, die bei verschiedensten StoBbedingungen eine unmit-

telbare schnelle Berechnung insbesondere der maximalen Stofkraft Pmax ge-
statten. Dazu werden folgende dimensionslose GroRen
-
O
o = _ (165)
v, T
T = t/T (166)

mit T als noch zu bestimmender Referenzzeit eingefiihrt und in die Differen-
tialgleichung (164) eingesetzt. Die Differentialgleichung wird dann,

2
d'o K .5/2. 1/2 3/2.1/2 4 3/2 _
— + ( m T Vg T a KT, dt) c = o0 |, (167)
drt s
und mit der Festlegung
% . (168)
T = 8
(K vl/z)

erhdlt man
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d o = d 3/2 _
-——2-""(1'*')»&—,‘:-)0 = 0 (169)

als dimensionslose Differentialgleichung der dimensionslosen StoBkraft
03/2, wobei A mit

= Xs (170)

B T

als StoBkennzahl bezeichnet wird. Wie leicht nachzuvollziehen ist, berech-
net sich schlieBlich die dimensionsbehaftete StoBkraft P folgendermaBen

P = x w32 (171)

aus 03/2.

Der Vorteil der dargestellten Vorgehensweise besteht darin, daB der Verlauf
von CQ/Z(T) allein durch die StoBkennzahl A bestimmt wird. Im Bereich der
hier vorliegenden konkreten Fdlle zeigt Bild 16 Verldufe von 03/2 in Abhén-
gigkeit von der dimensionlosen Zeitverdnderlichen <t bei verschiedenen
StoBkennzahlen A. Des weiteren sind in Bild 17 Werte des Maximums der di-
mensionslosen StoBkraft angegeben, so daB fiir verschiedenste StoBbedingun-
gen mit der diese Bedingungen charakterisierenden StoBkennzahl A unter Be-
achtung der G1.(171) die beim StoB auftretende maximale StoBkraft Pmax
schnell bestimmt werden kann.

AbschlieBend zeigen Bild 18und 19 am Beispiel des StoBes von Stahlkugeln auf
die spater experimentell untersuchte Kohlenstoffaser/Epoxydharz-Platte Ver-
gleiche von StoBkraft- und Durchbiegungswerten, die mit den in den letzten
beiden Kapiteln 5.3.1 und 5.3.2 angegebenen Methoden berechnet wurden. Dazu
wurden fiir konkrete StoBbedingungen zundchst die StoBkrdfte mit der Inte-
gralgleichung (158) unter Mitnahme unterschiedlich vieler m,n-Glieder der
Doppelsumme berechnet und Werten aus der nichtlinearen Differentialglei-
chung (164) gegeniibergestellt. Mit den berechneten StoBkraftverldufen

konnten auBerdem mit den GIn.(153),(156) die Berechnungswege fiir die Plat-
tendurchbiegung Wo(t) miteinander verglichen werden. Den berechneten Werten
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| g3/2

Bild 16: Dimensionslose StoBkraft 03/2 als Funktion der dimensionslosen

Zeitverinderlichen t und der StoBkennzahl A
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Bild 17: Maximale dimensionslose StoBkraft oﬁéi

StoBkennzahl X

in Abhdngigkeit von der
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|
o | ax A /
1000- °
o
800
A
600 - °
400 -
— Differentialgleichung
200+ 8 9 Mg, Integralgleichung
® TSyl (min= 40:40)
a Mg
VO
0 - . . , ——
0 0,50 1,00 m/s

Bild 19: Theoretische StoBkraftmaxima in Abhangigkeit von der StoBmasse und
der StoBgeschwindigkeit be1 Anwendung verschiedener Berechnungswege
m 1= 0,2199 kg (K=0,231 10 ONm3/2); m_,=0,4078kg (K=0,259 10" /m
= 0,5908 kg (K= 0,277 10*0n/m3/2); 0,=10,4 10 4 m/Ns

3/2)

Mg3™
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liegen, soweit sie nicht angegeben sind, die in Kapitel 6 aufgefiihrten und
fiir die spateren StoBversuche benutzten Versuchsdaten zugrunde.

5.4 Vereinfachte Darstellung der Biegedehnungen unter der StoBstelle

Neben den an der StoBstelle auftretenden StoBkrdften stellen die Biegedeh-
nungen und die damit zusammenhd@ngenden Biegungsmomente wichtige Verfor-
mungs- bzw. BelastungsgroBen dar. Mit einer analogen Vorgehensweise wie bei
der Herleitung der vereinfachten Durchbiegungsbeziehung in Kapitel 5.2 sol-
len hier vereinfachte Ausdriicke fiir die richtungsabhdngigen Krimmungen und
die damit verbundenen Biegedehnungen abgeleitet werden.

Nach G1.(127) sind die Dehnungen €y bzw. g iiber die Hohenkoordinate z der
Platte mit den Kriimmungen aZW/ax2 bzw. azﬁ/ay2 verkniipft. Man erhdlt z.B.

bei einer zweimaligen Differentiation von G1.(139) nach der y-Koordinate

azw(x Y It) 0 0o 2 2 sinw (t-t')
o'“0o 4 n L. mMT . n mr
= - P(t') EY  (sin B sin 2 at!
ay'2 Dhaz,/. {%;%: a 2 2 © }

(172)
als Kriimmung der Plattenfldache in y-Richtung an der StoBstelle x°=y0=a/2
einer quadratischen Platte.

Mit analogen Oberlegungen wird wiederum ein Ersatz der im Integranden von
G1.(172) auftretenden unendlichen Doppelsumme durch ein uneigentliches Dop-
pelintegral angestrebt und mit Am=An=2 die Zuldssigkeit folgender Glei-
chung

o o

© ® 2 : 2 sinw__ (t-t') 2 .
nn L mm _.nn mn _1 nm,” sin® (m,n) (t-t')
22 G (sinF sin T — _4/[(a) % () én dn
m n 50

mn

(173)
angenommen. Zur Berechnung des Doppelintegrals wird mit m=r cose sowie
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n=r sin@ 2zu Polarkoordinaten iibergegangen und es wird

[e oke 5] 2

1 nm sin w(m,n) (t-t') =

Ej e w(m,n) dm dn =
00

2 1/2
] w2 o sin [#_ r2 (Dxcos4(p + Dysin4(p + 2nycosz<o sinzw) (t-t']
=7 f\/ph (r sin to)2 a voh 73 rdr ‘ do
0 5 rz (Dxcos4<p + Dysi.n4(p + 2nycoszw sinzm)
(174)

Nun kann zundchst das innere Integral der rechten Seite von G1.(174) mit
der Substitution

2

1/2
*
r = r2 2“ (t-t"') (Dxpos4m +D sin4¢ + 2D coszw sinzw) (175)
a v/ph Y Xy
in der folgenden Weise
2 1/2
2 sinz(p sin[ 2“ \I_ r2 (Dxcos4w + Dysin4<p + 2nycoszw sinztp) (t-t')]
j'\/ph a_Neh 173 rdr =
4 . 4 2 .2
> (Dxcos ® + Dysm © + 2nycos ® sin“yp)
[0 0]
2n2 (t-t') (Dxcos4(p +D sin4<p + 2D cosz(p sinch)
Y Xy 0
(176)
umgeformt werden. Nach Kreyszig /110/ gilt der Grenzwert
(0 ]
i *
1im SJ'LE dr* = 1 (177)
u+0 (r*) !

wodurch das Doppelintegral der rechten Seite von G1.(174) unter Beachtung
der GIn.(175)-(177) mit Ausnahme der Stelle t=t' wie folgt
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2 1/2
/2
"4 sin[ "2 \/_ x:2 (Dxcos4¢p +D sin4co + 2D xycosch sinzco) (t-t')]
-‘11- voh sinzto a ) ) 72 r dr de=
(D cos ©®+ D sin" @+ 2D_ cos wsin
/2
o) ha2 sin" @
= = ) 3 7 2 4¢
8n” (t-t') (D_cos o+ D _sin ¢®F 2D _ cos @ sin“®)
X Yy Xy
0]
(178)

wird. Letzteres Integral der G1.(178) kann nach langerer Zwischenrechnung
in das dquivalente Integral

/2
2 .2
poha sin“@ _
— 3 ) 7 2. do =
8n” (t-t') (Dcos @ + D . sin@ + 20 _cos ¢ sin"o)
0 X Y Xy
(179)
[0 0]
= _-JZ—-—-——- 1 ds
gnl(t-t') 2 D+ s+Ds2 \
y [
0
Uberfiihrt werden, dessen Losung
oo
———EQEEE——- \A; ds =
16n2(t-t') D+ 2D s +-Dys2
o (180)
- ___e_h_i s 1 . 1 517
T 162 (-t 174 D /(D) /2172
161 (t-t') \/D—; ©,0,) V2 {1 D/ @2 %)
man bei Grobner und Hofreiter /106/ findet.
Unter Beachtung der GIn.(173)-(180) erhdlt man also mit G1.(172)
) t-'to
N, _ L 1 1 1 fp(t) dt!
y 174 172,172 :
D 2 + D D t
2y m Vb, ()" V2 {1+D, /(DD (e=")
(0]

(181)
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als vereinfachten Ausdruck fiir die Kriimmung. Eine analoge Vorgehensweise
liefert dann den Ausdruck fiir die Krimmung bzgl. der x-Achse, so daB zusam-
menfassend festgehalten werden kann

- (o)
% \
o _ - Bx _P(t') de!
ox (t-t")
0
(182)
e t=t
_O = - B P(t') dtl
3y° Y (t-t')
0
‘mit
*  an Vb, (Dny)174 \/5{1+ny/(nxoy)1/2}1/2
(183)

-
—

1 1

B = —_— —

v 174 72,172
an \/15y 0,0,) V2 {1+D /(D))

als den sogenannten Krimmungsparametern. Da die abgeleiteten vereinfachten
Beziehungen keine Giiltigkeit fiir die Stelle t=t' besitzen, werden im Sinne
einer Ndherung die oberen zeitlichen Integrationsgrenzen in den GIn.(181),
(182) mit einer Zeitkonstanten 1:0 eingeschrankt und die ansonsten auftre-
tenden Singularitdten der Integranden ausgeklammert. Wie umfangreiche ex-
perimentelle Oberpriifungen ergaben, hat sich dabei

rxr oh
£, = =X — (184)
4 D
Xy

als zweckmdBige Bestimmungsgleichung fiir die Zeitkonstante t, erwiesen.
Dieser Ausdruck geht im isotropen Fall in die von Schwieger und Hahn /84/
benutzte und auf ihre ZweckmdBigkeit hin experimentell uberpriifte Form

to= rz \/;;/4\/5 uber, die bis auf einen zusdtzlichen konstanten Faktor
einer von Sneddon /62/ fiir eine Rechteckbelastung P(t) = Ps (Dauer TO) theo-
retisch abgeleiteten Beziehung nachempfunden ist.
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Wie man aus G1.(184) erkennt, wird demnach t, eine Funktion der Halbachsen
e und ry der Kontaktfldche. Diese sind aber iiber die GIn.(80) bzw. (112)
der Kontakttheorien von der StoBkraft abhangig und somit in Hinblick auf
die realen StoBkraftverldaufe zeitverdnderlich. Der damit implizierte er-
hohte Rechenaufwand kann vermieden werden, wenn man zum Zwecke der angena-
herten Berechnung der Dehnungsmaxima die mit den beschriebenen Methoden be-
rechneten StoBkraftverlaufe P(t) durch impulsmdBig gleiche Rechteckfunk-
tionen der Dauer Te ersetzt, so daB fiir jeden Impuls nur ein to berechnet

zu werden braucht.

Bei einer am Beispiel der spater experimentell untersuchten StoBe von
Stahlkugeln auf die faserverstdrkte Platte in Bild 20 dargestellten Zwei-
pulszerlegung PI’ PII der berechneten StoBkraft P(t) werden die Kriinmungen
und die damit verkniipften Dehnungen wdhrend der Dauer Te des ersten Impul-
ses durch den Anstiegseffekt I

0<t<Te
% o t
'
_70=-Bx PI dt =Bx PI ln_t_?_
X (t - t")
(0]

(185)

Q
o =Y
ot

o _ )
— Bylent

bestimmt. Wahrend der Dauer des zweiten Impulses setzen sich die Kriimmungen
bzw. Dehnungen aus dem Ausklangeffekt I

Te<t<2Te

Bzﬁo Te

L S
(186)

W T

33!&’ = B P. In (1~- -5

2 y I t
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Bild 20: Biegedehnungen €0 und eyo unter dem StoBpunkt in x- und
y-Richtung bei einer Zweipulszerlegung der StoBkraft
a) Vo© 0,25 m/s, m = 0,4078 kg

b) Vo© 0,75 m/s, m= 0,5908 kg
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des ersten Impulses und dem zu den G1n.(185) analogen Anstiegseffekt II des
zweiten Impulses additiv zusammen. Bei dieser Vorgehensweise zur Berechnung
der Kriimmungs- und Dehnungsmaxima wird empfohlen, bei der Wahl von Te fol-
gendes zu beachten. Da das Maximum der Kriimmungen bzw. Dehnungen nach ei-
genen Erfahrungen zeitlich etwas spdter als das jeweilige StoBkraftmaximum
auftritt, sollte ‘Te etwas groBer als Tmax gewahlt werden. Zur Kontrolle,
daB das Maximum der ndherungsweise berechneten Kriimmungen dann am Ende des
1.Impulses erreicht wird, kann noch der 2.Impuls beriicksichtigt werden.
AuBerdem sollte Te aber nicht zu grofl gewdhlt werden, so daB der Sprung in
den Kriimmungsverldufen an der Obergangsstelle zwischen Impuls I und II mog-

lichst gering gehalten wird.

Unabhangig davon, ob die Kriimmungen direkt mit den G1n.(182) oder mit der
Methode der Zweipulszerlegung bestimmt werden, bietet auch hier der Ober-
gang zu einer dimensionslosen Darstellung der Krimmungen gewisse Vorteile.
Zu diesem Zweck fiihrt man die dimensionslose Krimmung

T-T
o

3/2
K = f - ar (187)
(t - t")

o)

in Abhadngigkeit von der dimensionslosen StoBkraft 03/2 ein, wobei sich die

dimensionslose Zeitkonstante T, mit der bereits in Kapitel 5.3.2 eingefiihr-
Referenzzeit T aus

T o= 2 (188)

berechnet. Die Maxima der dimensionslosen Kriimmungen kdnnen dann unmittel-
bar in Abhidngigkeit von X und T, aus Bild 21 entnommen werden und die di-
mensionsbehafteten Kriimmungen folgendermaRBen

2_
oW

o _ _ 3/2 . *
1 = By K (VST) k

(189)

(o) 3/2 . *
—_— - Bx K (Vb?) k

]
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12,5 T

*
max

25 3.0

2,5

2,0

1.5

1.0 \ﬁt..__]_

0.5

dimensionslose zentrale Krimmung k

0
30 35 40 45 50 55 60

StoNkennzahl A

Bild 21: Maximale dimensionslose Kriimmung k* in Abhdngigkeit von der

StoBkennzahl A und der dimensionslosen Zeitkonstanten T,
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aus den dimensionslosen Werten bestimmt werden.

Hat man schlieBlich so oder so die Kriimmungen an der StoBstelle berechnet,
erhdalt man daraus mit G1.(127)

274

-_h "o
Exo(t) T2 ax2
(190)
h 32630
e, (t) = -3
Yo 2 2

als Biegedehnungen an der dem StoBpunkt mit Bezug auf Bild 1 gegeniiberlie-
genden Oberfldche der Platte und mit G1.(130)

W 3W_ T
M (t) = -D 4y o
X X [sz yX Byz_J
(191)
X" X ]
M_ (t) =-D -759 +V_ g
Yo Y dy X ax®

als bezogene Biegungsmomente an der StoBstelle. AbschlieBend sei nochmals
an den Giiltigkeitsbereich (Friihstadium) der in diesem Kapitel abgeleiteten
vereinfachten Kriimmungsbeziehungen hingewiesen. Innerhalb. dieses Giiltig-
keitsbereiches ergeben sich mit den Beziehungen fiir die Kriimmungsparameter
und den Reziprozitdatsbeziehungen nach Betti folgende Verhdltnisse

D
= X

D

Y

E
-y & . (192)
Y

wie leicht nachzuvollziehen ist.
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5.5 Die maximale Plattendurchbiegung

5.5.1 Die unendliche Doppelreihenbeziehung fiir die Durchbiegung und die
Integraigleichung fiir die Stofkraft bei einer fest eingespannten
Platte

Das erste Maximum der Plattendurchbiegung unter dem StoBpunkt wird iib-
licherweise erst sehr viel spdter erreicht als das StoBkraftmaximum, so daB
die nur fiir das Friihstadium geltende vereinfachte Beziehung von G1.(153)
fiir die Durchbiegung Wo(t) nach Ablauf des Friihstadiums nicht mehr zur Be-
rechnung des Maximums der Durchbiegung benutzt werden kann. Vielmehr miissen
dazu jetzt die tatsdchlichen Randbedingungen beriicksichtigt werden.

Hat man eine allseitig frei drehbar gelagerte Platte, kann man dann bis zum
Erreichen des Durchbiegungsmaximums und bei Bedarf dariiber hinaus aus der
Integralgleichung (158) die StoBkraft berechnen und anschlieBend mit
G1.(156) die Durchbiegung ﬂo(t). Da fiir die spdateren experimentellen Unter-
suchungen eine allseitig feste Einspannung der CFK-Platte gewdhlt wurde,
sollen nun hier noch die entsprechenden Bestimmungsgleichungen fiir diesen
Fall der Randbedingungen hergeleitet werden. Zu diesem Zweck denkt man sich
im Rahmen dieses Kapitels den Koordinatenursprung in das Zentrum der fest
eingespannten Rechteckplatte verlegt, so daB die Durchbiegungsfunktion den

Randbedingungen
w= 3 - o fir x = ta/2
(193)
W = ﬁ = i1 =
W 3y o fir y= t£b/2

geniigen muP. Ein allgemeiner Losungsansatz, der diese Randbedingungen und
die Differentialgleichung (133) exakt erfiillt, ist dem Verfasser nicht be-
kannt. Deshalb wird ein Naherungsansatz

_ ™ ™ 5 5
Wix,y,t) = Z Y A [ 1-DTeosTE ] [1-(-)"eos BIL ] (194)
n



103

nach Lekhnitzkii /59/ aufgegriffen, der zumindest die Randbedingungen (193)
erfiilit. Die Ermittlung der Amplitudenfunktionen Amn(t) bei einer beliebi-
gen zentralen Einzelkraftbelastung P(t) erfolgt hier vorzugsweise mittels
der Lagrangeschen Gleichungen 2.Art, wozu zundchst die kinetische Energie
und die Formanderungsenergie der Platte zu berechnen sind. Die kinetische
Energie Ekin einer Platte berechnet sich aus

b/2 a/2 2

B = 5 J f ohi axgy . (195)
-b/2 =-a/2

Differenziert man den Doppelreihenansatz der G1.(194) nacﬁ der Zeit und
setzt die erhaltene Ableitung in den_Energieausdruck von G1.(195) ein, so
erhdlt man

® @ .2
Eq, = 3 phaby 9 A () (196)
m n

als kinetische Energie einer fest eingespannten orthotropen Platte. Demge-
geniiber ist im Rahmen der hier verwendeten Plattentheorie

b/2 a/2 .
1 W\ 2 27\ 2 %\ (2%
Epot = 3 j' I [Dx(l(—2> +D -2;2-) + Zny(:?)e;f) dedy  (197)
-b/2 -a/2

die gesamte Formidnderungsenergie der Platte. Differenziert man den Produkt-
ansatz (194) partiell nach x und y, 148t sich die Formdnderungsenergie da-
mit nach der Integration iiber die Plattenfldache in der Form

- 4T m4 nd , 2 2 n2q ,2
g=6abm 23 (DR DG +30,, @ @ 18, (198)

E
po

beziehungsweise
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Epot = -g—phab ZZwsmAfm (199)
_darstellen mit

-—‘3- —-“—[D(—)+D()+ (—)()] & (200)
\/’ 3 xya b

als m,n-ter Eigenkreisfrequenz in erster Ndherung der fest eingespannten
orthotropen Rechteckplatte.

Setzt man nun die angendherten Energieausdriicke der G1n.(196),(199) in die
Lagrangeschen Gleichungen 2.Art

Q

E(a_%) - % - o (201)

ein, in denen Oq die generalisierten Koordinaten und Qa die generalisierten
Krdfte bedeuten, so bekommt man mit der Lagrange Funktion

L= By ~E,) = Bphabzz [ (t) —<.o (t)] (202)

und mit der Festlegung qa=Amn sowie Qa=omn als m,n-tes Glied eines Glei-
chungssystems die folgende Beziehung

genab{a 0+ & @} = g . (203)

Dies sind inhomogene gewshnliche Differentialgleichungen 2.0rdnung, deren
Losung .mit den Anfangsbedingungen an(0)=0 sowie I\“n(0)=ﬁ“n(0)=0 die
folgenden "Duhamel-Integrale"

t
A_(B) = o= - [ o (') sine_ (k') &' (204)
m 9phab O Qm m
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sind. Die darin noch unbestimmten generalisierten Krafte qnn(t) werden mit
der virtuellen Arbeit

8A(0,0,t) = P(t) 6&W(0,0,t) (205)

der Stofkraft am zentralen Massenpunkt bestimmt. Dabei betrdgt der m,n-te
Summand der virtuellen Verriickung bei den hier gewahlten Randbedingungen

mn mn

W = 6&A__(t) [1 - (—1)“'] [1 - (-1)“] s (206)

so daB sich unter Beachtung der Tatsache

8A = Q.8q, = Q. 6A (t) (207)

die generalisierten Krdfte zu

Q () = P(t) [1 - (-ﬂ‘“] [1 - (-1)"] (208)

mn

ergeben. Nach dem Einsetzen der generalisierten Krdafte von G1.(208) in die
Duhamel - Integrale (204) gelangt man mit dem Ndherungsansatz (194) schlieB-
lich zu

— 4 ® X 4 H i
Wix,y,t) = Sohab Z Z m_[ fP(t')Sirmm(t-t')dt' *
eha m n matQ -
(209)
-
* [1—(-1)m][1—(-1)n][1-(-1)mws Z“a“"‘] [1-(-1)nsin ﬁg‘l

als Niherungsldsung fiir die Durchbiegungen einer zentral belasteten ortho-
tropen Rechteckplatte. Die gesuchte Integralgleichung fiir die StoBkraft
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1.2/3_  2/3 1 L
) P =Vt - ﬁs 6ﬂ‘P(t‘) (t-t")at' -

t ; 4 2
- 9phab§§ [JP(t) o dt 1= 1-¢-1)

(210)
bekommt man dadurch, daB man in der Integralgleichung (158) den Ausdruck
fiir die Durchbiegung der frei drehbar gelagerten Platte durch die entspre-
chende Beziehung der fest eingespannten Platte nach G1.(209) ersetzt. Aus
der numerischen Losung der Integralgleichung (210) fiir die StoBkraft P(t)
kann mit G1.(209) angendahert der Durchbiegungsverlauf unter dem StoBpunkt
bis zum Maximum oder dariiberhinaus berechnet werden.

AbschlieBend verbleibt noch anzumerken, daB ausgehend von G1.(209) in ana-
loger Vorgehensweise zu Kapitel 5.2 auch fiir die fest eingespannte Platte
wie erwartet eine vereinfachte Beziehung fiir die zentrale Durchbiegung ab-
geleitet werden kann, nach der im Friihstadium eine Proportionalitdt zwi-
schen der Durchbiegung und dem Zeitintegral lber die StoBkraft existiert.
Auch konnen fiir die fest eingespannte Platte analog zu Kapitel 5.4 verein-
fachte Ausdriicke in Bezug auf die Kriimmungen an der StoBstelle angegeben
werden, die qualitativ denen der G1n.(182) entsprechen. Quantitative Unter-
schiede bei den jeweiligen Platten- und Kriinmungsparametern in der GroBen-
ordnung von z.B. ca. 20% bei der hiesigen CFK-PLatte fiihrt der Verfasser
darauf zuriick, daB der hier gewahlte LOsungsansatz von G1.(194) fiir die
eingespannte Platte die Differentialgleichung (133) nicht erfiillt und nur
als Naherungsansatz zu verstehen ist.

5.5.2 Anwendung des Impuls- und Energieerhaltungssatzes zur einfachen Ab-

schdatzung des ersten Maximalwertes der Durchbiegung

Die Berechnung der maximalen Plattendurchbiegung mit den im vorangegangenen
Kapitel besprochenen Methoden ist recht aufwendig. Deshalb soll hier ein
Weg gezeigt werden, der eine einfache Abschdatzung des ersten Maximalwertes
der zentralen Plattendurchbiegung am StoBpunkt mit dem Impuls- und Energie-
erhaltungssatz gestattet /87/.

Dazu werden, um im Sinne der klassischen elastischen StoBtheorie verfahren
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*

D eingefiihrt ,

zu konnen, auf den StoBpunkt reduzierte Plattenmassen ﬁ'\p, m
die aus dem Gesamtimpuls aller Plattenelemente

m W, (0) = ! Wek,y,t) dm (211)

und aus der gesamten Bewegungsenergie aller Plattenelemente

* =z 22
mpwg(t) = [ W xy,t) dm (212)

F p

zu bestimmen sind , wobei das Plattenelement dmp bei einer Rechteckplatte
mit den Kantenldngen a,b gleich

m
dm, = 3 axdy (213)

ist. Einer Anwendung des Impuls- und Energieerhaltungssatzes steht dann
nichts mehr im Wege,und es seien hier kurz zwei Spezialfdlle betrachtet.

1. Fall ms<<mj:

Ist die Masse me der StoBkugel sehr viel kleiner als die reduzierte Plat-
tenimpulsmasse m_, wird die StoBkugel im allgemeinen relativ schnell von
der Platte abgebremst und verldBt nach kurzer Kontaktzgit tk die Pla_ttte mit
umgekehrter Impulsrichtung.Mit den Anfangsbedingungen w(0) =V, und NO(O) =0
wird dann der Impulserhaltungssatz bei einem Vergleich der Impulse zu StoB-

beginn und am Kontaktende

mv_= - msi.-v(tk) + fﬁp V';-Io(tk) . (214)

Weitere Bestimmungsgleichungen liefert der Energieerhaltungssatz. So ergibt
ein Vergleich der Energiezustdnde zum StoBbeginn und zum Kontaktende

2
2 _ 1 1 .= 1 _* =
myve = zm tk)-i--z-CW(tk)+impWo(tk)+Ezus +  (215)
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wobei der StoB horizontal auf das Zentrum der vertikal aufgestellten Platte,
erfolgt. Die neben den kinetischen Energien und den von der Federsteifig-
keit Cp abhdngenden Formanderungsenergien eventuell noch auftretenden an-
deren Energieformen wie z.B. Reibungsenergien werden dabei durch den Term
Ezus reprédsentiert, werden nachfolgend aber nicht weiter beriicksichtigt.
Weiterhin fiihrt ein Vergleich der Energiezustinde zum Zeitpunkt des Kon-

taktendes mit denen zum Zeitpunkt der maximalen Plattendurchbiegung auf

;2
7 S, . (216)
max

N|—
"UO
o’\
L
+
Nfj—
'tJB *
OA
L
1}

Nimmt man nun an, daB die Kontaktzeit tk sehr kurz ist und die Platte sich
erst nach dem Kontaktende iiberhaupt nennenswert verformt, so kann die in
den Gin.(215),(216) auftretende Formdnderungsenergie der Platte bei Kon-
taktende im Vergleich zu den anderen Energieanteilen vernachldssigt werden,
so daB die unterstrichenen Terme in den G1In.(215),(216) Ubrig bleiben.

Lost man dann G1.(214) nach ;(tk) auf und setzt den erhaltenen Ausdruck in
G1.(215) ein, so erhalt man nach einer Aufldsung nach Wo(tk)

. m_v
= _ o
Wolh) = m-_f_ ,  (217)
_B+m*
ms P
woraus mit G1.(216)
_ 4 il V2
Voo B T @
_E +m*
m, P

folgt. Bezieht man nun noch die auf den StoBpunkt reduzierten Massen in An-
lehnung an Eschler /87/
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. (219)
T = * My
auf die tatsdchliche Plattenmasse
mp = phab »  (220)

so ergibt sich mit G1.(218) und den von den Randbedingungen abhingigen w,u'

mS 1/2

Wo =2 v
max

P m m

u'z ol w s

als Maximum der Plattendurchbiegung. Diese Beziehung wurde bereits von
Schwieger /74/ fiir eine isotrope Platte benutzt.

Ist die StoPRmasse mg groBer als die reduzierte Plattenimpulsmasse ﬁp, SO
erfolgt erfahrungsgeméB die endgiiltige Trennung der StoBpartner erst nach
dem Erreichen der maximalen Plattendurchbiegung. Bis das zentrale Platten-
element seinen Umkehrpunkt erreicht hat, findet in der Regel eine mehr oder
weniger kombinierte Bewegung von Plattenelement und Kugel in urspriinglicher
StoBrichtung mit Mehrfachkontakten oder MehrfachstoBen statt. Die urspriing-
liche kinetische Energie der Kugel spaltet sich damit zunédchst folgender-

maBen

|2 1.2 1 =2
smv. = sCW + smw(t ) (222)
2 so0 2'p Onax 2 s LA

auf. Da sich die Bewegung der StoBkugel beim Erreichen des Plattendurchbie-
gungsmaximums oder kurz danach ebenfalls umkehrt, kann man sich in G1.(222)
auf die Beriicksichtigung der unterstrichenen Energieterme beschrdnken und
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erhdlt bei Auflgsung nach W

omax
) ms ]1/2
W = v = (223)
Qnax o Cp

als Maximalwert der Durchbiegung des zentralen Plattenelements.

Es verbleibt noch zu erwdhnen, daB G1.(223) auch dann noch ndherungsweise
benutzt werden kann, wenn die StoBTasse mg zwar kleiner als ﬁp ist, aber in
der ungefahren GroBenordnung von mp liegt. Dies ist bei den spdteren expe-
rimentellen StoBversuchen der Fall, wozu Bild 22 an einem Beispiel die Ver-
ldufe von StoBkraft, Kontaktzeit, Plattendurchbiegung und Kugelgeschwindig-
keit zeigt. Dariiberhinaus sind natiirlich noch unzdhlige StoBpaarungen denk-
bar, die keinem der beiden hier behandelten Spezialfdlie m << n'1p bzw. m > rﬁp
zuzuordnen sind, sondern dazwischen liegen. Fiir diese Fdlle sei auf eine
Arbeit von Schwieger, Truppat und Hahn /85/ verwiesen, wo am Beispiel einer
isotropen Kreisringplatte ein Weg gezeigt wird, mit dem auch diese Fdlle

behandelt werden konnen, der aber die Messung der Kontaktzeit tk erfordert.

Um mit der hier beschriebenen Methode Womax berechnen zu konnen, soll nun
noch kurz der Weg zur ndherungsweisen Bestimmung der Plattenmassenparameter
k' sowie der Federsteifigkeit Cp bei einer fest eingespannten orthotropen
Rechteckplatte skizziert werden. Ausgehend vom Naherungsansatz fiir die
Plattendurchbiegung nach G1.(194) und dem zugehdrigen Plattenkoordinatensy-

stem wird sich hier auf die Grundschwingung

Rey,t) = AR) (1 +cos ) (1 + cos 2y (224)

beschrankt, womit die zentrale Plattendurchbiegung gleich

W () = W (x=0,y~0,t) = 4 Ak (225)

wird. Mit G1.(211) ergibt sich dann folgende Bestimmungsgleichung
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P(t)
j - §90 183
\| 500 mv
\l
— tk—
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5V -
t
ms

500mV ¢ 290 N

5V £ 0,725 mm

Bild 22: Gemessene zeitliche Verldufe von StoBkraft, Kontaktzeit und
Durchbiegung unter dem StoBpunkt und daraus errechneter Verlauf
der Kugelgeschwindigkeit w(t); v,= 0,25 m/s, m.=0,5908 kg
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b/2 a/2

. . . . m
R, W (6) = 4 7, Aw) =/W(x,y,t)dmp = A(t) (1 + cos ZX) (1 + cos 2—;‘)1) 2 aay

-b/2 -a/2

1

(226)
fiir die auf den StoBpunkt reduzierte Plattenimpulsmasse, die nach Ausfiih-
rung der doppelten Integration auf

- _ 1
m, = g (227)
und damit auf
w' = 1/4 (228)
fiihrt. Ebenso folgt dann aus G1.(212)
b/2 a/2
m Wi(tk) =16 mt A2(t) =[§2(x,y,t)dnp = {;2(t)f / [(1 + cos 2?“".) (1 + cos Z_I;!)]l ;dedy
F -b/2 -a/2
(229)

als Bestimmungsgleichung fiir m;, so daB nach Ausfiihrung der Integrationen

* 9

m, = §@ M (230)
beziehungsweise
w = 9/64 = 0,1406 (231)

folgt. Damit wird ndherungsweise das Verhdltnis

1.3
')

5 = 9/4 = 2,25 (232)

bei der hier betrachteten fest eingespannten Platte.
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Die hier ermittelten Werte flir u, u' einer orthotropen Rechteckplatte seien
nun noch kurz mit Werten isotroper Platten bei Eschler /87/ verglichen. Fiir
eine fest eingespannte quadratische isotrope Platte findet man dort

w' = 0,2255

®w = 0,1158
als Plattenmassenparameter, so daB das flir die Berechnung von ﬁomax rele-
vante Verhdltnis u/(u‘)z Zu

2 = 2,2773

(u')

wird. Dabei muB darauf hingewiesen werden, daB hier im Gegensatz zu Eschler
/87/ zur Berechnung dieser Parameter nur die 1.Eigenform eines Ndherungsan-
satzes fiir die Durchbiegung der fest eingespannten Platte benutzt wurde.

Es verbleibt nun noch die Bestimmung der Federsteifigkeit Cp. Sie erfolgt
mit dem Prinzip vom Minimum des Gesamtpotentials, wobei sich das Gesamtpo-
tential der Platte aus

SN R

berechnet. Im Falle der hier vorliegenden zentralen Einzelkraftbelastung P

denkt man sich die Einzelkraft durch eine in einer kleinen Rechteckfldche
Eo"o wirkende gleichmdBige Belastung p(x,y)= Po ersetzt mit der Bedingung

lim En = P »  (234)
E ,n+0 (o) OpO
[+ I+ ]
so daB sich mit G1.(224)
60/2 no/2
ffpﬁ dxdy = Lim / ,—}’n— A(1 +cos 2 (1 +cos 2nm)d§dn= 4AD
0 0
F 050 g /2 -n /2

(235)



114

ergibt und das Gesamtpotential ® nach Einsetzen des Ansatzes von G1.(224)°
und nach Ausfiihrung der Integrationen

22

- 4,2 2 md .2 2AP
[ ] 2ab{3D() A+ 2D (b) A+3D() ab} (236)
wird. Das Minimum des Gesamtpotentials fiihrt zu der Forderung
£=2ab{sn(—)A+4n (2)2A+6D()A Zp}io, (237)
A xy ap b ab
woraus sich
- 2P .
A = 1 22 A (238)
[GDX('a—) +4D ( +6DY(B) ]ab
ergibt. Damit erhdlt man
P P
stat stat 3
C = = = - .
Ostat

als angendherter Federsteifigkeit einer allseitig fest eingespannten ortho-
tropen Rechteckplatte.

6. Versuchsdurchfiihrung und Ergebnisse

6.1 Auswahl des Versuchsmaterials

Fiir die anstehenden experimentellen Untersuchungen wurde ein unidirektional
mit Kohlenstoffasern verstarktes Verbundmaterial auf Epoxydharzbasis ausge-
wahlt. Hersteller der Fasern ist die SIGRI Elektrographit GmbH/Meitingen.
Die Herstellung der Platte erfolgte durch die.Keller Aero-Construct GmbH/
Wieslautern.
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Das Verbundmaterial enthdlt ca. 60 - Volumenprozent Fasern vom Typ SIGRI NF
(d.h. Vf==0,6 H Vb=1 —Vf==0,4). Durch die unidirektionale Ausrichtung wur-
de eine hohe Anisotropie erreicht. Die Ausgangsdaten der Kohlenstoffasern
und der Epoxydharazmatrix sind nachfolgend zusammengeste]ltlo).

Faserdurchmesser 7 um

Dichte 1,76 10° kg/m°

Ee = 23 1010 N/m?
L

E. = 1,5 1010 N/m?
T

G = 2,4 1010 N/m?
LT

G = 0,5 1010 n/m?
T

Ke = 1,5 1010 n/m?
i

Epoxydharz_(heiBhirtend):
E, = 0,35 1010 n/m?
Vp = 0,35

Mit diesen Ausgangsdaten konnen unter Benutzung der Beziehungen von Anhang
9.1 die elastischen Konstanten des Verbundmaterials theoretisch berechnet
werden. Die Werte findet man in der dritten Spalte der Tabelle 2, wobei die
Fasern in x-Richtung liegen. Die in der vierten Spalte der Tabelle ver-
gleichsweise angegebenen Werte wurden experimentell mit DehnungsmeBstreifen
iiber die gemessenen Grenzgeschwindigkeiten elastischer Wellen bestimmt.
Diese Methode wurde in Kapitel 3.4 theoretisch behandelt und wird in ihrer
praktischen Ausfiihrung hieran anschlieBend beschrieben.

Io)Bis auf den Elastizitdtsmodul E in Faserrichtung, filir den eine kon-

krete Werksangabe vorlag, sind 5€e elastischen Konstanten der Fasern
einer Arbeit von Kriz und Stinchcomb /13/ entnommen. Sie wurden dort fir
den vergleichbaren Fasertyp Modmor II angegeben.
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SIGRI DFVLR +) theoretisch | experimentell
Werksangabe Messung (Anhang 9.1) DMS
E
X 12,5 1010 | 12,8 1010 13,3 1010 | 12,3 1010
in [N/m~)
E‘-‘E )
y 'z 0,96 1010 0,81 1010 | 0,95 101°
in [N/m"]
G =
Yo%z 0,53 1010 | 0,54 1010 0,43 10'° | 0,47 1010
in [N/m®)
G
y2, 0,32 10'° 0,28 1010 | 0,32 100
in [N/m"]
Vey™ Vxz 0,26 0,30 0,30
Vo Vi 0,019 0,018 0,023
vyz= sz 0,47 0,45 0,48

HAngaben aus dem Institut fiir Strukturmechanik der Deutschen Forschungs-
und Versuchsanstalt fir Luft- und Raumfahrt (DFVLR) in Braunschweig.
Die Messung erfolgte bei Raumtemperatur an einem typischen unidirek-
tionalen Verbund mit 60 -Vol.% C - Fasern HT 300.

Tabelle 2: Vergleich von Werksangaben, theoretischen Werten und experimen-
tell ermittelten Werten der elastischen Konstanten des mit
60 - Vo1% Kohlenstoffasern verstdarkten Epoxydharzverbundkorpers

6.2 Bestimmung der elastischen Konstanten der mechanisch anisotropen
Platte bzw. Scheibe aus der Messung der Wellengrenzgeschwindigkeiten

6.2.1 Versuchsanordnung und -daten

Nach den in Kapitel 3.4 angegebenen theoretischen Beziehungen ist es erfor-
derlich, zur Bestimmung des kompletten Stoffgesetzes eines unidirektional
faserverstarkten Verbundkdrpers die Fortpflanzungsgrenzgeschwindigkeiten der
schnellsten Longitudinal-, Transversal- und Biegewellen in Faserrichtung
und senkrecht dazu zu messen. Dies geschah hier an der fiir die eigentlichen
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StoRversuche verwendeten Kohlenstoffaser/Epoxydharz - Platte mit den MaBen
480 mm x 480 mm x 8 mm.

Die Wellen wurden durch StoBbelastungen erzeugt. Ihre Ausbreitung nach
StoBbeginn wurde mit DehnungsmeBstreifen erfaBt, die an der Plattenoberfli-
che aufgeklebt wurden. Einen Oberblick iiber die StoBstellen- und Dehnungs-
meBstreifenanordnung gibt Bild 23. Bei den DMS 1,2 und 4 handelt es sich um
0°,45%,90°- Rosetten der Fa. Tokyo Sokki Kenkyujo Typ FRA-2-11 (L&nge 2 mm,
Ro= 1204, Kg= 2,07). Die DehnungsmeBstreifen 3, 5 und 6 sind einzelne Fo-
lien -DMS von HBM Typ 0,6/120 LY 11 (Ladnge 0,6mm, Ro=120,19, Kg=1,88).

Zur Ermittlung der Grenzgeschwindigkeiten der (in der Scheibenebene schwin-
genden) schnellsten Longitudinal- und Transversalwellen wurde die Scheibe
seitlich jeweils an den Stellen I und II normal zum Rand gestoBen. Die Er-
regung der Biegewellen geschah iiber TransversalstoBe in den Punkten III, IV
und V. Die StoBe erfolgten jeweils mit einem 80mm langen Stahlbolzen von
6 mm Durchmesser. Die StoBstellen des Verbundkdrpers wurden von 1mm dicken
V2A-P1§ttchen mit 10mm Durchmesser vor ortlichen Zerstorungen geschiitzt.
Der Bolzen selbst wurde in einem 55mm 1langen Zylinder axial gefiihrt und
durch bifilar aufgehdngte Kugeln (ms= 0,22 kg bzw. 0,41 kg) stoBartig in
Axialrichtung beschleunigt. Das der Scheibe bzw. Platte zugewandte Ende
des Bolzens war abgerundet. Die benutzten StoBgeschwindigkeiten betrugen
1,0m/s und 1,5 m/s. Durch die axiale Fiihrung des Bolzens und insbesondere
durch seine relativ geringe Masse wurden definierte StoRimpulse kurzer Dau-
er gewahrleistet. Zur Anordnung der DehnungsmeBstreifen bleibt noch anzu-
merken, daB bei einer praktischen Anwendung der hier vorgestellten Methode
darauf geachtet werden muB, daB mit den DMS auch tatsdchlich zuerst die
schnellsten Voriaufer der gesuchten Wellentypen und nicht etwa an den seit-
lichen Randern reflektierte Wellen erfaBt werden. Dazu empfiehlt es sich,
aus den theoretisch erwarteten MaterialgroBen zunachst die ungefdhren Wel-
lengrenzgeschwindigkeiten im voraus zu berechnen und dementsprechend die
DMS und die StoBstellen sinnvoll zu plazieren.

6.2.2 DehnungsmeBstreifentechnik

Wie dem MeBstellenplan in Bild 23 zu entnehmen ist, wurden fiir die Erfas-
sung der Wellenausbreitungszustinde drei DMS-Rosetten und drei einzelne DMS
verwendet.
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Das Schaltprinzip am Beispiel eihes DMS der zentralen Rosette mit den zu-
gehorigen MeBgerdten zur Erfassung der DMS-Signale zeigt Bild 24. Der ver-
wendete Differenzeinschub des analog arbeitenden Speicheroszilloskops vom
Typ Tektronix 7623A hatte eine maximale Empfindlichkeit von 10 uwV pro Teil-
strich. Die Triggerung der Zeitbasis erfolgte extern durch einen elek-
trischen KurzschluB zwischen StoBkugel bzw. -bolzen einerseits und Platte
andererseits, wozu beide iliber eine Spannungsteilerschaltung mit unterschied-
lichen elektrischen Potentialen belegt wurden. Uber separate, abgeschirmte
Schraub - Stiitzpunkte konnte jeder Einzelne der insgesamt 12 Dehnungsmef3-
streifen abgegriffen werden.

Aufgrund der Kurzzeitigkeit der aufgezeichneten Vorgdnge konnte auf eine
Temperaturkompensation mittels Wheatstonescher Briicken und Kompensations-
DMS verzichtet werden. Stattdessen wurde den DehnungsmeBstreifen nach der
"Methode des konstanten Stroms" jeweils ein hoher Widerstand von 15 kQ vor-
geschaltet, der den Strom I0 in dieser Potentiometerschaltung im wesentli-
chen bestimmte. Anderte sich infolge einer mechanischen Dehnung der elek-
trische Widerstand des DMS, so trat bei weitgehend konstantem Strom Io
(hier I°= 10mA) eine Spannungsidnderung am DMS auf. Diese wurde mit dem Os-
zilloskop gemessen. Bezogen auf den urspriinglichen Spannungsabfall IORo am

DMS und dividiert durch den Kg-wert entsprach sie der Dehnung

_ Au(t)
ves(B) = ————-Kg R I (240)

des DMs!?/,

6.2.3 Ergebnisse

Zur Messung der Grenzgeschwindigkeit der schnellsten Longitudinalwelle in
Faserrichtung wurde die Platte an der StoBstelle I erregt und mit den
DMS 1,2,3 die Ankunftzeit der ersten Storungen an den jeweiligen DMS-Mess-

11)61.(240) gilt fiir den Fall, daB die Messung bei einem einachsigen Span-

nungszustand auf einem Material erfolgt, fir dessen Poissonsche Querdehn-
zahl v der vom Hersteller angegebene K?-Wbrt gilt. Liegt ein zwelachsiger
Spannungszustand vor oder erfolgt die ~Messung auf einem anisotropen Bau-
teil mit anderen, richtungsabhdngigen Querdehnzahlen, wie z.B. v, und Vyx s
so sind aufgrund der Querempfindlichkeit Q des DehnungsmeBstreifen noch
Korrekturen der MeBwerte vorzunehmen.

I-vHQ l-vHQ
£ = — € FH € = ———— ot
x 1+ (Ey/ex) Q X o8 y 1+ (ex/ey) Q Yyen

DMS Typ HBM 0,6/120 LY11: v,=0,285 ; Q=1,2%
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punkten ermittelt. Die Ausbreitung der sich quer zur Faserrichtung fort-
pflanzenden Longitudinalwellen wurde mit den DMS 4 und 2 erfaBt, wozu die
Platte an der Stelle II stoBartig erregt wurde. Die Verwendung eines drit-
ten DMS in groBerer Entfernung von der Stofstelle als die DMS 4 und 2 zur
Erfassung der schnellsten Vorldufer dieses Wellentyps erschien wenig sinn-
voll, da aufgrund der Plattenberandung in entfernteren Regionen die ersten
Storungen anderen, am Rande reflektierten Quasilongitudinalwellen hatten
zugeordnet werden miissen.

Im Zusammenhang mit den Erregungen an den Stellen I und Il wurde mit den
DMS 5 und 6 auBerdem die Wellenausbreitung auBerhalb der elastischen Héupt-
richtungen erfaBt. Die gemessene Geschwindigkeit der schnellsten Signale in
dieser 45°-Richtung betrug ca. 3080 m/s. Dies entspricht erwartungsgemaB
ungefdhr der schnellsten Energieausbreitungsgeschwindigkeit in dieser Rich-
tung und nicht der Phasengeschwindigkeit der 45°-Quasi1ongitudinalwe1]e in
Hohe von ca. 6530 m/s.

Die Grenzgeschwindigkeiten der in der Scheibenebene schwingenden Transver-
salwellen wurden ebenfalls iiber die StoBerregung an den Stellen I bzw. II
mit den DMS 1 bzw. 4 ermittelt. Dabei wurde eine in Faserrichtung und senk-
recht dazu gleich groBe Transversalwellengeschwindigkeit Vip7= Vo117 ©rwar-
tet, was die experimentellen Ergebnisse auch tatsdchlich zu bestdtigen
scheinen. Die Interpretation der aufgezeichneten Signale beziiglich der
Transversalwellengeschwindigkeit ist etwas schwieriger, da den Signalen,
die den Transversalwellen zuzuordnen sind, die Impulse der Longitudinalwel-
len vorausgehen. Zum Zwecke einer mdglichst guten Unterscheidbarkeit der
den Longitudinalwellen bzw. Transversalwellen zuzuordnenden Signale werden
deshalb moglichst kurzzeitige StoRimpulse gewiinscht. Dies wurde hier mit
der Verwendung des StoBbolzens bezweckt. Durch einen mdglichst groBen Ab-
stand des DMS von der Stofstelle kann auBerdem eine Entzerrung der Longi-
tudinalwellen und Transversalwellen erreicht werden. Dem sind jedoch iiber
die duBeren Abmessungen der Platte Grenzen gesetzt, da sichergestellt wer-
den muB, dap die aufgezeichneten Signale nicht etwa am Rand reflektierten
Quasilongitudinalwellen zuzuordnen sind.

Die Anregung der Biegewellen erfolgte schlieBlich iiber TransversalstoBe in
den Punkten III, IV und V, wozu die Platte auch in Hinblick auf die spat-
eren, eigentlichen StoBversuche allseitig fest eingespannt wurde. Mit den
DMS 2 und 1 wurde dann die Grenzgeschwindigkeit Vi3T der schnellsten Biege-
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wellen in Faserrichtung und mit den DMS 2 und 4 entsprechend Vo3t ermittelt.

Aufzeichnungsbeispiele von DMS - Signalen in Verbindung mit den seitlichen
StoBen auf die Scheibe einerseits und den Biegesttfen andererseits zeigen
die Bilder 25 und 26. Wie dabei im untersten Teilbild von Bild 26 zu erken-
nen ist, wurden bei den BiegestoBen offensichtlich neben den primdren, do-
minierenden Biegewellen auch Dilatationswellen, wenn auch duBerst intensi-
tatsschwach, mit angeregt. Weg-Zeit Diagramme am Beispiel der Longitudinal-
wellen in Faserrichtung und der Biegewellen quer zur Faserrichtung sind in
Bild 27 und 28 zu finden. Die Ergebnisse zusammenfassend wurden folgende
Grenzgeschwindigkeiten .

v11L 9050 m/s

VZZL 2520 m/s

v = v 1760 m/s
12T 21T

v23T 1350 m/s

v13T 1750 m/s

ermittelt, aus denen die in Spalte 4 von Tabelle 2 angegebenen experimen-

te]len elastischen Konstanten des untersuchten Verbundkdrpers berechnet
wurden.

6.3 PlattenstoBversuche

6.3.1 Versuchsanordnung und -daten

In diesem Kapitel sollen die eigentlichen Hauptversuche beschrieben werden,
bei denen unter verschiedenen StoBbedingungen im wesentlichen die StoB-
krdfte, die Plattendurchbiegungen und die Dehnungen an der StoBstelle ge-
messen wurden. Das Prinzip des zentralen BiegestoBes und die damit zusam-
menhdngenden Bezeichnungen wurden bereits in Bild 1 dargestellt. Die kon-
krete Realisierung der Versuchsanordnung im Labor zeigt Bild 29. Wie man
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o MOps |
Eintreffen des Longitudinalwelle in Faser-
schnellsten Signals richtung
\u Stofstelle I
, / DMS 3
~/“! StoBstellenabstand s =0,380m
20 v
!
L
r
R
| Longitudinalwelle quer zur
| )ﬁ Faserrichtung
| j/ StoBstelle II
‘K 4[ DMS 2,900
| StoBstellenabstand s =0,240m
S0 v
T
L
o [2s]
45°-Richtung zu den Fasern
| StoBstelle I
- ,l \ DMS 6
{ StoBstellenabstand s=0,120m
20V
!
o

Bild 25: Aufzeichnungsbeispiele von DehnungsmeBstreifensignalen zur
Ermittlung der schnellsten Ausbreitungsgeschwindigkeiten der
Longitudinalwellen (ScheibenstoB)
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Transversalwelle
b
| 10puV
Longitudinal- '
—welle {
- 20pus
20us /\vA a
P /
20 wv
!
o 20us
Longitudinal -
I welle
wel, /
| Biege-l |
welle \
|
t | th[
S0 wv
! \

Longitudinal- und Transversal-
welle in Faserrichtung

StoBstelle I (ScheibenstoB)
DMS 1,450
StoBstellenabstand s=0,100 m

Biegewelle in Faserrichtung
StoBstelle V (BiegestoB)
DMS 1,900
StoBstellenabstand s= 0,189m

Biegewelle quer zur Faserrich-
tung

StoBstelle III (BiegestoB)
DMS 2,900
StoBstellenabstand s=0,0995m

Bild 26: Aufzeichnungsbeispiele von DehnungsmeBstreifensignalen zur
Ermittlung der Grenzgeschwindigkeiten der Transversalwellen

und Biegewellen
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Stofistelle I DMS 3

t

0 1 20 30 45 40

Bild 27: Weg - Zeit Diagramm fiir die schnellste Longitudinalwelle in Faser-

IS

richtung; V115 As/At =9050m/s

Stofistellen I und I¥

0.2-
m
01 -
t
° 0 50 100 ps 150

Bild 28: Weg - Zeit Diagramm flir die schnellste Biegewelle quer zur Faser-

richtung; dabei wurden die StoBstellen III und IV sowie die Deh-
nungsmeBstreifen 2 und 4 benutzt. Vo3T= As/At =1350 m/s
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erkennt, wurde die Platte mit Stahlflanschen vertikal und allseitig fest
eingespannt. Als StoBmassen wurden Kugeln aus gehdrtetem Kugellagerstahl
100 CrMn 6 mit verschiedenen Radien gewdhlt. Die Kugeln wurden bifilar als
Pendel aufgehdngt. Ihre Fallhohen im Schwerefeld der Erde und damit ihre
StoBgeschwindigkeiten Vo konnten grob mit einer Winkelskala eingestellt
werden. Genaue Bestimmungen der Fallhohen wurden mit einem Kathetometer
vorgenommen. Einen Uberblick iliber die wichtigsten Versuchsdaten gibt nach-
folgende Aufstellung. Tabelle 3 zeigt auferdem eine Zusammenstellung der

Platte

Material: Epoxydharz unidirektional mit Kohlenstoffasern SIGRI NF verstarkt
Fasergehalt 60-Vol.%

£, = 12,3 100 n/m®
£, = 0,9 1010 N/m?
- - 10 2
ny = ze = 0,47 107" N/m
Gyz = 0,32 10'0 N/n®
vxy =V, T 0,30
vyx =V, = 0,023
\)Zy = vyz = 0,48
o = 1515 kg/m
a=0,4m
h=810"m
StoBkugeln
Material: Kugellagerstahl 100 CrMn 6
g = 21,1 1010
Vg = 0,28
o, = 7850 kg/m*
R, =17,7107 m 5 m = 0,219 kg
51 -3 1 Massen mit
R. =22,210°m ; m_ = 0,4078 kg Beschleunigungsaufnehmer
52 -3 52 Typ Kistler 802 B
R. =25,410"m ; m_ = 0,5908 kg
53 53

Vo = 0,25m/s ; 0,50 m/s ; 0,75 m/s 3 1,00m/s ; 1,25 m/s
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mg K v, T X t,*
in Ikl | in |N/mb 2] |in |m/s| in |s] in |s|
0,25 | 0,12910° | 1,77 | 1,16 1078
0,50 | 0,113 107 | 2,02 | 1,90 1078
0,2199 | 0,231 101° | 0,75 | 0,104 103 | 2,20 | 2,52 1078
1,00 | 0,008 107 | 2,33 | 3,07 107
1,25 | 0,094 1073 | 2,43 | 3,60 1078
0,25 | 0,158107° | 2,68 | 1,46 107°
0,50 | o0,1381073 | 3,07 | 2,41 1078
0,4078 | 0,259 1010 | 0,75 | 0,127 10 | 3,34 | 3,12 1078
1,00 | o0,12010 | 3,53 | 3,85 1078
1,25 | 0,1151073 | 3,60 | 4,47 1078
0,25 | 0,179 1073 | 3,83 | 1,65107°
0,50 | 0,156 1073 | 3,94 | 2,68 1078
0,5008 | 0,277 101 | 0,75 | o0,1431073 | 4,30 | 3,50 1078
1,00 | 0,135 10 | 4,55 | 4,30 1078
1,25 | 0,029107 | 4,76 | 5,03 1078

+)

Die Werte der Zeitkonstanten t wurden mit G1l.(184) aus den Kontakt-

halbachsen berechnet, die sich®nach der Kontakttheorie von Sveklo aus
den theoretischen StoBkraftmaxima ergeben.

D.= 5284 Nm,
X

P

B,= 17,34 10

o = 10,4 10”4 m/Ns

6 (m) L

D. = 408 Nm
y 14

ny-‘- 524 Nm

B,” 62,41 1076 (Nm)!

Kontakttheorie von Sveklo: (rx/ry)==0,85 ,

r,/(PRy)=4,16 10

2
4 (ﬁ_)1/3

Tabelle 3: Zusammenstellung der wichtigsten StoBkenngroBen im Rahmen der
experimentell untersuchten StoBbedingungen
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aus diesen Versuchsdaten berechneten StoRkenngroBen, die eine einfache
Ermittlung der maximalen dimensionslosen StoBkrdfte und Plattenkriimmungen
aus Bild 17 und 21 gestatten. Die Dauer des Friihstadiums im Sinne der ver-
einfachten StoBtheorie, d.h. der Zeitraum, in dem die Randbedingungen das
Geschehen am StoBpunkt noch nicht beeinflussen, wurde fiir die hier unter-
suchte Platte aus der hochsten Grenzgeschwindigkeit der Biegewellen in Hohe
von 1750 m/s und aus der Kantenlange a =0,4 m der zentral gestoBenen Platte
abgeschdtzt. Da sich die energiereichen Biegewellen grioRerer Wellenldnge
aber etwas langsamer fortpflanzen, kann dieser Zeitbereich als geringfligig
groBer angenommen werden, so daB hier der Zeitraum der ersten 250 us als
Gultigkeitsbereich des Friihstadiums angesehen wurde. Bei den StoBgeschwin-
digkeiten wurde nicht iber 1,25 m/s hinausgegangen, um plastische Verfor-
mungen oder Ortliche Materialzerstorungen im Bereich der StoBstelle auf
jeden Fall zu vermeiden.

6.3.2 StoBkraft-, Durchbiegungs- und DehnungsmeBtechnik

Die experimentelle Bestimmung der StoBkrdfte erfolgte unter Beriicksichti-
gung der Newtonschen Bewegungsgleichung iiber die Messung der beim StoB auf-
tretenden Beschleunigungen bzw. Verzdgerungen der jeweiligen StoBmasse.
Dazu waren auf der in Bezug auf den StoBpunkt riickwdrtigen Seite der StoB-
kugeln Beschleunigungsaufnehmer angebracht, die durch Innengewinde kraft-
schlissig mit den Kugeln verbunden waren. Diese Beschleunigungsaufnehmer
(Kistler Typ 802 B) bestehen aus einer seismischen Masse und einem Piezo-
Quarz, wobei die seismische Masse als Einmassenschwinger /92/ mit ent-
sprechender Federkonstante, Dampfungskonstante und Eigenfrequenz (hier z.B.
40 kHz) aufgefaBt werden kann. Die Beschleunigungen, denen die StoBkugel
ausgesetzt wird, werden auf die seismische Masse ilibertragen, die ihrerseits
eine ihrer Masse und der Beschleunigung proportionale Druck- oder Zugkraft
auf den Piezo-Quarz ausiibt. Die dabei erzeugten elektrischen Ladungsverdn-
derungen im Quarz bei einer Empfindlichkeit von 0,498 10'12 Coulomb pro
g=9,81 m/s2 werden in einem Ladungsverstarker der Firma Kistler in pro-
portionale Spannungsinderungen umgewandelt, die dann auf dem Schirm des
Kathodenstrahloszilloskops aufgezeichnet werden. Bild 30 zeigt schematisch
die Anordnung zur Messung und zur Weiterverarbeitung der StoBkraftsignale.

Die im wesentlichen auf die Eigenschwingungen der seismischen Masse zuriick-
zufiihrenden, dem eigentlichen MeBsignal liberlagerten Oberschwingungen wur-
den mit einem TiefpaBfilter der Grenzfrequenz 180 kHz geringfiigig geglattet,
ohne die Anstiegsflanken der MeRsignale nennenswert zu verflachen. Bei der
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Auswertung der aufgezeichneten StoBkraftsignale war auferdem der Umstand zu
beriicksichtigen, daB die Signale von der StoBstelle ausgehend jeweils erst
die Kugeln bis zum Beschleunigungsaufnehmer durchlaufen miissen, was eine
verzigerte Aufzeichnung der Signale bedeutet. Bei einer Geschwindigkeit von
ca. 5000 m/s der Longitudinalwellen in Stahl 1lag die Verzdgerung bei den
hier verwendeten Kugeln im Bereich von ca. 9-12 us. Da die Triggerung der
Zeitbasis mit dem ersten Kontakt zwischen Kugel und Plattenoberflache er-
folgte und das Geschehen aber gedanklich auf die Plattenmittelfldche be-
zogen werden sollte, war bei der Auswertung der Verldufe demgegeniiber noch
der Umstand zu beriicksichtigen, daB die StoBwellen die Plattenmittelfldche
jeweils erst ca. 1,5 us nach dem Triggerzeitpunkt erreichten. In diesem Zu-
sammenhang sei auch erwdhnt, daB die Platte trotz der nichtleitenden Eigen-
schaft der Epoxydharzmatrix eine gewisse elektrische Leitfdhigkeit besitzt,
die auf die Leitfdhigkeit der Kohlenstoffasern zuriickzufiihren ist, deren
spezifischer elektrischer Widerstand 1,8 10'3szcm betragt. Dadurch konnte
bei der CFK-Platte die Triggerung der Zeitbasis des benutzten Kathoden-
strahloszilloskops unmittelbar iiber einen elektrischen KurzschluB zwischen
Platte und Kugel erfolgen.

Die experimentelle Bestimmung der Plattendurchbiegungen erfolgte mit einem
auf kapazitivem Prinzip aufgebauten Schwingungs- und DurchbiegungsmeBgerdt
der Firma Wayne - Kerr. Bild 31 zeigt diesbeziiglich die prinzipielle Anord-
nung zur Messung und Weiterverarbeitung der Verldufe der Plattendurchbie-
gung. Dem StoBpunkt genau gegeniiberliegend wurde auf der in Bezug auf das
StoBgeschehen riickwdrtigen Seite der Platte ein Wegaufnehmer auf definier-
ten Abstand zur Platte gebracht. Der Abstand und damit der MeBbereich war
dabei groBer als die zu erwartende maximale Durchbiegung einzustellen und
betrug bei dem hier verwendeten Wegaufnehmer 2,5 mm. Der im Raum fixierte
Wegaufnehmer und die Platte bilden bei diesemyMeBprinzip einen Plattenkon-
densator, dessen Kapazitdat vom Abstand zwischen Plattenelement und Wegauf-
nehmer und damit vom Durchbiegungszustand des Plattenelements abhdngt. Uber
eine entsprechende Schaltung in einem angeschlossenen TrdgerfrequenzmeBver-
stdrker wird aus der Kapazitatsanderung infolge der Durchbiegung des Plat-
tenelements eine elektrische Spannung in wahlweise modulierter oder demodu-
lierter Form erzeugt, die iiber den gesamten MeBbereich des Wegaufnehmers
proportional zum Abstand Aufnehmer-Platte ist und mit einem Kathodenstrahl-
oszilloskop aufgezeichnet werden kann. Dabei ist in Obereinstimmung mit
friiheren Erfahrungen noch der Umstand zu beriicksichtigen, daB bei den
durchgefiihrten StoBversuchen die im Oszilloskop aufgezeichneten Signale je-
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weils einen gewissen Zeitverzug aufwiesen, d.h. daB der Einsatzpunkt sowie
der gesamte Verlauf der Durchbiegungskurven im Oszilloskop jeweils etwas
verspatet registriert wurde. Diese offensichtlich meBtechnisch bedingten
zeitlichen Verzdgerungen in Hohe von erfahrungsgemdB ca. 30 us sind wahr-
scheinlich auf den TragerfrequenzmeBverstdrker zuriickzufiihren, dessen Tria-
gerfrequenz bei 50 kHz 1liegt. Bei der Auswertung der zeitlichen Durchbie-
gungsverldufe miissen diese Verzogerungen zum Abzug gebracht werden. Da die
Triggerung der Zeitbasis wiederum mit dem ersten Kontakt auf der Platten-
vorderseite erfolgte, die Durchbiegung aber auf der Riickseite gemessen wur-
de sowie gedanklich auf die Plattenmittelfldche bezogen werden sollte, war
bei der Auswertung noch eine zusdtzliche Zeitkorrektur in Hohe von ca.
1,5 us abzuziehen, die der Laufzeit der Longitudinalwellen durch die halbe
Plattenhdhe entsprach.

Die DMS-MeBtechnik zur experimentellen Erfassung der Dehnungen unter der
StoBstelle wurde bereits in Kapitel 6.2.2 beschrieben. Dabei wurden Folien-
DMS vom Typ HBM 06/120 LY 11 verwendet. Die Triggerung der Zeitbasis er-
folgte bei allen hier vorgestellten MeBmethoden jeweils extern durch Kurz-
schluB zwischen Kugel und Platte, die fiir diesen Zweck iiber eine Spannungs-
teilerschaltung mit unterschiedlichen elektrischen Potentialen belegt wur-
den, wie man den Bildern 24, 30 und 31 entnehmen kann. Bei den StoBkraft-
und Durchbiegungsmessungen vurden diese Spannungsspriinge gleichzeitig im
jeweils zweiten Kanal des Oszilloskops noch mit aufgezeichnet, wodurch auch
die Kontaktzeit festgehalten werden konnte.

Wahrend die DehnungsmeBstreifensignale wegen der erforderlichen hohen Emp-
findlichkeit nur mit einem analogen Speicheroszilloskop vom Typ Tektronix
7623A aufgezeichnet werden konnten, wurde bei der Erfassung der StoBkraft-
und Durchbiegungsverldufe noch zusatzlich ein zweikanaliges digitales Os-
zilloskop vom Typ Explorer III der Firma Nicolet Instruments benutzt. Dies
war fiir die spatere rechnergestiitzte MeBwertverarbeitung von Vorteil, da
das Oszilloskop iiber ein Interface mit einem Rechner vom Typ 9825A der
Firma Hewlett-Packard verbunden war, so daB unmittelbar Kurven in digitali-
sierter Form vom Bildschirm. des Oszilloskops in den internen Speicher des
Rechners eingelesen werden konnten. Umgekehrt bestand die Moglichkeit,
theoretisch errechnete Kurvenziige vom Rechner auf den Bildschirm zuriickzu-
geben und sie dort z.B. mit gleichzeitig eingeblendeten MeBkurven zu ver-
gleichen. Neben dem eingebauten Floppy-Disk Speicherwerk besaB dieses Os-
zilloskop den Vorteil, auf dem eingebauten Monitor mit einem eingeblendeten
elektronischen Fadenkreuz jeden Punkt der MeBkurve anzufahren und dessen
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absolute oder relative Zeit- und Amp]jtudenwerte als Digitalwerte einzu-
blenden. AuBerdem konnte die jeweilige Kurve im Bereich des Fadenkreuzes in
horizontaler und vertikaler Richtung um das maximal 64-fache gespreizt wer-
den, so daB Einzelheiten, wie z.B. Maxima, Minima, Nulldurchgdnge etc. ,
besser untersucht bzw. ausgewertet werden konnten. AbschlieBend sei noch
erwahnt, daB die Funktionstiichtigkeit bzw. Genauigkeit der beschriebenen
Gerdte und MeBverfahren in Vorversuchen auf geeignete Weise iiberpriift wur-
den.

6.3.3 Ergebnisse

Zur Oberpriifung der theoretischen Aussagen der Kapitel 4 und 5 wurden um-
fangreiche StoBversuche durchgefiihrt, wobei die StoBbedingungen mit drei
verschiedenen StoBmassen und jeweils fiinf verschiedenen StoBgeschwindig-
keiten variiert wurden. Beispiele aufgezeichneter Verlaufe der StoBkraft,
Kontaktzeit, Durchbiegung des gestoBenen Plattenelements und der Dehnungen
an der Oberfléache unter der StoBstelle zeigen die Bilder 32-34.

Die Ergebnisse der StoBversuche sollen nun theoretischen Werten gegeniiber-
gestellt werden. Ausgehend von den Versuchsdaten des Kapitels 6.3.1 berech-
nen sich zundchst die Biegesteifigkeiten der Platte mit G1.(131) theore-
tisch zu

Dx = 5284 Nm
D, = 408N
v m
D = 524 N ‘e
ey m
woraus sich mit G1.(152)
- -4
o.p = 10,4 10 " m/Ns

als theoretischer Wert des Plattenparameters ergibt. Beziiglich des Koeffi-
zienten K des Kontaktkraftgesetzes fiihren die Kontakttheorien von Sveklo
und die Ndherungstheorie von Kapitel 4.3 bei den hier vorliegenden Versuchs-
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Bild 32: Aufzeichnungsbeispiele gemessener StoBkraftverldufe und
Kontaktzeiten bei einer StoBgeschwindigkeit von VoS 1m/s
a) me= 0,2199kg b) me= 0,4078 kg «¢) me= 0,5908 kg



136

expérir}me'ntell . _§_0(ﬁs
’ \‘ —(
P ‘\\ theoreti
; { 2V 2 0,0690 mm
\
i \ |
2V | \(J-\|!
a) '
- |S00us
x~\
4 \\' /.\‘ 5V £ 0,1725 mm
{ \‘\ 1/
5V VURLA T
b) ' R
2V £ 0,0690 mm
c)

Bild 33: Gemessene zeitliche Verldufe der Durchbiegung unter dem StoB-
punkt. Zum Vergleich sind die mit den G1n.(210),(209) berech-
neten theoretischen Verldufe fiir die fest eingespannte Platte
gestrichelt angegeben.

a) v0=0,75m/s, ms=0,4078kg
b) vo=l,25m/s, ms=0,5908kg
c) vo=1,00m/s, ms=0,2199kg
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Bild 34: Beispiele aufgezeichneter Verldufe der Dehnungen unter dem

StoBpunkt bei einer StoBgeschwindigkeit von vo=1 m/s
a) ms=0,2199 kg, b) m= 0,4078 kg, c¢) m = 0,5908 kg
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daten auf den gleichen theoretischen Wert

K
VR

S

1,74 10'° N/m? ,

wobei der Koeffizient auch hier gleich auf den Kugelradius RS bezogen ange-
geben wird. Unterschiede, allerdings geringeren AusmaBes, liefern beide
Theorien beziiglich des Halbachsenverhdltnisses rx/ry der Kontaktflachen

Sveklo Ndherungstheorie

r, /ry 0,85 0,82

ry/(PRs)1/3 4,16 10°% @2m)'? 5,13 107 @2m1/3

1/3

und beziiglich der auf das Produkt (P Rs) bezogenen Kontakthalbachse ry.

Die experimentellen Ergebnisse wurden nun zundchst daraufhin liberpriift, ob
fiir das sogenannte StoBfriihstadium, d.h. hier die ersten ca. 250 us nach
StoBbeginn, in Hinblick auf die vereinfachte Durchbiegungbeziehung von

W,
120 T t= 300 s

Hm /°t=250ps
80 1 /°t=200us

40 - /°t=150ps t
1 o Temps 0/ P(f) dt

t=50Us
= T T —T —

O 002 004 006 008 010 012 Ns

0

Bild 35: Zuordnung der gemessenen Plattendurchbiegung unter dem StoBSpunkt
zu den Zeitintegralen iiber die gemessene StoBkraft;
Vo = 0,75 m/s, me = 0,4078 kg
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G1.(153) ein linearer Zusammenhang zwischen der Durchbiegung des gestoRenen
Plattenelements und dem Zeitintegral iiber die StoBkraft festgestellt werden
kann. Dazu wurden bei allen StoBversuchen die kapazitiv gemessenen Durch-
biegungen den zuzuordnenden Zeitintegralen iiber die gemessene StoBkraft
gegeniibergestellt. Bild 35 zeigt dies exemplarisch fiir einen StoBversuch.
Hier, wie in allen anderen Versuchen auch, konnte im untersuchten Friihsta-
dium eine befriedigende Linearitdt festgestellt werden und aus der jeweili-
gen Steigung der diese Linearitdt beschreibenden Geraden der experimentelle
Wert des Plattenparameters bestimmt werden. Als Mittelwert aus allen StoB-
versuchen ergab sich |

o, = 10,3 10~4 m/Ns ,
exp

wobei die groBte einzelne Abweichung von diesem Mittelwert relativ unter 9%
lag.

Weiterhin wurden fiir das Friihstadium mit dem theoretischen Plattenparameter
und dem theoretischen Koeffizienten K des Kontaktkraftgesetzes aus der
nichtlinearen Differentialgleichung die Verldufe der StoBkraft berechnet.
Bild 36 zeigt diesbeziiglich einen Vergleich berechneter und gemessener
StoBkraftmaxima bei verschiedenen StoBbedingungen. Eine Gegeniiberstellung
geplotteter zeitlicher Verldufe von theoretischer und experimenteller StoB-
kraft im Friihstadium zeigt exemplarisch fiir einen StoBversuch Bild 37a. Man
erkennt darin neben einer gewissen Oberhthung des theoretischen Maximums
den deutlich steileren Anstieg des theoretischen StoBkraftverlaufs gegen-
tiber dem experimentellen.

Aus den berechneten StoBkraftverldufen der vereinfachten StoBtheorie konn-
ten ferner mit G1.(153) die Durchbiegungen des gestoBenen Plattenelements
im Friihstadium bestimmt werden, wozu Bild 38a wiederum einen Vergleich
theoretischer und experimenteller Verliufe zeigt. Die erst weit nach Ablauf
des Friihstadiums auftretenden Durchbiegungsmaxima wurden demgegeniiber mit
der in Kapitel 5.5.2 erliuterten Methode unter Verwendung des Impuls- und
Energieerhaltungssatzes aus G1.(223) berechnet. Fiir die verschiedenen StoB-
massen und StoBgeschwindigkeiten sind sie in Bild 39 gemessenen Werten
gegeniibergestelit. Die benotigte Federsteifigkeit Cp der Platte war dabei
aus den Versuchsdaten mit G1.(239) theoretisch zu
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c,= 2,76 100 kg/s?

berechnet worden. Die in Bild 39 auftretenden Differenzen zwischen Theorie
und Experiment sind auf zwei mogliche Fehlerquellen der Theorie zuriickzu-
fiihren, die sich auf die berechneten Werte allerdings gegenldufig auswirken.
Zum einen ist die berechnete Federsteifigkeit C_ nur als Naherungswert zu
verstehen, da zu ihrer Berechnung nur die Grundschwingungsform eines Nahe-
rungsansatzes fiir die Durchbiegung der fest eingespannten Platte beriick-
sichtigt wurde. Die berechnete Federsteifigkeit diirfte damit etwas zu hoch
sein, so daB die damit ermittelten Durchbiegungsmaxima geringfiigig zu nied-
rig sein diirften. Dazu kommt eine zweite Fehlerquelle der Theorie, die auf
der Vernachldassigung der kinetischen Energie der StoBmasse zum Zeitpunkt
der maximalen Plattendurchbiegung in G1.(222) beruht. Diese kinetische
Energie kann bei den hier untersuchten Stofbedingungen genaugenommen nur im
Fall der groBten StoBmasse LI nahezu vernachldssigt werden. Mit kleiner
werdender StoBmasse nimmt die Bedeutung dieses Energieterms immer mehr zu,
so daB dessen Vernachldssigung auf iiberhohte theoretische Durchbiegungs-
maxima flihrt.

Eine weitere, wenn auch weitaus umstandlichere Moglichkeit, die Durchbie-
gungsverldaufe nach Ablauf des Friihstadiums zu berechnen, besteht auBerdem
noch in folgender Vorgehensweise. Man 10st unter Beriicksichtigung der tat-
sdchlichen Randbedingungen der hier fest eingespannten Platte die Integral-
gleichung (210) und berechnet sich aus den ermittelten StoBkrdften mit
G1.(209) die Durchbiegungen. Bei der praktischen Durchfiihrung wurde dabei
aus programmtechnischen Griinden unter Annahme gleichmdBiger Konvergenz in
den Gleichungen (209) und (210) die Reihenfolge von Summation und Integra-
tion vertauscht. Entsprechende theoretische Verldufe unter Beriicksichtigung
von 400 Gliedern der unendlichen Doppelreihe (m=n=40) im Vergleich mit
experimentellen Verldufen findet man exemplarisch in Bild 33.

Dieses Kapitel abschlieBende Untersuchungen galten noch den experimentellen
und theoretischen Dehnungen an der riickwdrtigen Oberfldche des gestoBenen
Plattenelements und den damit zusammenhangenden Biegungsmomenten. Nach der
Beziehung von G1.(192) war bei der hiesigen Platte im Friihstadium ein kon-
stantes Verhdltnis der Biegedehnungen in x- und y-Richtung von theoretisch
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Bild 41: Maxima der Dehnungen unter dem StoBpunkt,
(bei den mit der dimensionslosen Darstellungsweise ermittelten
Werten wurde t,. Jjeweils aus G1.(184) mit der Kontakttheorie von
Sveklo und dem jeweiligen StoBkraftmaximum P berechnet);

a) mg =0,2199kg, b) mg = 0,5908 kg
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_ 12 _
eyo/ Sxo (Ex/Ey) 3,60

zu erwarten. Dem steht ein experimenteller Durchschnittswert von

(e, /e, ) = 3,64
Yo *o max

gegeniiber, der aus einer Auswertung der gemessenen Dehnungsmaxima aller
StoBversuche ermittelt wurde. Weitere Ergebnisse beziiglich der Dehnungen
zeigen auBerdem die Bilder 40 und 4I. Bei den theoretischen Werten wurden
dabei zundchst die StoBkrdfte mit der vereinfachten Theorie aus der Ldsung
der nichtlinearen Differentialgleichung (164) berechnet. Davon ausgehend
wurden die Kriimmungen und damit die Biegedehnungen zundchst aus G1.(182)
berechnet. Ein exemplarisches Ergebnis findet man in Bild 40. Dabei wurde
fiir jeden diskreten Integrationsschritt die Zeitkonstante t, nach G1.(184)
unter Verwendung der Kontakttheorie von Sveklo als Funktion der mit der
StoBkraft zeitverdnderlichen Halbachsen ryor der Kontaktfliche berechnet.
Dazu erganzend stehen die in Bild 41 dargestellten Resultate beziiglich der

Definungsmaxima. Die theoretischen Werte wurden dabei auf relativ einfache
Weise zum einen unter Anwendung der dimensionslosen Darstellungsweise
(61.(189) in Verbindung mit Tabelle 3, Bild 21) und zum anderen mit der am
Ende von Kapitel 5.4 erlduterten Methode der Zweipulszerlegung bestimmt.
Die Berechnung von t, aus G1.(184) erfolgte dabei ebenfalls unter Verwen-
dung der Kontakttheorie von Sveklo.

Den Vergleich Theorie-Experiment beziiglich der Dehnungen abschliefend sei
noch auf folgende Umstidnde hingewiesen. Im theoretischen Teil werden nur
die Biegedehnungen im Rahmen der hier benutzten Plattentheorie beriicksich-
tigt. Zusdtzliche Biege- und Lingsausdehnungen aus Nahfeldeinfliissen, die
von Schwieger et al. /88/ z.B. beim BiegestoB auf einen Balken beriicksich-
tigt wurden, werden hier vernachldssigt, so daB in gewissen Grenzen durch-
aus Unterschiede zu den experimentellen Werten, die den tatsdchlichen Deh-
nungen entsprechen, zu erwarten sind. AuBerdem steckt in der Wahl zur Be-
rechnung der Zeitkonstanten t, nach G1.(184) eine gewisse Willkiirlichkeit,
die durch zukiinftige Untersuchungen noch zu klaren wire. Dies ist vor allem
deshalb zu betonen, da die berechneten Ergebnisse der Kriimmungsverldufe
nicht unwesentlich von t_ beeinfluBt werden.
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6.4 Untersuchungen zum Kontaktkraftgesetz

Die zunehmende Bedeutung faserverstdrkter Verbundmaterialien in der Luft-
und Raumfahrttechnik, die damit zusammenhdngenden Untersuchungen zum Ver-
halten bei StoBbelastungen und insbesondere die Tatsache, daB die modernen
Verbundmaterialien entgegen ihren sonstigen iiberragenden mechanischen Ei-
genschaften je nach Laminataufbau eine mehr oder weniger schwéche Resistenz
gegeniiber StoBvorgangen besitzen, haben in neuerer Zeit zu einer Reihe ex-
perimenteller Untersuchungen des Kontaktverhaltens gefiihrt /4/,/43/,/52/,
/68/,/70/.

Bei den genannten Arbeiten wurden die Parameter des exponentiellen Kontakt-
kraftgesetzes jeweils durch einfache statische Druckversuche z.B. von
Stahlkugeln auf die zu untersuchende Verbundstruktur ermittelt. Dabei wur-
den mit WegmeBuhren bei einer schrittweisen Steigerung der statischen Last
z.B. jeweils nach 30 - 40 Sekunden die zugehdrigen Anniherungen der Kontakt-
partner abgelesen. Die Auswertungen der Versuche fiihrten zu folgenden Er-
gebnissen. Beziiglich der Parameter des Kontaktkraftgesetzes muB bei stati-
schen Versuchen zwischen der Belastung und der Entlastung unterschieden
werden. So hat der Exponent des Kontaktkraftgesetzes bei der Belastung den
erwarteten Wert von 3/2, wahrend er bei der Entlastung Werte unter 3/2 an-
nimmt. Die jeweiligen Verfasser fiihren dies in der Hauptsache darauf zu-
riick, daB auch schon bei relativ kleinen Kontaktkrdften irreversible Ener-
gieverluste z.B. in Form von einzelnen Faserbriichen auftreten. Zum anderen
macht sich bei den statischen Versuchen vor allem aber auch der Kriech-
effekt bemerkbar, der bei groReren Lasten dominierenden EinfluB gewinnt, so
daB dann nach /70/ einer vorgegebenen Last iiberhaupt keine eindeutige An-
ndherung mehr zugeordnet werden kann. Dariiberhinaus existieren neuere Ar-
beiten von Doyle /39/,/40/ zur Bestimmung der dynamischen Parameter aus
Dehnungsmessungen an stoBbelasteten Balken. Die dazu notwendigen verein-
fachten Beziehungen fiir die Dehnungen an der Oberfldche wurden aber bisher
nur filir isotropes Material angegeben.

Hier wurden nun die im Kapitel 4.4 vorgestellten Methoden zur Bestimmung
der dynamischen Parameter des Kontaktkraftgesetzes angewendet. Dabei soll-
ten die Aussagen der Kontakttheorien des Kapitels 4 iliberpriift werden. Ins-
besondere sollte die Frage geklirt werden, ob die idealisierende Annahme,
daB die Kontaktflache sehr klein ist im Vergleich zu den iibrigen Abmessun-
gen der Kontaktpartner, auf den hier vorliegenden Fall einer mehr oder we-
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niger dicken bzw. diinnen Platte anwendbar ist oder ob z.B. Unterschiede in
den experimentellen Kontaktkraftgesetzparametern beim StoB auf die faser-
verstarkte Platte zum einen und beim Stof auf einen Halbraum gleichen Mate-
rials zum anderen auftreten.

Hier wurden die MeBwerte der HauptstoBversuche des Kapitels 6.3 ausgewertet.
Dazu wurden jeweils fiir die drei Stofgeschwindigkeiten VoS 0,25 m/s bzw.
0,75 m/s bzw. 1,25 m/s der drei benutzten StoBkugeln aus den gemessenen
StoBkrdften mit der Integralbeziehung (118) die Schwerpunktsanndherungen
der StoBpartner im Friihstadium ermittelt. Aus der Zuordnung der sich zeit-
lich entsprechenden Wertepaare von Anndherung und StoBkraft konnte dann mit
den Mitteln der Ausgleichsrechnung iiber das Prinzip vom Minimum der Fehler-
quadrate der Exponent E und der Koeffizient K fiir jeden StoBversuch be-
stimmt werden. Entsprechend der diskreten Zeitschrittweite von At =0,5 us
wurden dabei jeweils iliber 200 Wertepaare beriicksichtigt. Bild 42 zeigt
diesbeziiglich fiir einen StoBversuch einige Wertepaare der Be- und Entla-
stungsphase und die durch Ausgleichsrechnung gewonnene Kurve des Kontakt-
kraftgesetzes. Da die benutzte Methode auf das Friihstadium beschrinkt ist,
konnten die Entlastungsphasen jeweils nur teilweise zur Auswertung herange-

v P |
600- e

o
O Belastungsphase c/ﬂ'
40049 @ Entlastungsphase ° /

200+ e _

O'F"E-———' Y y T v T -
0 20 0  um 60,

Bild 42: Wertepaare von StoBkraft und Anndherung der StoBpartner beim Bie-
gestoB auf die orthotrope Platte; die ausgezogene Kurve stellt das
durch Ausgleichsrechnung ermittelte Kontaktkraftgesetz dar.

Vo© 0,75 m/s , m = 0,4078 kg
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zogen werden. Insgesamt ergaben sich schlieBlich folgende Resultate. Eine
Abhdngigkeit des Exponenten E von der StoBgeschwindigkeit oder der StoBmas-
se konnte nicht festgestellt werden. Der gemittelte Wert aller einzeln be-
stimmten Exponenten betrug

E = 1,50 ’

wobei die grofte Abweichung eines Einzelwertes relativ unter 1,3% lag. Wie
theoretisch erwartet konnte ebenfalls keine Anderung des Koeffizienten K
mit der StoBgeschwindigkeit festgestellt werden, wohl aber eine dem Faktor
R'I/2 proportionale Abhdngigkeit vom Kugelradius RS. Der aus den Versuchen

3
gemittelte experimentelle Wert von K betrug bezogen auf RSI/2

R = 0,97 10'° N/m?
VR
S
Dies ist eine recht deutliche Abweichung vom Wert der Kontakttheorien in
ohe von 1,74 1010 N/m?.

— — —— - — — a— — — — —

Da ein weit ausgedehnter Halbraum des hier untersuchten Plattenmaterials
nicht zur Verfligung stand, wurde versucht, den Halbraum iiber eine riick-
wirtige Verstdrkung des 8mm dicken Verbundmaterials durch einen massiven
Stahlblock wenigstens angendhert zu realisieren. Auf die so verstdrkte
Struktur wurde dann mit den 3 Stahlkugeln

Rs = 0,0254 m ; m, = 0,599 kg

4 4 .
R, =0,0300m ; m_= 0,929 kg Massen mit

%5 ®5 Beschleunigungsaufnehmer
R =0,0350m; m_= 1,478 kg

56 56

mit Geschwindigkeiten bis zu 0,50 m/s gestoBen, wobei ansonsten die Ver-
suchsdaten des Kapitels 6.3.1 gelten.
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Bild 43: Gemessene StoBkraft und der daraus mit G1.(118) berechnete Verlauf
der Anndherung der StoBpartner beim Sto der Kugel meg= 0,929 kg
auf den anisotropen Halbraum; vo=0,25 m/s
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Bild 44: Experimentelles Kontaktkraftgesetz fiir die Be- und Entlastungsphase
beim StoB der Kugel m55=0,929kg auf den anisotropen Halbraum;
vo=0,25 m/s
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Fiir jeden StoBversuch konnte dann mit G1.(120) aus dem gemessenen Stof-
kraftverlauf der jeweilige Verlauf der Anndherung berechnet werden. Ent-
sprechende zeitliche Verldufe zeigt dazu exemplarisch Bild 43. Unter der
zuvor experimentell verifizierten Annahme von E=3/2 als Wert des Exponen-
ten wurde dann aus der Gegeniiberstellung sich zeitlich entsprechender
Wertepaare von StoBkraft und Anndherung iiber die Ausgleichsrechnung fiir je-
den StoBversuch der Koeffizient K ermittelt. Den exponentiellen Verlauf des
Kontaktkraftgesetzes mit entsprechenden Wertepaaren von StoBkraft und An-
ndherung zeigt Bild 44 fiir einen StoBversuch. Da hier kein Friihstadium zu
beriicksichtigen war, konnte die gesamte Entlastungsphase zur Auswertung
herangezogen werden. Wie zu erkennen ist, waren die Stofversuche bei den
hier verwendeten StoBgeschwindigkeiten nahezu elastisch, d.h. hysteresefrei.

Des weiteren wurde der Koeffizient noch aus der maximalen StoBkraft Pmax
mit G1.(125) berechnet. Zusammenfassend konnte wiederum keine Abhdngigkeit
des Koeffizienten K von der StoBgeschwindigkeit festgestellt werden, wohl

-1/2 proportionale Abhdangigkeit vom Kugelradius. Im

aber wiederum eine zu RS

Mittel ergab sich

K = 1,26 10"0 nm?

éls experimenteller Wert des bezogenen Koeffizienten beim StoB der Stahl-
kugeln auf den faserverstdrkten Halbraum. Dies entspricht einer besseren
Obereinstimmung mit dem theoretischen Wert als beim PlattenstoB. Im iibrigen
zeigt sich beim HalbraumstoB auch eine recht gute Obereinstimmung zwischen
Theorie und Experiment, wenn man mit den GiIn.(123),(124) mit dem theoreti-
schen Koeffizienten K das StoBkraftmaximum P und den Zeitpunkt maximaler

max

StoBkraft Tmax berechnet. Den Vergleich entsprechender Werte bei verschie-

denen StoBbedingungen zeigt Bild 45.

Das Kapitel zusammenfassend zeigt Bild 46 noch am Beispiel zweier StoBmas-
sen eine Gegeniiberstellung exponentieller Verldufe des Kontaktkraftge-
setzes, die zum einen aus den Kontakttheorien und zum anderen aus den ex-
perimentellen Werten von K/\/ﬁs bestimmt wurden.
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\P
2000 - ———— thEOretiSCh
e o === Halbraum |
experimentel
N = = Platte P
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0
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N mg, = 0.2199 kg
1000 - -
b
0 R T T A T T N
b) 0 20 40 60 80 pm

Bild 46: Vergleich der experimentell ermittelten Abhangigkeit der StoB-
kraft von der Anndherung der StoPBpartner mit dem Kontaktkraft-
gesetz von Sveklo; a) m 4= 0,5908 kg, RS3=O,0254m
b) me1= 0,2199 kg, Rsl= 0,0177 m
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6.5 Das spannungsoptische Oberfldachenschichtverfahren bei einer diametral
belasteten Kreisscheibe aus faserverstarktem Epoxydharz

Im Sinne einer Erweiterung der Einsatzmdglichkeiten experimenteller Metho-
den der Spannungsanalyse sollen hier kurz die Moglichkeiten und Probleme
der Anwendung des Oberfldchenschichtverfahrens bei faserverstidrkten bzw.
generell anisotropen Korpern angerissen werden. Die aus der Spannungsoptik
bei isotropen Korpern bekannten Untersuchungen an durchsichtigen Kunst-
stoffmodellen sind auf anisotrope Korper nicht Ubertragbar, da dort die
Spannungsverteilung neben der duBeren Form des Bauteils und der ZuBeren Be-
lastung auch von der Art der Anisotropie abhdngt. Modelluntersuchungen sind
also nur an Modellen mit gleicher Anisotropie wie das Originalbauteil sinn-
voll. Dem sind jedoch dadurch Grenzen gesetzt, daB mit den fiir die durch-
sichtigen Modelle verwendeten Glasfasern die hohen Anisotropiegrade kohle-
faserverstarkter Originalbauteile oft nicht erreichbar sind. AuBerdem ist
der erhebliche Aufwand bei der Herstellung glasfaserverstirkter Modelle zu
bedenken. Demgegeniiber scheint sich das Oberfldchenschichtverfahren als
einfache und praktikable fliachenhafte Methode zur experimentellen Ver-
formungsanalyse an hochanisotropen Originalbauteilen anzubieten. Dies ins-
besondere, da mit den anderen, allgemein bekannten flachenhaften Methoden,
wie z.B. der Moire-Technik, der Holographie oder der Speckle-Interferome-
trie, nur die Verschiebungen u,v,w nicht aber die DehnungsgroBen direkt ex-
perimentel]l erfaft werden kdnnen.

Im Rahmen dieser Arbeit wurden nun qualitative Untersuchungen exemplarisch
an einer diametral belasteten Kreisscheibe des hier vorliegenden, unidirek-
tional verstdarkten CFK -Materials mit dem Oberflachenschichtverfahren ange-
stellt. Diese Untersuchungen sollen zundachst als Anregungsvorschlag ver-
standen werden und die praktische Durchfiihrbarkeit sowie die Deutlichkeit
der dabei auftretenden optischen Effekte demonstrieren. Die Losung der
vielschichtigen Probleme insbesondere theoretischer Natur bei einer Anwen-
dung dieser Methode fiir quantitative Messungen muB spdteren Arbeiten iiber-
lassen werden. Auch ist das Gebiet der Spannungsoptik und des daraus abge-
leiteten Oberfldchenschichtverfahrens viel zu umfangreich, um in dieser Ar-
beit ausfiihrlich behandelt zu werden. Es wird sich deshalb auf die notwen-
digsten Erlduterungen, die zum Verstdndnis der durchgefiihrten Versuche un-
erldaBlich sind, beschrankt. Im iibrigen sei auf die umfassende Darstellung
der Spannungsoptik bei isotropen Korpern bei Frocht /94/ und Wolf /95/ hin-
gewiesen.
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Das Wesen der Spannungsoptik beruht auf der Spannungsdoppelbrechung be-
stimmter durchsichtiger Kunststoffe. Optisch zundchst isotrope Korper wer-
den dabei unter mechanischer Belastung optisch anisotrop. Diese Anisotropie
wird durch die erzeugten Deformationen hervorgerufen. Mit Hilfe von linear
oder zirkular polarisiertem Licht konnen dann bei ebenen Spannungszustinden
in ebenen doppelbrechenden Medien optische Effekte sichtbar gemacht werden,
die bei senkrechter Durchstrahlung Auskunft iliber die Hauptdeh -
nungsdifferenzen € - € und die Hauptdehnungsrichtungen geben.

Beim Oberfldchenschichtverfahren wird insbesondere eine spannungsdoppelbre-
chende Folie auf das ebene Originalbauteil aufgeklebt, wobei die Obergangs-
flache Folie-Bauteil optisch moglichst gut reflektierend gemacht wird. Man
nimmt dann an, daB in der Trennschicht Folie-Bauteil die elastischen Ver-
schiebungen stetig vom Bauteil auf die photoelastische Schicht iiber-
tragen werden. Dabei ist zu beachten, daB die Folie einen Teil der
Verfbrmungsenergie aufnimmt, d.h. die Folie verstdrkt die Gesamtstruktur
mechanisch. Dementsprechend treten im Bauteil mit der aufgeklebten photo-
elastischen Schicht etwas andere Verformungen auf als im Bauteil ohne Folie.
Eine Moglichkeit zur quantitativen Berechnung dieses mechanischen Verstir-
kungseffektes bei anisotropen Originalbauteilen ist dem Verfasser aller-
dings nicht bekannt. Eine Lichtwelle, die nun senkrecht zur Ebene der
Hauptspannungen in die Folie eintritt, wird in zwei Teilwellen aufgespal-
ten, die unterschiedliche Fortpflanzungsgeschwindigkeiten besitzen und in
zueinander senkrechten Ebenen jeweils 1linear polarisiert schwingen. Der
durch die Laufstrecke Folienoberfldche - Reflexionsflache - Folienoberfléache
und durch die unterschiedlichen Geschwindigkeiten bedingte Gangunterschied
der beiden Teilwellen am Austritt kann mit Hilfe von linear oder zirkular
polarisiertem Licht in Form von Isochromaten und Isoklinen sichtbar gemacht
werden, wobei Isochromaten Orte gleicher Hauptdehnungsdifferenzen
(el-sz) und Isoklinen die Orte gleicher Hauptdehnungsrichtungen verbinden.

Am Beispiel der hier untersuchten diametral belasteten, orthotropen Kreis-
scheibe zeigt Bild 47 den prinzipiellen Versuchsaufbau. Hierbei wurde mit
zirkular polarisiertem Licht gearbeitet, bei dem nur Isochromaten sichtbar
werden. Vor der Quecksilberhdchstdrucklampe, die mit einem Farbfilter mono-
chromatisches Licht der Wellenldnge A =546 nm abstrahlt, befindet sich ein
sogenannter Polarisator, der linear polarisiertes Licht erzeugt. Ihm folgen
zwei sogenannte Viertelwellenlingenplatten in Subtraktionsstellung zuein-
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Modell

' Viertelwellenldngen-
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nalysator

Quecksilber-
hochstdruck-
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Bild 47: Spannungsoptischer Versuchsaufbau beim Oberfldchenschichtver-
fahren: Diametral belastete faserverstdrkte Kreisscheibe im
Reflexionspolariskop (Zirkularpolariskop)
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ander, von denen das erstere zirkular polarisiertes Licht erzeugt. Zwischen
den Viertelwellenldngenplatten befindet sich das Bauteil mit der Folie. Vor
der Kamera, die die Isochromatenbilder aufzeichnet, ist schlieBlich noch
ein Analysator mit senkrechter Schwingungsrichtung zum Polarisator. Mit
dieser Anordnung hat man im unbelasteten Zustand ein dunkles Arbeitsfeld.
Die genaue Ausfiihrung und die ausfiihrliche Beschreibung des benutzten Re-
flexionspolariskops findet man im iibrigen bei Schwieger /96/.

Bild 48 zeigt nun Isochromatenaufnahmen der unidirektional verstdrkten

Kreisscheibe bei unterschiedlicher Orientierung der Fasern zur Lastrich-
tung. Bei der zur Lastrichtung parallelen Faserlage im linken Teilbild er-

kennt man den gebiindelten KraftfluB 1adngs des vertikalen Symmetrieschnittes.
AuBerdem sind trotz der hohen Last von 6000 N nur wenig Isochromaten nied-

riger Ordnung zu sehen, d.h. die auftretenden Hauptdehnungsdifferenzen sind

relativ klein. Dies diirfte auf den hohen Elastizitdatsmodul der Fasern in

der Lastrichtung zuriickzufiihren sein. Liegen die Fasern dagegen senkrecht

zur Lastrichtung, wie im rechten Teilbild, treten trotz der geringeren Last

von 4100 N mehr Isochromaten mit hoherer Ordnung auf. AuBerdem fdllt dort

die breit auslaufende Form der Isochromaten auf, was auf einen mehr ver-

teilten KraftfluB schlieBen 1aBt. Bei der 45°-R1chtung der Fasern herrscht

schlieBlich keine Axialsymmetrie des Verformungszustande$§ zur Lasteinwir-

kungslinie. Man erkennt also sofort den maBgeblichen EinfluB der Faserlage

auf den Verformungszustand und damit auch auf die Spannungsverteilung.

Fiir eine Anwendung des Oberfldchenschichtverfahrens zur quantitativen Span-
nungs- bzw. Verformungsanalyse bei orthotropen Korpern sind nach Kenntnis
des Verfassers allerdings noch folgende Fragen bzw. Probleme offen. So ist
die Frage nach dem Verstarkungseffekt der isotropen Folie auf dem aniso-
tropen Bauteil zu kldren. AuBerdem fallen bei orthotropen Materialien - von
den elastischen Hauptrichtungen abgesehen - die Hauptspannungs- und Haupt-
dehnungsrichtungen im allgemeinen nicht mehr zusammen. Von der Hauptdehnungs-
differenz kann also nicht mehr ohne weiteres, wie bei isotropen Stoffen,
auf die Hauptspannungsdifferenz geschlossen werden. Abschliefend sei noch
darauf hingewiesen, daB das Oberflachenschichtverfahren auBerdem auch zur
Untersuchung der Wellenausbreitung bei dynamischen Vorgdngen in anisotropen
Materialien von Nutzen sein kann.
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7. Besprechung der Resultate

Diese Arbeit behandelt die schlagartige Belastung orthotroper Platten durch
StoBkugeln. Im Vordergrund stehen diesbeziiglich die wahrend des StoBvor-
gangs im Bereich der Kontaktfldche konzentriert wirkenden Belastungs- und
VerformungsgroBen. Insbesondere die StoBkrdfte und Biegungsmomente kdnnen
dabei auch schon bei kleinen StoBgeschwindigkeiten kurzzeitig sehr grofe
Werte erreichen. Die Berechnung dieser BelastungsgroBen ist vor allem fiir
die modernen faserverstdrkten Verbundkorper von Bedeutung, da diese Ver-
bundwerkstoffe relativ zerstorungsanfdllig gegeniiber StoBen sind. Anderer-
seits werden sie aber aufgrund ihres niedrigen Gewichts bei hoher mechani-
scher Festigkeit zunehmend in der Luft- und Raumfahrttechnik eingesetzt, wo
sie besonders stoBgefshrdet sind und Materialversagen besonders schwerwie-
gende Folgen hat /1/,/4/,/43/,/52/,/68/-/71/,/79/.

Im ersten Kapitel wurde die Wellenausbreitung in orthotropem Material be-
handelt. Ausgangspunkt waren dabei die Grundgleichungen der linearen Ela-
stizitdtstheorie eines anisotropen Kontinuums. Insbesondere wurden die Be-
stimmungsgleichungen zur Berechnung der richtungsabhdngigen Phasen- und
Energieausbreitungsgeschwindigkeiten angegeben. Dabei zeigt sich, daB die
Energieausbreitungsfronten und die damit verbundenen Ausbreitungsfldchen
der Spannungsimpulse je nach zugehdrigem Wellentyp und Art der Anisotropie
(Laminierung) teilweise recht komplizierte Formen annehmen. Die Energieaus-
breitung innerhalb der Struktur wird durch die Laminierung gezielt beein-
fluBbar. Dies ist auch in Bezug auf die mit einer moglichen Wellenfokussie-
rung verbundenen Gefahr der ©ortlichen Konzentration von Spannungsimpulsen
von Bedeutung. Dariiberhinaus wurden zwei transzendente Gleichungen abgelei-
tet, mit denen das Dispersionsverhalten der Longitudinal- und der Biegewel-
len in den elastischen Hauptrichtungen einer orthotropen Platte’berechnet

werden kann.

SchlieBlich wurde gezeigt, wie man aus der Messung der Grenzgeschwindig-
keiten der schnellsten Longitudinal-, Transversal- und Biegewellen in einer
Scheibe bzw. Platte alle elastischen Konstanten (E -Moduln, Schubmoduin,
Poissonsche Querdehnzahlen) eines unidirektional faserverstdrkten Verbund-
korpers bestimmen kann. Dabei wurde die allgemein iibliche Annahme /1/-/4/,
/7/, 122/-/31/ vorausgesetzt, daR trotz gewisser viskoelastischer Eigen-
schaften der Epoxydharzmatrix in einer CFK-Struktur der Verbundkdrper auf-
grund der dominierenden hohen Elastizitdt der Kohlenstoffasern und insbe-
sondere in Hinblick auf die Kurzzeitigkeit der dynamischen Vorgidnge als



160

nahezu idealelastisches Kontinuum behandelt werden kann. Im experimentellen
Teil wurden die Wellen dann durch kurze StoBe angeregt und die Grenzge-
schwindigkeiten mit einem System von DehnungsmeBstreifen an der Scheiben-
bzw. Plattenoberfldche ermittelt. Ein Vergleich mit den theoretisch erwar-.
teten elastischen Materialkonstanten ergab eine befriedigende Obereinstim-
mung. Der Vorteil der Methode liegt insbesondere darin, daB man die e]a-'
stischen Konstanten auf eine den dynamischen StoBversuchen besonders ange-
paBte Weise ermittelt. Die dem Verfasser bekannten anderen Methoden beruhen
dagegen entweder auf statischen Versuchen oder erfordern die Herstellung
einer mehr oder weniger grofien Anzahl verschiedenster Proben.

Im Sinne der Entwicklung einer geschlossenen StoBtheorie zur Berechnung der
wichtigsten BelastungsgroBen beim StoBvorgang galt das nachste Hauptkapitel
dem Kontaktkraftgesetz bei orthotropem Materialverhalten in Analogie zum
Gesetz von Hertz bei isotropen Korpern. Das Kontaktkraftgesetz beschreibt
dabei den Zusammenhang zwischen der Kontaktkraft, mit der zwei Korper zu-
sammengepreBt werden, und der daraus resultierenden Anndherung. In neueren,
dem Verfasser bekannten Arbeiten zur StoBproblematik /1/,/4/,/43/,/52/,/68/
anisotroper Verbundkorper wurden diesbeziiglich bisher in grober Ndherung
das nur flir isotrope Stoffe giiltige Hertzsche Gesetz benutzt oder die KKG-
Parameter experimentell bestimmt.

Hier wurde nun eine Kontakttheorie orthotroper Korper von Sveklo /44/ - /46/"
aufgegriffen. Das daraus abgeleitete Kontaktkraftgesetz besitzt die gleiche
exponentielle Form wie das Gesetz von Hertz, jedoch ist die numerische Be-
rechnung des Koeffizienten komplizierter und aufwendiger. Als zweite theo-
retische Alternative wurde auferdem ein Transformationsverfahren von Lodge
/47/ aufgegriffen, mit dessen Hilfe vom Verfasser ein ndherungsweise giilti-
ges Kontaktkraftgesetz abgeleitet werden konnte. Dieses Gesetz beruht auf
bestimmten, in der Regel allerdings nicht immer exakt erfiillten Vorausset-
zungen. Es ermdglicht aber bei ansonsten gleicher exponentieller Form eine
erheblich einfachere Berechnung des Kontaktkraftgesetzkoeffizienten. Mit
entsprechenden Rechenprogrammen konnten dann beide Theorien in ihren prak-
tischen Aussagen miteinander verglichen werden. Beiden Theorien ist aber ge-
meinsam, daR es sich wie bei der Theorie von Hertz zundchst um statische
Gesetze handelt, die unter der Voraussetzung abgeleitet wurden, daB die
Kontaktfldache sehr klein ist im Vergleich zu den Abmessungen der Kontakt-
partner. Deshalb wurde die Obertragbarkeit auf den StoBvorgang bei diinnen
Platten spdter experimentell Uberpriift.
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Das abschlieBende Hauptkapitel des theoretischen Teils diente der Entwick-
lung einer vereinfachten StoBtheorie. Ausgehend von der klassischen Theorie
orthotroper Platten wurde eine vereinfachte Beziehung fiir die Durchbiegung
der Platte unter dem StoBpunkt abgeleitet. Diese Beziehung stellt einen
linearen Zusammenhang zwischen dem Zeitintegral iiber die StoBkraft und der
Durchbiegung des gestoBenen Plattenelements her und besitzt Giiltigkeit fiir
die Dauer des sogenannten StoBfriihstadiums. Mit dieser vereinfachten Durch-
biegungsbeziehung, dem Kontaktkraftgesetz und der Bewegungsgleichung der
StoBmasse kann dann eine nichtlineare Differentialgleichung in dimensions-
loser Darstellung hergeleitet werden, aus deren numerischer Losung man so-
fort den dimensionsbehafteten StoBkraftverlauf bekommt. Der groBe Vorteil
der dimensionslosen Darstellung liegt u.a. darin, daB fiir die jeweiligen
StoBbedingungen das Maximum der "dimensionslosen StoBkraft" in Abhangigkeit
von einer einzigen StoRkennzahl X angegeben werden kann. Der vereinfachten
StoBtheorie wurde dann eine auch iibliche, numerisch aufwendigere Methode
gegeniibergestellt. Diese beruht auf einer Integralgleichung fiir die StoB-
kraft, zu deren Herleitung anstelle der vereinfachten Durchbiegungsbezie-
hung die unendliche Doppelsumme der analytischen Ldsung fiir die Platten-
durchbiegung benutzt wurde. Ein Vergleich der nach beiden Theorien berech-
neten StoBkraft- und Durchbiegungsverldufe ergab im Friihstadium keine
nennenswerten Unterschiede. Dazu sei auch exemplarisch auf Bild 18 und 19

verwiesen.

Die Aussagen des theoretischen Teils sollten aber auch am Beispiel einer
unidirektional mit Kohlenstoffasern verstarkten Epoxydharzplatte experimen-
tell uberpriift werden. Nachdem die elastischen Konstanten bestimmt worden
waren, wurden dazu umfangreiche KugelstoBversuche auf das Zentrum der qua-
dratischen Platte durchgefiihrt. Die StoBbedingungen wurden dabei mit drei
Stahlkugeln und jeweils fiinf StoBgeschwindigkeiten variiert. Dabei ergaben
sich folgende Resultate. Bei allen StoRversuchen konnte im Friihstadium ein
linearer Zusammenhang zwischen den Plattendurchbiegungen unter dem StoB-
punkt und den Zeitintegralen iiber die StoBkraft festgestellt werden. Der
aus allen Versuchen gemittelte experimentelle Plattenparameter stimmte da-
bei ausgezeichnet mit dem theoretisch erwarteten Wert liiberein. Der Ver-
gleich der mit der vereinfachten StoBtheorie berechneten StoBkraft- und
Durchbiegungsverldufe ergab ebenfalls befriedigende Ubereinstimmungen, wo-
bei allerdings die theoretischen StoBkraftverldufe gegeniiber den experimen-
tellen etwas zu schnell ansteigen und einen etwas zu hohen Maximalwert er-
reichen. Diese Unterschiede fiihrt der Verfasser hauptsdchlich auf das theo-
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retische Kontaktkraftgesetz zuriick, da die vereinfachte Durchbiegungsbezie-
hung als zweite mogliche Hauptfehlerquelle der Theorie bei der hier unter-
suchten Platte experimentell nachweislich entfdallt. Wie zu erwarten, ver-
schwinden auch tatsdchlich die Differenzen zwischen Theorie und Experiment
nahezu, wenn statt des theoretischen Werts des KKG-Koeffizienten der ex-
perimentell ermittelte verwendet wird (Bild 37 und 38b).

Weiterhin wurde in Kapitel 5.4 in Analogie zur vereinfachten Durchbiegungs-
beziehung eine vereinfachte Integralbeziehung fiir die Biegedehnungen in x-
und y-Richtung unter der StoBstelle abgeleitet. Dabei wurde wiederum eine
dimensionslose Darstellung der Biegedehnungen bzw. Kriimmungen gewdhlt, so.
daB das Maximum der dimensionslosen Kriimmungen in- Abhangigkeit von zwei den
StoB charakterisierenden Kennzahlen dargestellt werden konnte. Ein Ver-
gleich der berechneten Biegedehnungen unter dem StoBpunkt mit den gemes-
senen Werten ergab relativ brauchbare Obereinstimmungen. Die eher geringen
Differenzen konnten dabei nach Ansicht des Verfassers auf zwei Effekte zu-
riickzufiihren sein. Zum einen wurden in der Theorie nur die Biegedehnungen
im Rahmen der hier benutzten Plattentheorie berechnet, d.h. =zusdtzlich
iiberlagerte Biege- und Lidngsausdehnungen aus Nahfeldeinfliissen /88/ wurden
nicht beriicksichtigt. AuBerdem werden in der benutzten Plattentheorie die
Querkraftdeformationen und Rotationstrdgheiten vernachldssigt. Den theore-
tischen Teil abschlieBend wurden in Kapitel 5.5.2 mit Hilfe des Energie-
und Impulserhaltungssatzes analytische Beziehungen zur besonders einfachen
Abschatzung des ersten Maximalwertes der Plattendurchbiegung angegeben. Die
Obereinstimmungen zwischen den danach berechneten Durchbiegungsmaxima und
den MeBwerten waren in Hinblick auf die theoretischen Vereinfachungen recht
zufriedensteliend.

Das Kontaktkraftgesetz betreffend wurden noch zusdtzlich StoBversuche auf
einen Halbraum des hier untersuchten, faserverstdrkten Materials durchge-
filhrt. Dabei zeigte sich, daB durchaus Unterschiede in den experimentellen
Parametern des Kontaktkraftgesetzes beim Platten- und HalbraumstoR auftre-
ten, wobei der HalbraumstoB den Theorien naher kommt. Dies war im Prinzip
Zu erwarten, da beide Theorien voraussetzungsgemdB davon ausgehen, daB die
Kontaktfldache sehr viel kleiner ist als die geometrischen Abmessungen der
Kontaktpartner. Dies ist insbesondere bei der hier untersuchten Platte in
Bezug auf ihre Dicke h weniger der Fall. Bei der Anwendung der Kontakttheo-
rien zur Berechnung der beim StoB auftretenden BelastungsgrdoBen wirkt sich
die Tatsache der Unterschiede in den experimentellen und theoretischen KKG-
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Parametern aber weniger schwerwiegend aus, ‘als erwartet. Dies steht im iib-
rigen in Einklang mit Ergebnissen von Arbeiten zum StoB auf isotrope Plat-
ten /74/, /75/, in denen das Hertzsche Gesetz verwendet wurde, das auf der
gleichen Voraussetzung beruht.

Die hier benutzte Plattentheorie betreffend bleibt zu bemerken, daB die
Vernachldssigung des EinfluBes der Querkraftschubspannungen und Rotations-
tragheiten bei der hier untersuchten 8 mm dicken CFK-Platte offensichtlich
nicht zu groBeren Abweichungen zwischen Theorie und Experiment fiihrt.

AbschlieBend kann also festgehalten werden, daB es gelungen ist, eine voll-
stdandige vereinfachte StoBtheorie vorzulegen, die die Berechnung der StoB-
krdafte, Biegedehnungen und Plattendurchbiegungen beim BiegestoB auf ortho-
trope Platten ermoglicht. Innerhalb der Theorien wurden nach Kenntnis des
Verfassers erstmalig Kontakttheorien orthotroper Korper verwendet. Im Rah-
men der vereinfachten Theorie konnte zu einer dimensionslosen Darstellung
der StoBkrdfte und Kriimmungen (Biegedehnungen) iibergegangen werden. Dabei
hdngt das Maximum der “dimensionslosen StoBkraft" von nur einer und das der
"dimensionslosen Kriimmung" von zwei den StoB charakterisierenden Kennzahlen
ab. Der groBe Vorteil der dimensionslosen Darstellung liegt darin, daB Be-
rechnungsunterlagen in Form von dimensionslosen Kurven (Bild 17 und 21) an-
gegeben werden konnten, die eine schnelle und einfache Berechnung der StoB-
kraft- und Dehnungsmaxima bei verschiedenen StoBbedingungen gestatten. Der
Vergleich berechneter StoBkraft-, Durchbiegungs- und Biegedehnungsverildufe
ergab zufriedenstellende Obereinstimmungen mit experimentellen Ergebnissen.
Vorteilhafterweise liegen die mit der vereinfachten Theorie berechneten
StoRBkrdfte und Plattendurchbiegungen iiber den zugehdrigen experimentellen
Ergebnissen, so daB man mit der vorgelegten Theorie eine obere Grenze
dieser Belastungs- und VerformungsgroBen erhdlt. Dies gilt allerdings nicht
fiir die Biegedehnungen. Anwendungsgrenzen der Theorie sind im Bereich
dicker Platten zu erwarten, da dort die Vernachldssigung des EinfluBes der
Querkraftschubspannungen zu groferen Fehlern fiihren diirfte. Von praktischem
Nutzen diirfte die Theorie dagegen bei der Berechnung von StoBbelastungen im
Triebwerksbau sein, wo z.B. bei Turbinenfanbldttern die Tendenz verstarkt
zum Einsatz anisotroper Materialien, wie z.B. einkristallinen Systemen oder
unidirektional ausgerichtet erstarrten eutektischen Legierungen aber even-
tuell auch CFK, geht.
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9. Anhang

9.1 Theoretische elastische Materialkonstanten eines unidirektional

faserverstarkten Verbundkorpers

Zur Berechnung der Materialkonstanten eines unidirektional verstdrkten
Verbundkorpers wird von folgenden Daten der Ausgangsstoffe ausgegangen:

Fasern:

EfL E-Modul in Langsrichtung

EfT E-Modul in Transversalrichtung

Gf Schubmodul bzgl. der Ebene, die durch einen Schnitt
LT in Faserrichtung entsteht

GfTT Schubmodul der zur Faser senkrechten Schnittebene

Kf Kompressionsmodul bzgl. der zur Faser senkrechten
TT Schnittebene

Vf Faservolumenanteil im Verbundkdrper

Ey E-Modul

Vg Poissonsche Zahl

Kb Kompressionsmodul

Vb Matrixvolumenanteil im Verbundkorper Vb= 1-Vf

Ferner wird die x-Achse als Faserrichtung definiert. Die nun folgenden
Gleichungen sind einem Anhang bei Kriz und Stinchcomb /13/ entnommen und
gehen auf Hashin /22/ zuriick. Danach berechnet sich der Kompressionsmodul
beziiglich der z,y-Ebene zu

(241)
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wobei die Indizierung (+),(-) hier und im folgenden den oberen bzw. unte-
ren theoretischen Grenzwert im Rahmen der Theorie von Hashin bezeichnet.
Das Zeichen * markiert schlieBlich jeweils noch die Beziehung, die er-
fahrungsgemdB den experimentellen Ergebnissen recht nahe kommt /13/ und
die zur Berechnung der Vergleichswerte in Tabelle 2 benutzt wurde.

In diesem Sinne berechnet sich dann der Schubmodul Gyz der y,z-Ebene aus

mit

v
Gy *+ 1 fv K. +2G)
+ obpt “Sp
G. -G 3G. (K ¥G.)
frp b b'¥p* Cp
(242)
3 _ 2,2
(1+a,V3) (ay*+B,Ve) = 3V VL8]
b v3 -v.) - 3v.vig?
(1+aVg) (ay -V £VbP1
_ Bl- YBZ
S R g Y8,
_ 1
B1 3 -4vb
(243)
1
B, = 3 =av,
T
o = \r+ES1
2 Yy -1
G
_ Epp
Y = @G
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Fiir die verbleibenden GroBen findet man noch folgende Beziehungen fiir

- f -
ny - Gb + 1 Vb - ze
+
G, -G 2G
£n b b
(244)
(+) Vb
G = G +
Xy frr ! N Ve
G. -G 2G
b g frr
und
- 245
E, vafL+ V,E, (245)
(=) (+)
4K G
Ey = Ez = LZ* ¥z (246)
g () +wG(+)
Yz
sowie .
g wc;‘*’
Vyz = Vay = ow (247)
k() ¢G(+)
y
vafLL + vibLII b
Vxy = (248)
vafLLI ¥ VpEpliI
mit *
- (=) .2
v = 1 + 4Kyz vxy/Ex
L. = 2v. (1=v3)V,. + V. (1+v.)v
I £ b’ Vf b b’ Vb
LT
LII = Vf(1—vf -2v§ ) (249)
LT LT
Lirr= 2(1—vb)v + (1+v )V
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9.2 Numerische Berechnung der materialabhdngigen Parameter Akj,Aoj,Aﬁg)

des Kontaktkraftgesetzes von Sveklo

Die hier aufgefiihrten Beziehungen findet man in analoger Form in den Auf-
sdtzen zur anisotropen Kontakttheorie von Sveklo /44/-/46/.

Der Index j bei Akj’Aoj’Aag) bezeichnet den jeweils betrachteten
Kontaktpartner j = 1,2. Die in diesem Anhang angegebenen Berechnungsschrit-
te sind fiir beide Kontaktpartner gleichermaBen durchzufiihren, weshalb im
folgenden der Index j weggelassen wird, so daB fiir jeden Kontaktpartner
also Ak,Ao,A£3) mit k = 1,2,3 zu bestimmen sind.

Aus den elastischen Steifigkeiten C11° €12 *- g6 des betrachteten Mate-
rials sind dazu in Abhangigkeit vom Winkel ® die 3 konjugiert komplexen
Nullstellenpaare Wy der Determinantenbeziehung

*
c11 (c12+c66)cosesme u(c13+c55)cose
(c,,+C,.,.)sind cose c* (c,,*+C,,)sin8 = 0 (250)
12" %66 22 HiC237 Cyy
*
u(c13+c55)cose u(c23+c“)sin6 Cq3

Zu bestimmen, wobei folgende Abkiirzungen

c* = C c0329 + cC sinze + c uz

1 11 66 55

* 2 2 2 (251)
c22 = 066cos e + czzsin e + c44u

* 2 2 2

c33 = csscos e + c44sin e + c33u

gelten. Zu jedem konjugiert komplexen Nullstellenpaar W (k =1,2,3)
konnen dann die GroBen

(1) _ 2
Ak = (c12+c66)(c23+c44)sin e

2 2 2
-(c13+c55)(c66cos 8+czzsin 9+c44uk)

A(2)

2
(cqp* Cgg) (Cq3tCgg)cos @

2 2 2
-(c23+c44)(c11cos e+c6651n 6+c55uk) 252)
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(3) _ 2 2 2 2 .2 2
Ak = (c11cos @+c6ssin e+c55uk)(c66cos 8+c2251n ®+c44uk)

-(c12+c66)zsinzecosze

berechnet werden, mit denen schlieBlich

NS UINNC

(2) , (3) (1) (3)

(2) , (3))
2

)(u3 )(uz

pm a8 upalMe 2l - ale a) upa P+ 2D

- (1), A(3) (2), ,(3) (2), ,(3) (1), 5(3)
Ag= (KA, "+ A;77) (ByA, A7 ) =LA77+ A7) (o4, 8,77)

(253)
sowie
_ (1) ( ) (3)
8,= (cq3u8; " cos®e +c,qu a1 sin e+‘:33“1 1 ) A
(1) (2) (3)
+{c 3u2 2 cos e-+c23u2 2 sin 8-&033u2 2 ) A2 (254)
+(c 3u3 ; )cos e +c 3u3 ;2)51n e-+c33u3 ;3)) A3

|

berechnet werden konnen.
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9.3 Transformationsverfahren zur ndherungsweisen Ermittlung des Verschie-
bungsfeldes in einem durch eine Einzelkraft belasteten anisotropén
Halbraum

Es wird angenommen, daB die elastischen Konstanten des Materials folgenden
Bedingungen

\/;’xyvy# = \lvxzvz;'( = \{sz\’yz = v

G =
¥z 2 (14v)
o ViE (255)
X2z 2(14v)
VE.E
¢ = ==X
Xy 2(14v)

geniigén. In Anlehnung an Lodge /47/ werden nun folgende Substitutionen fiir
neue Variable gemacht.
Die neuen Koordinaten x', y', z' gehorchen

E 1/4 E 1/4
o I " _ [ =z '
X=X y = z = z R 256
&) (2 s

50 daB sich die partiellen Ableitungen zu

/E 1/4 E 1/4
2.2 2 _(X)] & (X)) 2 (257)
X 3x' y Ey oy' 0z Ii:z 3z’

ergeben. Dariiberhinaus werden folgende Substitutionen bei den Ver-
schiebungen

Ex 1/4 E 1/4
u=u' vV = E‘) v! w= E_x) w' s (258)
Y 2z
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den Spannungskomponenten

o =0 o= a' o= | = o'
X Y E |- z E,
E E 174
r = | X2 !
yz E% yz
X
(259)
EE 1/4
T, = X 2 T!
X2 E2 Xz
X
EE 1/4
T, . = —5—2) T!
Xy 2
E
X
den Komponenten des Verzerrungstenso?s
e =¢! €. =| = €' e.=| = e!
b4 X Yy Ey % z Ez 4
(Ez )1/4
Yo, = = Y.
yz EyEz yz
(260)
( Ei )1/4
Y, = Y,
X2 Esz Xz
( Ei )1/4
Y., = |ls% Y.
Xy ExEy Xy

und bei der Einzelkraft P

g \1/2 /5 \1/4 .
P = (E—z> (g) P! (261)
X X
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gemacht. Unter Verwendung dieser Transformationsbeziehungen konnen fiir
einen orthotropen Kdorper, dessen elastische Konstanten den GIn. (255) ge-
niigen, ausgehend von den Grundgleichungen des Kapitels 2 folgendermaBen
die Gleichgewichtsbedingungen

' ' '
qu 9T aTZX

mr t gt e = O

ot ! ot

<X+ a—yl + 2 = o0 (262)
[} 4 ]

.at_xg + _a._tE E?E = 0

ox' ay' 3z! ’

die geometrischen Bedingungen

. 2 2u' .o . _ W'
&% ~ w' &y = oy’ €2 © 32
o=y = 3V aw'
Y Y 3z' T 3y
(263)
(g o du' AW
Yz " Yzx T 3z' T %!
' _ ' _ a—ul a_vl
ny = ny = ay’ + X' .
das Stoffgesetz
[ ot ] RETE" v 0 0 o | el |
oy (1=-v) v ) ) ) c!
c! (1-v) © o} o €}
E
_ _x (264)
(1+v) (1=2v) 1-2%
y = o o iy
sym. -
T' 1-2v 0 YI
ZX 2 b33
' 1-2v ,
txy 2 ny
- - L. - - -
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und damit die Differentialgleichungen fiir das Verschiebungsfeld

L[] ' ' t '
au2+8u2+au2+ 1-_3_ au' dv' 3wl _ 4
ax' y'! 3z (1-2v) ax' | ax' oy 3z ' |
2l 2| 2! [~ 1 1 l1
av2+av2+__av2+__1_l du' LW LW . o (265)
ox! 3y! 3z' (1-2v) a3y’ _ax' ay! 3z"' |

) 1} ! [~ ] ' l"
3W2+3W2+3l2+_1_-.l _3_1_J..+§_Y__ +a_v! = 0
ox' oy 3z! (1-2v) 23z"' | ax! ay! 3z "'

umgeschrieben werden. Des weiteren konnen die Randbedingungen des hier vor-
liegenden Problems des durch eine Einzelkraft belasteten Halbraums in die
Form

Voot o " "
T sz fir 2'=0
o, =0 fir z'=0 und x',y'#0 (266)
o oo |
P'= - o! &'dy' fiir alle Ebenen z'=const.
JSe

tiberfiihrt werden.

Man erkennt in den GIn. (262)-(266) die totale formale Analogie zum &dqui-
valenten isotropen Problem, dessen Losung bekannt ist /102/, und bekommt

P _(1-9% (267)
TT.Ex 2

w'(x',y',2'=0) =
xl2+ yl

als Beziehung fiir die Verschiebungen der Halbraumoberflache in z-Richtung,
woraus nach einer Riicktransformation auf die urspriinglichen Variablen

2
P 1-v 1
EEyE) J (EZ/EX)V 2% 4 (EZ/EY)V '

folgt.
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