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Zusammenfassung

In dieser Arbeit werden grundlegende Konzepte der Kontinuumsmechanik
vorgestellt, die eine allgemeine Beschreibung von Mikrostrukturmodellen
und Modellen mit nicht-lokalem Materialverhalten ermoglichen.

Die Kinematik der Deformationen wird in einer neuen, kovarianten Dar-
stellung formuliert, aus der sich objektive Spannungs- und Dehnungsmafe,
objektive Raten und hyperelastische konstitutive Beziehungen direkt ermit-
teln lassen. Fiir Kontinua mit Mikrostruktur und nicht-lokalem Materialver-
halten wird ein einheitlicher, allgemeiner Rahmen angegeben, aus dem die
Grundgleichungen dieser Modelle abgeleitet werden konnen. Insbesondere
wird gezeigt, daf Schalen- und Kontinuumsmodelle in gleicher Weise her-
geleitet werden konnen. Zusétzlich werden zwei unterschiedliche Methoden
zur Herleitung der Schalengleichungen aus dem 3-dimensionalen Kontinuum
vorgestellt.
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Einleitung

Die Kontinuumsmechanik ist eine Feldtheorie zur Beschreibung des mechani-
schen Verhaltens kontinuierlicher Korper. Eine solche Beschreibung beruht
auf gewissen Konzepten oder Axiomen, die eine gemeinsame Basis fiir alle
Kontinuumsmodelle bilden. Als grundlegende Konzepte faft man u.a. die
Begriffe eines Raum-Zeit- Kontinuums und eines materiellen Kérpers auf.
Von der Definition solcher Grundkonzepte hingt entscheidend ab, welche
Tragweite eine Kontinuumstheorie hat.

Es ist das Ziel dieser Arbeit, Beitridge zu einer erweiterten Beschreibung
der nichtlinearen Kontinuumsmechanik und Schalentheorie zu liefern und
grundlegende Konzepte zu benennen, auf deren Basis eine solche Beschrei-
bung erfolgen kann.

Eine erweiterte Beschreibung der Kontinuumsmechanik wird hier unter den
Gesichtspunkten Verallgemeinerung und Vereinhestlichung betrachtet. Eine
Verallgemeinerung der Beschreibung soll eine Anwendung der kontinuums-
mechanischen Modelle auf Problembereiche erméglichen, die diesen bislang
nicht zugéngig waren. Eine Vereinheitlichung der Beschreibung hat die Auf-
gabe, unterschiedliche Modellvorstellungen aus einem gemeinsamen Ansatz
heraus zu erkléren.

Die Moglichkeiten einer Erweiterung kontinuumsmechanischer Modelle las-
sen sich anhand der geometrischen Klassifizierung der Kontinuumsmechanik
von KRONER [54] aufzeigen. In Abb. 0.1 sind drei Richtungen eingezeichnet,
in denen grundsédtzliche Verallgemeinerungen der mechanischen Modellvor-
stellungen moglich sind. Dieses sind Modelle mit zusétzlicher Mikrostruktur,
Modelle mit nicht-lokaler Struktur und Modelle mit verallgemeinerter Ma-
krostruktur. 4 v

Ein Mikrostrukturmodell erhédlt man, wenn zu den klassischen Zustands-
variablen Dichte, Temperatur und raumliche Lage noch weitere hinzufiigt
werden, die aber im allgemeinen keine makroskopische Interpretation zulas-
sen. Z.B. kann ein poroses Material mit einer skalaren Mikrostrukturvariable
beschrieben werden, die ein Maf fiir die Porenverteilung im Material dar-
stellt. Wichtig ist, daf diese Porenverteilung kein Parameter, sondern eine
Variable ist, die sich wihrend eines mechanischen Prozesses dndern kann.
Ein Modell mit nicht-lokaler Struktur beschreibt ein Kontinuum, bei dem
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die Wechselwirkungen zwischen materiellen Punkten nicht auf infinitesimale
Umgebungen dieser Punkte beschrankt bleiben. Fiir solche Kontinua gilt das
Cauchysche Postulat im allgemeinen nicht. Kontinua mit solcher Struktur
erhilt man beispielsweise, wenn die konstitutiven Beziehungen von Defor-
mationsgradienten héherer Ordnung abhingen.

Ein Modell mit verallgemeinerter Makrostruktur ist ein Kontinuum mit
nicht-Euklidischer oder noch schwicherer geometrischer Struktur. Ein klas-
sisches Kontinuum wird gewohnlich als Teilmenge des Euklidischen Raumes
aufgefalst und erhalt somit auch dessen lineare Struktur. In der Versetzungs-
theorie oder der finiten Elasto-Plastizitdtstheorie gibt es jedoch Konfigura-
tionen, fiir die eine solche Einbettung nicht méglich ist. Um solche Probleme
zu beschreiben, muf man ein allgemeineres Konzept eines materiellen Kor-
pers verwenden.

Struktur des
materiellen Kdrpers

.
.
>
»

Nicht-Riemannsche
Struktur
Nicht-Euklidische
S

 Klassische Kontinua | .... . »
Kontimums- Vo G 2|~ Nicht-Lokalitit

. méchanik der Beschreibung
|

Kontinua mit

skalarer Mikrostruktur

Cosseratsches Kontinuum
vom Grade 2

Mikro-Freiheitsgrade

Abbildung 0.1: Geometrische Klassifizierung der Kontinuumsmechanik
(nach KRONER)

Imm ersten Kapitel dieser Arbeit werden zunéchst die grundlegenden Kon-
zepte der Kontinuumsmechanik beschrieben und auf die Kinematik der De-
formationen angewendet. Als Grundkonzepte werden das Raum-Zeit-Kon-
zept und das Konzept eines materiellen Korpers vorgestellt. Beide Konzep-
te sind gegeniiber ihrer klassischen Darstellung verallgemeinert. Das Raum-
Zeit-Konzept Dbasiert nicht auf dem absoluten Raum, sondern auf einem
Punktraum, auf dem ein beliebiger Beobachter und ein beliebiges Bezugssy-
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stem eingefiihrt werden kann. Eine solche Beschreibung hat den Vorteil, daf
sich Invarianzbedingungen (z.B. das Prinzip der materiellen Objektivitit)
in natiirlicher Weise ergeben. Solche Invarianzbedingungen spielen in dieser
Arbeit bei der Herleitung der allgemeinen Gleichgewichtsbedingungen eine
entscheidende Rolle.

Ein materiellen Korper wird hier als differenzierbare Mannigfaltigkeit de-
finiert. Diese Definition erlaubt die Betrachtung einer allgemeinen Makro-
struktur, wie sie z.B. zur Beschreibung einer nicht-Riemannschen Verset-
zungstheorie notwendig ist.

Nach der Definition weiterer Grundbegriffe ( Bewegung, Plazierung, usw.)
wird eine Beschreibung der Kinematik nichtlinearer Deformationen vorge-
stellt, die auf eine Einbettung in den Euklidischen Raum verzichtet. Eine
solche Beschreibung basiert auf der Tensoralgebra auf-Mannigfaltigkeiten
und der expliziten Verwendung von Metriktensoren. Im Gegensatz zur klas-
sischen Darstellung werden Tangential- und Kotangentialrdume nicht identi-
fiziert. Eine ausfiihrliche Erlauterung der verwendeten algebraischen Opera-
tionen wird im Anhang gegeben. Um eine strukturierte Beschreibung der Ki-
nematik zu erhalten, werden verallgemeinerte pull-back- und push-forward-
Abbildungen eingefiihrt. Mit diesen Abbildungen kénnen nach einfachen
Grundregeln beliebige objektive Deformations- und Dehnungstensoren her-
geleitet werden. Die Definition einer sog. Lie-Ableitung ermaglicht es dann,
diesen Tensoren objektive Zeitableitungen zuzuordnen, sowie diese mit lei-
stungskonjugierten Spannungstensoren zu koppeln. Ein grofer Teil der in
der Literatur bekannten Spannungs- und Dehnungsgrofen wird auf einheitli-
che Weise dargestellt und in mehreren Diagrammen in Verbindung gebracht.
Der Ubergang zur klassischen Tensoralgebra wird eingehend erliutert, wobei
mehrere kritische Anmerkungen zur klassischen Schreibweise gemacht wer-
den. Anhand der sog. Doyle-Ericksen-Gleichung wird dann die allgemeine
Form hyperelastischer Stoffgesetze diskutiert und in einer vollig neuen Wei-
se interpretiert. Am Ende des ersten Kapitels folgt schlieflich ein Uberblick
iiber die Grundgleichungen klassischer thermo-mechanischer Kontinua.

Das zweite Kapitel widmet sich der einheitlichen Beschreibung der Kontinua
mit nicht-lokaler Struktur und Mikrostruktur. Es wird dort ein allgemeiner
Rahmen aufgebaut, in den solche Modelle eingeordnet werden kdnnen. Die-
ser Rahmen wird als allgemeines Prinzip der virtuellen Arbeit formuliert,
aber in seiner abstrakten mathematischen Darstellung hier nur skizziert.
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Stattdessen wird auf der Grundlage dieses Prinzips eine anwendbare Metho-
de vorgestellt, welche die Herleitung beliebiger Mikrostrukturmodelle ermog-
licht. Ein wesentlicher Bestandteil dieser Methode sind die im ersten Kapitel
hergeleiteten Invarianzbedingungen. Es wird an Beispielen aus der Kontinu-
umsmechanik und Schalentheorie demonstriert, wie sich die Methode auf
unterschiedlichste Mikrostrukturmodelle anwenden 14t und zu welchen Er-
gebnissen sie fiihrt. Dabei wird insbesondere gezeigt, daf die Darstellung
einer Schalentheorie vollig dquivalent zur Kontinuumsmechanik geschehen
kann. Diese einheitliche Beschreibung ist ein wesentlicher Aspekt der vorge-
stellten Methode.

Das dritte Kapitel befafst sich ausschlieflich mit der Schalentheorie. Wah-
rend sich die Schalengleichungen im zweiten Kapitel ohne Zusatzannahmen
aus Invarianzbedingungen ableiten lassen, soll im dritten Kapitel gezeigt
werden, dafs diese Schalengleichungen in allgemeiner Form auch aus den Glei-
chungen eines 3-dimensionalen Kontinuums gewonnen werden kénnen. Dazu
werden dort zwei Methoden, die Methode der Zwangsbedingungen und die
Methode der gewichteten Momente, vorgestellt. Die Methode der Zwangsbe-
dingungen leitet die Schalengleichungen aus einer kinematischen Annahme
her. Hier wird diese Herleitung in allgemeiner Weise durchgefiihrt und dann
sukzessive auf spezielle Schalenkinematiken eingeschrankt. Die Methode der
gewichteten Momente leitet die Schalengleichungen aus den statischen Glei-
chungen des Kontinuums her. Es wird gezeigt, dak beide Methoden auf die
gleiche Struktur der Schalengleichungen fiihren.

Im Anhang A sind verschiedene Definitionen und Begriffe zur Tensoralgebra
auf Mannigfaltigkeiten bereitgestellt. Insbesondere findet sich dort ein aus-
fiihrlicher Abschnitt iiber den Tensorkalkiil auf metrischen Vektorrdumen
und eine kleine Sammlung hilfreicher Beziehungen und Rechenregeln.

Im Anhang B ist eine kurze Zusammenstellung von Begriffen und Definitio-
nen iiber differenzierbare Mannigfaltigkeiten aufgefiihrt. Diese Zusammen-
stellung erhebt keinen Anspruch auf Vollstandigkeit, sondern dient lediglich
der Erlduterung hier verwendeter Begriffe.
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1 Grundlegende Konzepte

1.1 Struktur des physikalischen Raumes
1.1.1 Euklidischer Punktraum

Der Raum unserer Anschauung ist ein 3-dimensionaler affiner Punktraum €&,
dessen Elemente Punkte oder Raumpunkte heifen. Eine Beschrankung auf
eine spezielle Dimension des Raumes € ist nicht erforderlich, allerdings wird
eine endliche Dimensionen grundsatzlich vorausgesetzt. Die Raumpunkte
werden mit kleinen lateinischen Buchstaben a,b,c,... € £ gekennzeichnet.
Zu jedem Punktepaar (a, b) existiert ein nicht-negativer raumlicher Abstand
d(a, b), welcher durch die Abstandsfunktion

d:&x&— R
(a,b) — d{a,b) >0

festgelegt ist. Die Abstandsfunktion ') definiert sich iiber folgende Eigen-
schaften:

(i) Symmetrie: d(a, b) = d(b, a):
(ii) Regularitét: d(a, b) = 0, genau dann wenn a = b;
(iii) Dreiecksungleichung: d(a, ¢) < d(a, b) + d(b, ¢).

Der Punktraum € erhalt durch die Abstandsfunktion eine metrische Struk-
tur und wird als metrischer Raum (&, d) bezeichnet.

DDer Begriff Metrik anstelle des Abstandes wird hier vermieden, da Metrik spiter im Sinne
einer metrischen Struktur eines Vektorraumes verwendet wird.



8 [. NICHTLINEARE KONTINUUMSMECHANIK

Eine Abbildung 57 : € — €&, welche die Abstiande der Raumpunkte un-
verdndert 1aft, heillt isometrische Abbildung oder kurz Isometrie auf dem
metrischen Raum. Die Menge J aller Isometrien auf dem Punktraum & ist
definiert als

J:={j: &= & | d(j(a),j(b)) =d(a,b), V a,becl}.

Die Menge aller Isometrien besitzt eine Gruppenstruktur beziiglich der Hin-
tereinanderschaltung der Abbildung 7 : € — &. J wird daher auch als
Isometriegruppe bezeichnet.

Fiir lineare metrische Riume besitzt die Isometriegruppe J eine fixpunkt-
freie, transitive, kommutative Untergruppe E, welche Translationsgruppe
des Punktraumes heiflt. Die Translationsgruppe erhélt per Definition die
Struktur eines Vektorraumes mit innerem Produkt. Jedem metrischen Raum
(€,d) laBt sich hochstens eine Translationsgruppe zuordnen (siehe NOLL
[80]). Die Elemente von E werden mit fetten lateinischen Buchstaben ge-
kennzeichnet, z.B. u, v € £, und die Abbildung u(a) wird speziell als a + u
notiert. Die Schreibweise b = a + u ? unterstreicht die Darstellung von
u € £ als Verschiebungsvektor auf dem Punktraum.

Existiert eine Translationsgruppe, so kann jedem Punktepaar (a,b) € € x €
ein Differenzvektor d(a,b) € E zugewiesen werden. Der Differenzvektor ist
definiert als eine Abbildung

d:&x€&SE, (1.1.1)
mit den Eigenschaften
(i) d(a,c) = d(a,b) + d(b,c);
(ii) die Einschriankung d, : {a} x € — E ist bijektiv.

Aus der Eigenschaft (i) 18t sich sowohl d(a,a) = 0, als auch d(a,b) =
—d(b, a) ableiten. Mit Hilfe der Differenzabbildung wird € zu einem affinen
Punktraum mit Vektorraum E (siehe auch DODSON & POSTON [34] und
Anhang A).

2Es set darauf hingewiesen, daff im Gegensatz zu a + u eine Addition zweier Punkte, z.B.
a + b, weder definiert, noch sinnvoll ist.
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Das innere Produkt «: E x E — R auf dem Vektorraum E wird als mit der
metrischen Struktur auf € vertriglich vorausgesetzt. Es gilt

d(a,b) = \/d(a,b) - d(a,b), V a,be &.

Die Lénge eines Vektors u € E stimmt also mit dem Abstand des Punkte-
paares (a,a + u) auf € {iberein.

1.1.2 Euklidischer Raum

Ein Euklidischer Raum ist ein metrischer Raum (€", d) mit Translations-
gruppe E™ endlicher Dimension n (siche BERTRAM [19]). Der Raum unserer
Anschauung, auch physikalischer Raum genannt, wird als €3 modelliert.
Falls erforderlich, wird zwischen € als Euklidischem Punktraum und E als
Euklidischem Vektorraum unterschieden. 3

Da E ein inneres Produkt tragt, 148t sich eine Orthonormal-Basis {e, ...,
e, } konstruieren, welche folgende Eigenschaft besitzt

Nach Auswahl einer beliebigen Basis {a;} — nicht notwendigerweise ortho-
normal — sind die Koordinaten eines Vektors u € £ durch

festgelegt, wobei die a* die zu a; reziproken Basisvektoren sind, d.h. es gilt
a' -« a; = 6; Der Ubergang von den Raumpunkten zu ihren Koordinaten
ist also durch die Auswahl eines Bezugspunktes a € & und einer Basis
{a,,... ,a,} bestimmt:

en da " {21, an} R™

T X («',... 2"

Die Abbildung d, : & — E ist hier als Einschrankung vond : € x £ — £ aut
{a} x & zu verstehen. Der festgehaltene Punkt a wird Fupunkt genannt und

3)Ohne Angabe der Dimension bezeichnen E und & hier immer die Riume E3 bzw. €3.
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{a} x & wird als Tangentialraum T,€ an & in a bezeichnet. Dad, : &€ — E
gemaf (1.1.1) bijektiv ist, 1a8t sich durch d;! die lineare Struktur von [E auf
T.€ zuriickziehen.

Durch die Hintereinanderschaltung
d;'od,: T,&€ = E -5 Th€

entsteht ein Euklidischer Parallelismus zwischen Tangentialrdumen mit un-
terschiedlichen Fuffpunkten. Damit kann eine Parallelverschiebung von Kor-
pern auf £ definiert werden.

1.1.3 Eigenschaften des Euklidischen Raumes

Die physikalisch signifikante Eigenschaft des Euklidischen Raumes ist der
geradlinig mefsbare Abstand zweier Punkte. Dabei ist es unerheblich ob
dieses Mal als Metrik, als Norm des Differenzvektors oder als Abstand im R™
ausgedriickt wird, solange die unterschiedlichen Darstellungen miteinander
vertraglich sind. Wesentlich ist hingegen, daff der Abstand zweier Punkte
invariant gegeniiber Isometrien aut dem Punktraum ist.

Eine [sometrie j € J auf dem Punktraum induziert eine Transformation auf
dem Vektorraum gemafs
J

£ €

d, d, (1.1.2)

d,ojod;!

13 3

Die entsprechende Transformation d, 0 j od ! : E — [E ist eine Drehung
des Vektorraumes, welche durch den orthogonalen Tensor

Q:=d,ojod;! € SO(E)

dargestellt wird. Die Verwendung der speziellen orthogonalen Gruppe SO([E)
anstatt der allgemeinen orthogonalen Gruppe O([E) dient zur Einschrankung
auf orientierungserhaltende Rotationen. Auf dem linearen Raum (E,-) gilt
die Definition

SO(E) :={Q e L(E,F) | Q'"Q =1 und detQ = +1}.
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Wird in das Diagramm {1.1.2) noch ein Wechsel des Fulspunktes einbezogen

J

€ €
|
|
!
|
‘

da db

dyojod;!

|
E F

so induziert die Isometrie j € J eine Rotation wnd Translation des Vektor-
raumes E. Die entsprechende Transformation auf dem Vektorraum lautet
dann

c+Qu:=dyojod;'(u), VuekL - (1.1.3)

Die Gleichung (1.1.3) stellt die sog. Euklidische Transformation dar. Dieses
ist die allgemeinste orientierungserhaltende Transformation auf E, welche
die entsprechenden Punktabstinde auf & unverdndert laft.

1.1.4- Physikalischer Raum

Wie bereits erwihnt, dient der Euklidische Raum &2 als Modell des physi-
kalischen Raumes. Die Zuordnung von Vektoren a, b, ... € £ zu den Raum-
punkten a,b, ... € £ verlangt

(i) die Festlegung eines Fuf- oder Basispunktes o € £, dem der Nullvektor
0 € | zugeordnet wird;

(i1) die Festlegung von n Punkten a4, ... a, € €, denen Vektoren a, ...,
a, € [ derart zugeordnet werden, daff {a,,... ,a,} einc Vektorbasis
von [E bildet.

Diese Festlegung geschieht durch Angabe der Abbildung d, : € — E. Im

Euklidischen Punktraum € sind keine Punkte und keine Richtungen beson-

ders ausgezeichnet, so daR die Festlegung (i-ii) immer willkiirlich ist. Diese

Eigenschaften lassen sich auf den physikalischen Raum iibertragen. Die hier

verwendete Raumvorstellung geht davon aus, dafl der physikalische Raum
homogen (keine besonders ausgezeichneten Punkte)

und
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isotrop (keine besonders ausgezeichneten Richtungen)
ist. Diese Annahme ist von konzeptioneller Natur und nicht iiberpriifbar, da
der uns umgebende Raum nicht leer ist, sondern Koérper enthilt. Das Vor-
handensein von Koérpern bedingt auch das Vorhandensein besonders ausge-
zeichneter Punkte, z.B. Sonne, Erde. Entsprechendes gilt fiir die Richtungen.

Die Homogenitit und Isotropie des Raumes erfordert Invarianzbedingun-
gen fiir die Beschreibung physikalischer Prozesse im Vektorraum [E. Eine
Beschreibung physikalischer Prozesse im Euklidischen Vektorraum F darf
nicht von der willkiirlichen Wahl der Bezugspunkte und Bezugsrichtungen
abhidngen. Anders gesagt: Eine Beschreibung physikalischer Prozesse im Eu-
klidischen Vektorraum E muf invariant gegeniiber einem Wechsel von Be-
zugspunkten oder Bezugsrichtungen sein.

1.2 Neoklassische Raumzeit

Der Raumbegriff wird nun zum Raumzeitbegriff erweitert. Der klassische
Raumbegriff der Newtonschen Mechanik ist der absolute Raum. Er spielt bei
der Mechanik triger Korper eine wichtige Rolle (siehe auch NOLL [78]), da
die Definition eines Trigheitssystems ohne Bezug auf den absoluten Raum
in einem Zirkelschluf endet (siche BERTRAM [19]). Entscheidende Prinzipi-
en der Kontinuumsmechanik, z.B. das Prinzip der materiellen Beobachter-
indifferenz, kénnen im absoluten Raum allerdings nur kiinstlich eingefiihrt
werden. Der Begriff des Beobachters und die Invarianzforderungen bei Be-
obachterwechsel machen in einem absoluten Raum keinen rechten Sinn. An
ihre Stelle miissen andere Postulate treten, z.B. die Invarianz gegeniiber
Starrkérperbewegungen. Das Konzept des absoluten Raumes erfordert dar-
tiberhinaus das Postulat von unterschiedliche Invarianzbedingungen fiir die
universellen und die konstitutiven Feldgleichungen.

Der hier verwendete neoklassische Raumzeitbegriff stellt ein Konzept dar,
das allgemein genug ist, um die Begriffe Beobachter, Bezugssystem und
Beobachterindifferenz sinnvoll zu beschreiben. Die folgenden Ausfithrungen
nehmen Bezug auf die grundlegenden Arbeiten von NOLL [79], NOLL [80].

Ein Ereignisraum W stellt eine Menge von Ereignissen e, f € W dar. Fiir
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je zwei Ereignisse ist eine Zeitdifferenzfunktion
At : W xW = R, (e, f) — Atle, f)

definiert, welche den zeitlichen Abstand zweier Ereignisse e und f beschreibt
und die folgenden Eigenschaften besitzt:

(i) At(e, f) = —At(f,e), Ve feW,
(ii) At(e, f) + At(f,g) = Atle.g), Ve f,geW;
(iii) es gibt ein f € W, so daf At(e, f) =t VeeW, teR.

Man sagt, daf ein Ereignis e friher als, spdter als oder gleichzeitig mit f
geschieht, je nachdem ob At(e, f) > 0, < 0 oder = 0. Die Menge aller
gleichzeitigen Ereignispaare sei

Wiim = {(e, f) € W x W | Af(e, f) = 0}. (1.1.4)

Gleichzeitigkeit ist eine Aquivalenzrelation auf W. Die Aquivalenzklassen T
heiflen Augenblicke oder Momente (im zeitlichen Sinne) und bilden eine
Zerlegung T des Ereignisraumes, so daf gilt

W= {t|te T}

Falls e € 7, so sagt man, daf das Ereignis e im Augenblick T geschieht. Die
Zeitdifferenz At(e, f) zweier Ereignisse héngt nur von den Augenblicken
T, T ab, in denen die Ereignisse geschehen. Aus diesem Grund kann die
Zeitdifferenzfunktion At auf den Klassen gleichzeitiger Ereignisse definiert
werden

At: T x T - R, At(Te,Ty) := Atle, f), fallseer,, f€my.
(1.1.5)

T wird durch die Abbildung (1.1.5) zu einem eindimensionalen Euklidischen
Raum mit der Metrik | At | . Der zugehorige Translationsraum wird hier mit
T bezeichnet und Zeit genannt. Mathematisch gilt die ldentifikation T = R.
Die durch ein ¢t € T ausgefithrte Translation auf T wird notiert als

T+t =1y, falls t = At{Te, Ty).
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Der Ubergang von T nach T entspricht physikalisch der Festlegung einer Uhr,
d.h. der Wahl eines Bezugsaugenblickes Ty und einer positiven Orientierung.

Der rdumliche Abstand zweier Ereignisse kann nur sinnvoll fiir gleichzeitige
Ereignisse definiert werden. Dann ist die Abstandsfunktion eine Abbildung
d : Wym — RO welche die Menge aller gleichzeitigen Ereignispaare als
Urmenge besitzt. Die Abstandsfunktion hat die folgenden Eigenschaften

(iv) die Einschrankung von d auf einen Augenblick T € T ist eine Euklidische
Metrik, d.h., die Abbildung d : T x T — R’* stattet T mit der Struktur
eines Euklidischen Punktraumes aus.

(v) die Dimension des zugehorigen Translationsraumes [ ist 3.

Eine Menge W mit den o.g. Strukturen und Eigenschaften wird neo-klas-
sischer Ereignisraum (engl. neo-classical event-world) genannt (siehe
NOLL [79]).

In BERTRAM [19] wird statt des Ereignisraumes der Begriff Raum-Zeit-Kon-
tinuum benutzt, welches dort als Faserbiindel (W, 7, T) definiert ist. Dabei
bilden T die Basismannigfaltigkeit und W den Biindelraum. Die Projektion
7 : W — T entspricht der Zuordnung der Aquivalenzklasse zu jedem Ereig-
nis. Die Fasern 7~!() sind dann die Euklidischen Riume und & ist typische
Faser. In Abbildung Abb. 1.1 ist ein triviales Raumzeitbiindel W = T x &
skizziert und es ist angedeutet, dafs Abstdnde nur zwischen gleichzeitigen
Ereignissen, Zeitdifferenzen aber zwischen beliebigen Ereignissen gemessen
werden kénnen. Es ist weder moglich, Abstdnde zwischen beliebigen Ereig-
nissen zu messen, noch kommt den Begriffen. Ort und Zeit eine sinnvolle
Bedeutung zu. Um diese Begriffe in ihrer {iblichen Bedeutung einzufiihren,
ist es notig, die bereits definierten, relativen Gréflen Abstand und Zeitdiffe-
renz an einem Beobachter bzw. Bezugsystem festzumachen.

1.2.1 Beobachter, Bezugssystem

Ein Beobachter in der Ereigniswelt ist eine bijektive Abbildung
O:W—EXT,

die mit den metrischen Strukturen auf W, & und T vertraglich ist, d.h.,
die Einschrankung auf gleichzeitige Ereignisse ®;! : & x {1t} — W lafit
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Abstand zwischen
gleichzeitigen Ereignissen

/ / Weltlinie

Ereigniswelt
\ 4 v v T W=TXE

v

Zeitdifferenz At(e,f)
Abbildung 1.1: Eine triviale Struktur der Ereigniswelt

Absténde unverandert
de(©7'(z), @7 (y)) =d(z,y), VY zyel
und die Umkehrabbildung laft Zeitdifferenzen unverédndert

AHO7Y(, 1), O (., 1)) = At(Te,14), VY T, T5ET

Ein Bezugssystem erhélt man, indem man auf € x T nach Auswahl eines
Bezugspunktes o € £ und eines Bezugsaugenblickes T, € 7T, sowie entspre-
chender Orientierungen, die Abbildung

(do, Atp) : EXT 2 EXT, (z,7)= (x,t) = (do(z), At(T,, T))
hinter die Beobachterabbildung schaltet
D = (d,, At,)) o dD W ExT. (1.1.6)

Der Definition eines Beobachters kommt die eigentliche, physikalische Be-
deutung zu, wahrend die Definition eines Bezugssystems der einfacheren
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mathematischen Beschreibung physikalischer Vorginge dient. Es gibt un-
endlich viele Beobachter, darunter aber keinen, der besonders ausgezeichnet
ist (BERTRAM [19]). Zu jedem Beobachter lassen sich beliebig viele Bezugs-
systeme konstruieren.

Durch Einfithren eines Beobachters ergibt sich nun ein Sinn fiir den Ab-
standsbegriff nicht-gleichzeitiger Ereignisse ( siche Abb. 1.2). Allerdings hén-
gen diese Abstinde von der Wahl eines Beobachters ab. Das Konzept der

Beobachter @
W=TXE

Abbildung 1.2: Ereignisraum W und Beobachter @

neoklassischen Raumzeit ersetzt die absolute Raumzeit durch den (relativen)
Beobachter und sein Bezugssystem. Die Begriffe Ort und Zeit verlieren ihre
absolute Bedeutung. An ihre Stelle treten die Begrifte Abstand und Zeitdif-
ferenz, die eine beobachterunabhangige, also objektive Bedeutung erhalten.
Im Unterschied zur (speziellen) Relativitatstheorie ist hier die Gleichzeitig-
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keit (1.1.4) eine objektive Eigenschaft von Ereignispaaren.

1.2.2 Beobachterwechsel

Die neoklassische Raumzeit besitzt eine innere Symmetrie beziiglich sol-
cher Automorphismen (Isometrien), welche den rdumlichen Abstand und

die Zeitdifferenz zwischen Ereignissen unveridndert lassen. Durch die Abbil-
dung (1.1.6) 188t sich diese Symmetrie in die Bezugssysteme zuriickziehen.

Ein Wertepaar (x,t) € E x T bestimme Ort und Zeitpunkt eines Ereignisses
e € W relativ zu einem Bezugssystem @. Entsprechend bestimme (x*,t%)
dasselbe Ereignis beziiglich eines anderen Bezugssystems @7, welches ei-
nem Beobachter @ zugeordnet ist. Die allgemeinste orientierungserhalten-
de Transformation £ x T — £ x T, welche die rdumlichen und zeitlichen
Abstédnde invariant 1aft, ist

xT(tT) =c(t) + Qt)x(t), V cek, Qe SO(b),

1.1.7
tt=t+a, YV aeT. ( )

Diese Transformation heifft raumzeitliche Euklidische Transformation oder
Beobachterwechsel. Eine Grofie, die bei Beobachterwechsel nicht verdndert
wird, heift euklidisch invariant oder beobachterinvariant (engl. frame-inva-
riant).

1.2.3 Relative Bewegung

Wird ein Beobachterwechsel als stetige und geniigend oft differenzierbare Ab-
bildung vorausgesetzt, so konnen entsprechende Transformationsregeln fiir
Geschwindigkeiten und Beschleunigungen abgeleitet werden. Die Geschwin-
digkeit v* im Bezugssystem @™ ergibt sich mittels Zeitableitung als

v (t) = 2 (e(t) + Q(x(1)
=¢+Qx +Qv, mit v = X
=¢+0QQx+ Qv Q=QQ ! e Skuw(E)
=¢+Q(x"—c)+ Qv
=¢+wx(x"-c)+Qv  w = axial(2).

(1.1.8)



18 I. NICHTLINEARE KONTINUUMSMECHANIK

Hierbei ist €2 € Skw(E) der schiefsymmetrische Spintensor der Drehung Q
und w ist sein axialer Vektor. Eine weitere Zeitableitung ergibt die Trans-
formationregel fiir Beschleunigungen

+

at = 2 ¢+ QQx + Qx) (1.1.9)

-——E(
=+ Q" —c)+Q(x"-¢)+Qx+Qa
=C¢+ WX (x"-c)+Q(Qx" —¢)+Qv) + QQv + Qa
=¢+wx(xt—-¢)— (w+w)x"—c)+2w x Qv+ Qa
=&+ W x (x"—c¢) —w(xT - ¢) + 2w x Qv + Qa,

mit a = X.

(1.1.10)

Der Term 2w x Qv heift Coriolisbeschleunigung, (b x (z* — c) heifit Tan-
gentialbeschleunigung und —w?(z% — c¢) heiflt Zentripetalbeschleunigung.

1.2.4 Invarianz bei Beobachterwechsel

Nun sei n(x,t) eine skalare Grofe (oder ein skalares Feld). Eine skalare
GrofRe heiflt objektiv (auch engl. frame-indifferent), wenn sie sich bei Beob-
achterwechsel gemafs

nt(x*,t") =n(x,t)

transformiert. Das bedeutet, daf eine objektive skalare Grofie immer auch
euklidisch invariant ist. Beispiele skalarer Felder sind Temperatur- oder Mas-
sendichtefelder.

Es sei u(x,t) eine vektorielle Grofe (oder ein Vektorfeld). Eine vektorielle
Grofe heifit objektiv, wenn sie sich bei Beobachterwechsel geméfs

ut (x7,t7) = Qu(x, t) (1.1.11)

transformiert. Diese Transformationsregel 1aft sich fiir solche rdumlichen
Vektoren, die vom Bezugspunkt unabhéngig sind, direkt aus (1.1.7) ablei-
ten. Die Unabhéngigkeit vom Bezugspunkt muf vorausgesetzt werden, da
dieser nicht fiir den Beobachter, sondern nur fiir das Bezugssystem definiert
ist. Die Giiltigkeit von (1.1.11) fiir nicht-kinematische Grofen, z.B. Krifte,
kann nicht abgeleitet werden, sondern muf bei der Definition der jeweiligen
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Krifte postuliert werden. Die Tatsache, dak sich entsprechende Arbeits- oder
Leistungsbilanzen letztlich objektiv, weil skalar, transformieren, rechtfertigt
die Objektivititspostulate nachtraglich. *)

Nun sei A(x,t) ein Tensor (oder Tensorfeld) zweiter Stufe. Er kann als
bilineare Abbildung L(E x E;R) betrachtet werden, die durch A(u,v) :=
Au - v definiert ist und je zwel Vektoren eine reelle Zahl zuordnet. Wird
fiir die beiden Vektoren und die reelle Zahl Objektivitdt vorausgesetzt, so
ergibt sich aus

ATut v =A"Qu:-Qv=Q'A"Qu:v=Au-v

4
QTA+Q = A
die entsprechende Objektivititsbedingung fiir Tensoren zweiter Stufe
At(xt th) = QA(x,1)Q". (1.1.12)

Diese Definitionen konnen auf Tensoren hoherer Stufe erweitert werden. Je-
doch ist eine symbolische Darstellung (1.1.12) fiir Tensoren n-ter Stufe nicht
moglich. Fiir jeden einfachen Tensor a @ b® ... ® z gilt allerdings, daf er
objektiv ist, falls er sich geméfs

ateb™"®..2z"=QaQb®...®Qz (1.1.13)

transformiert. Da jeder nicht-einfache Tensor als Linearkombination von ein-
fachen Tensoren darstellbar ist, 1a8t sich (1.1.13) als Definition der Objek-
tivitat beliebiger Tensoren endlicher Stufe verwenden. Es sei vorweggenom-
men, dafl (1.1.13) einer push-forward Abbildung des einfachen Tensors mit
Q entspricht.

1.2.5 Objektivitdt relativer Bewegungen

Die Beschleunigung a transformiert sich bei Beobachterwechsel gemif (1.1.9)
und laft sich als Summe
a+ = Qa + a'nob],
Anobj. = G4+ @ x (x7 —¢) —w(xt —¢) +2w x Qv

4)Dje Tatsache. daf ein Leistungsterm P = f ¢ v eine skalare GroRe darstellt, bedingt nicht,
daR er auch objektiv sein muf. Wird fiir die Kraft f Objektivitat posiuliert, f* = Qf, so folgt
mit v* aus (1.1.8), daR P+ = f* « v* nicht objektiv sein kann.
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aus einem objektiven und einem nicht-objektiven Term a, q; darstellen.

Wie man leicht sieht, wird die Beschleunigung genau dann zu einer objekti-
ven GroRe, wenn zu jedem Zeitpunkt sowohl Q = Q = 0 als auch ¢ = 0 gilt.

Ein Bezugssystem, welches diese Eigenschaften besitzt, heifft Galileisches
Bezugssystem oder Tragheitssystem. In einem Galileischen Bezugssy-
stem ist die Beschleunigung eine indifferente Grofle. Die Transformation
zwischen Galileischen Bezugssystemen wird beschrieben durch

tT=c+vit+Qx, Vecv.elE, QeSOE),
t+=t+a,, VaE'l]',

wobei c, v, Q zeitlich konstante Grofien sind.

Selbst die Geschwindigkeit kann beim Wechsel zwischen bestimmten Bezugs-
systemen eine indifferente Grofe sein. Die Geschwindigkeiten transformieren
sich geméafs

= QV + Vn.obj.s Vn.obj. += C+ w X (X+ - C)~
Die spezielle Klasse von Bezugssystemen, fiir die der nicht-objektive Anteil
Vn.obj. verschwindet, heifit raumfestes Bezugssystem. Die Transformati-
on zwischen raumfesten Bezugssystemen ist durch

T=c+Qx, Vcek QeSO(),
tt =t+a, VaecT

definiert, wobei ¢ und Q zeitlich konstant sind.

1.3 Materieller Korper
1.3.1 Definition eines materiellen Korpers

Die Materie oder der materielle Kérper bildet neben Raum und Zeit ein
weiteres grundlegendes Konzept der Mechanik. Der materielle Korper an
sich ist nicht begreifbar. Er wird erst erfahrbar durch seine Plazierungen im
Umgebungsraum (siehe auch TRUESDELL [119]). Daf es sich bei verschiede-
nen, z.B. deformierten, Plazierungen immer um denselben Korper handelt
ist Voraussetzung.
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Ubersicht 1.1 Bezugssysteme
Wechsel eines Bezugssystems @ — @ :

Euklidische Transformation: x7 = c(t) + Q(/)x(¢)
Galileische Transformation: x% = ¢+ vt + Qx(f)
Starrkdrper-Transformation:  x* = ¢ + Qx{t)

-+
=qa+1

Zeitveyschiebung: ¢

Objektivitit:

Skalare Felder: nt(xt. 1) =n(x.1)
Vektorfelder:  u*(x*,1T) = Qu(x.t)
Tensorfelder: At (xt.t*) = QA(x.H)Q"

Wihrend die inhaltliche Definition eines materiellen Kérpers Gegenstand
philosophischer Betrachtungen sein muf, kann seine mathematische Struk-
tur exakt definiert werden. Die wesentlichen Eigenschaften, die einem konti-
nuierlichen materiellen Kérper zugeschrieben werden sind die folgenden: Er
bildet eine Menge von Teilchen, die materielle Punkte genannt werden;
die Punkte sind in dem Korper in stetiger Weise angeordnet; sie bilden einen
topologischen Raum, so daf es Sinn macht, von einer Umgebung materieller
Punkte, einem Inneren. einem Rand und weiteren topologischen Begriffen
zu sprechen. Zusétzlich zu den topologischen Eigenschaften wird der mate-
riellen Korper mit einer differenzierbaren Struktur ausgestattet, welche hin-
reichend fiir die Anwendung analytischer Methoden (Tensoranalysis) sein
soll. Das entsprechende mathematische Modell, das die geforderten topolo-
gischen und differenzierbaren Eigenschaften besitzt, ist eine differenzierbare
Mannigfaltigkeit. Eine mogliche Definition lautet daher (siche BERTRAM
119], D.6.1):

Ein materieller Korper ist eine kompakte. orientierte, n-dimenstonale dif-
ferenzierbare Mannigfaltigheit B mut einem stetigen. ortentierbaren Rand
0B. Die Elemente von B heiffen materielle Punkte.

Die Dimension dieser materiecllen Mannigfaltigkeit liegt in Bereich n =
1,2,3. Im Falle n = 3 ist der materielle Korper cin klassisches Cauchy-
Kontinuum. Filir n = 2 kann man die materielle Mannigfaltigkeit als 2-
dimensionale matericlle Fldche interpretiercn. und fiir n = 1 stellt sie sich
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als 1-dimensionale materielle Kurve dar. Die materielle Fliache dient hier als
Modell einer direkten Beschreibung der Schalentheorie (siehe auch GURTIN
& MURDOCH [45]), wihrend die materielle Kurve als Ausgangspunkt fiir
eine Beschreibung krummliniger Balken (engl. rods) verwendbar ist (siehe
auch ANTMAN [10]).

Eine kurze Bemerkung zur Anwendbarkeit des Konzeptes eines materiellen
Korpers in der Kontinuumsmechanik ist notwendig. Nicht jeder deformier-
bare Korper kann als materieller Kérper modelliert werden. Die zugrunde-
liegende topologische Struktur 148t nur solche Deformationen zu, die diese
Struktur nicht zerstéren. Das heifst, der Kérper kann beliebig gedehnt, ge-
staucht, verdreht oder verbogen werden, benachbarte Punkte bleiben bei
diesen Deformationen stets benachbart. Ein Zerreiffen des Kérpers mufs aus-
geschlossen werden, da eine solche Deformation die topologische Struktur
des Korpers verdndert. Damit sind z.B. Vorginge des turbulenten Fliefens,
der Gasdynamik oder der Dynamik der Gemische von vorn herein ausge-
schlossen. Selbst finite plastische Deformationen konnen den Grundsétzen
einer Beschreibung durch materielle Kérper nicht unbedingt gerecht werden
(siche u.a. ANTHONY [7]).

1.3.2 Koordinaten materieller Punkte

Ein materieller Kérper B der Dimension n ist eine differenzierbare Mannig-
faltigkeit. Eine Karte oder Koordinatenabbildung {p — wenn nicht anders
vermerkt, sei C®-Differenzierbarkeit vorausgesetzt — ordnet jedem mate-
riellen Punkt & € U in einer offenen Umgebung U C B ein Koordinaten-
n-Tupel (&},...,&") € R" zu. Die n-Tupel bilden einen n-dimensionalen
Vektorraum R™. Sie werden kurz mit & := (&!,...,&") bezeichnet, wo-
bei & als ein Vektor betrachtet werden kann, der auf die kanonische Basis
{e; :==(0,...,0,1, 0,...,0)} des R® bezogen ist. Die kanonische Dar-

i-1 1641
stellung ist dann & = &’e;.

s Anmerkung: Eine kurze Anmerkung soll die physikalische Bedeutung
der Koordinatenabbildung auf Mannigfaltigkeiten erlautern. Es sei U C B
eine offene Umgebung eines Punktes p € U, die mit Koordinaten versehen
ist. Aufgrund der topologischen (und somit auch kontinuumsmechanischen)
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gl

1
g Koordinaten

Abbildung 1.3: Materieller Korper und materielle Koordinaten

Figenschaften des materiellen Kérpers ist es sinnvoll die folgende Zuordung
von materiellen Punkten und Koordinaten zu fordern:

e Benachbarte ¥ Punkte sollen benachbarte Koordinaten haben !

e Jeder Punkt soll eine eindeutige Koordinate haben !

Es ist offensichtlich, daf diese Forderungen fiir die meisten Korper nicht
global erfiillt werden kénnen. Der materielle Kérper mufs daher in sich iber-
schneidende offene Umgebungen aufgeteilt werden, fiir die jeweils eine eigene
Karte konstruiert wird. Die Menge {(U;,;)} aller Karten, die eine Man-
nigtaltigkeit vollstindig iiberdecken heifst Atlas. Wird eine entsprechende
Differenzierbarkeit beim Ubergang zwischen den Karten vorausgesetzt, so
ist die resultierende mathematische Struktur eine differenzierbare Mannig-
faltigkeit. a

S)Der Nachbarschaftsbegriff wird hier im Sinne einer offenen Umgebung verwendet. Die oben
genannte Forderung entspricht also der Stetigkeit der Koordinatenabbildung: Es existiert eine
offene Umgebung U C B von p € B, so daR ¥ : U — V eine stetige Abbildung ist, wobei
Y =(U) C k"
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Der Tangentialraum an den materiellen Koérper B im materiellen Punkt
& wird mit T;B bezeichnet. Er bildet einen Vektorraum. Eine Basis des
T B wird durch die holonomen Tangentenvektoren {8¢;,i = 1,... ,n} auf-
gespannt. Das Symbol 0¢; = 02,- deutet darauf hin, daff Tangentenvekto-
ren auch Operatoren (Deriwationen) auf der Menge der Funktionen auf ei-
ner Mannigfaltigkeit sind (siche CHOQUET-BRUHAT ET AL. [25]). Der Ko-
tangentialraum wird mit 73 B bezeichnet, die Gradientenvektorbasis heifie
{d&,i = 1,...,n}. Die Tangentialabbildung T¥|¢: TtB — T¢R® = R
weist jedem Tangentenvektor eine entsprechende Koordinatendarstellung
zu. Da die Tangentialabbildung linear ist, ist sie durch Angabe der Abbildun-
gen der entsprechenden Basisvektoren festgelegt. Fiir die holonome Tangen-
tenvektorbasis gilt TP (9E;) = e;, wobei {e;,i = 1,...,n} die kanonische
Basis des R™ ist. Fiir die kotangentiale Abbildung T*{|s: T B — T{R* = R
findet man entsprechend T*(d¢') = €', wobei fiir die Orthonormalbasis
e’ = e; zu setzen ist.

1.4 Bewegung des materiellen Korpers

1.4.1 Einbettung des materiellen Korpers in den Euklidischen
Raum

Es wird nun die zeitabhéngige Einbettung des materiellen Korpers in die
Ereigniswelt W betrachtet. Dabei sei B ein materieller Korper und 7T sei die
Menge aller Zeitpunkte, dargestellt als affiner Raum. Die Abbildung

K:BxT—>W (1.1.14)

wird Bewegung eines Korpers B genannt, wenn fiir jeden materiellen
Punkt & € B die Abbildung

K:{E{FxT->W

eine Bahn in W darstellt und die Beschrdnkung von (1.1.14) auf einen Au-
genblick T € T eine stetige Einbettung

Ke:=kK(,T):B—oT1

in den Euklidischen Punktraum darstellt. Der Bewegungsbegriff ist somit
beobachterunabhéngig definiert.
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Nun sei @ ein Beobachter. Die Hintereinanderschaltung einer Bewegung «
und einer Beobachterabbildung @ definiert eine Bewegung in bezug auf den
Beobachter

Kp :=Pok:BxT—=ExT, (& 1) = (z,7) = D o K(E, T).

Die Abbildung kg ist im zweiten Ausgang die Identitat auf T, wihrend
Kot := Ko(., T) : B — € eine Einbettung in den Beobachterraum darstellt.
Sofern aus dem Kontext hervorgeht auf welchen Beobachter sich die Be-
schreibung bezieht, kann der Beobachtersuffix @ auch fortgelassen werden.

Jetzt sei mit M ein Bezugssvstem gegeben. Die Hintereinanderschaltung
Kp:= Dok :BxT>ExT

ordnet jedem materiellen Punkt & € B zu jedem Augenblick T € T einen
Ortsvektor x € E und eine Uhrzeit ¢ € T im Bezugssystem @ zu. Die
Einschrankung auf ein Zeitargument ¢ = Af,(7) definiert die Einbettung

Ke:= Doky-iy: B (1.1.15)

des Korpers in den Euklidischen Vektorraum. In (1.1.15) wurde der Beobach-
tersuffix @ fortgelassen und als Zeitargument wurde 1 € T eingesetzt. Das
Bild P; := &;(B) C E wird Plazierung des materiellen Koérpers zum Zeit-
punkt ¢ im Bezugssystem @ genanunt. Die Plazierung bildet (aufgrund der
Figenschaften der Einbettung) eine differenzierbare Untermannigfaltigkeit
des Euklidischen Vektorraumes E.

1.4.2 Parametrisierung der Einbettung

Es sei k; eine Plazierung in d. Eine Basis des Euklidischen Raumes E™
wird durch die orthonormalen Vektoren {ei,...,e,} aufgespannt. Jeder
Ortsvektor kann beziiglich der Basis als x = z'e; dargestellt werden. Die
Abbildung «;(£) weist jedem materiellen Punkt & € B einen Ortsvektor

x(£,1) = 2i(E, t)e; = ki(E) € E°

zu. Ferner ordnet die Karte 1 : B — R" jedem materiellen Punkt & € B
ein Koordinatentupel (z',...,2") € R" zu. Die Verkniipfung der Karte mit
der Bewegung. «; o P~ !, liefert eine parametrisierte Form der Bewegung

keop R E, (EL, ... &M = x(EL ... 8.
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Man beachte, daf die allgemeine Beschreibung der Bewegung ohne die Defi-
nition einer Parametrisierung auskam. Die Wahl von Koordinaten auf B ist
willkiirlich und alle Koordinatenabbildungen sind gleichberechtigt. Ein phy-
sikalischer Prozef darf nicht von der Wahl der beschreibenden Koordinaten
abhingen; die Einfachheit der Beschreibung héngt aber sicherlich davon ab.

Im R™ konnen n — 1 Koordinaten festgehalten werden, so daf nur eine Ko-
ordinate variiert wird, z.B. &. Das Bild von &’ ist eine Kurve

x =Kk op HEL ... B, EY), £ € [—¢, €]

im Buklidischen Raum, welche Koordinatenlinie genannt wird.

materieller Kérper

Abbildung 1.4: Einbettung eines materiellen Korpers in den E3

Der Euklidische Raum ist auf natiirliche Weise mit globalen Koordinaten
ausgestattet, welche durch die Wahl der Basisvektoren auf T festgelegt sind.
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Es sei ¢ eine globale Karte aut L, die jedem Vektor x € [ ein Koordinaten-
tupel

¢ FE— R, x— (2!, ")

zuweist. Wenn pr; die iibliche Projektion auf den i-ten Faktor eines kartesi-
schen Produktes, hier R, bezeichnet

pri: R" -3 R, N N

so 148t sich durch Verkniipfung mit der Kartenabbildung eine Koordinaten-
projektion ¢! := pr; o ¢ erzeugen. Diese ordnet jedem Vektor x € [E seine
i-te Koordinate zu,

o= ¢(x) =x.e, (1.1.16)

wobei €' die zu e; reziproke Basis darstellt. Die reziproke Basis 148t sich
aus der Bedingung e; « € = &/ ermitteln. Es ist offensichtlich, da gemiR
(1.1.16) die Wahl einer Kartenabbildung aut E eindeutig Basisvektoren fest-
legt und umgekehrt.

1.4.3 Tangentialabbildung auf Mannigfaltigkeiten

Es seien M und N zwei differenzierbare Mannigfaltigkeiten und h: M = N
sei ein Diffeomorphismus. Auf den Mannigfaltigkeiten seien Koordinatenab-
bildungen ¢ : M — R™ und ¢ : N — R™ gegeben, so daf die Abbildung h
durch ¢ o hop~! : R™ — R” lokal reprisentiert werden kann. Dieses 148t
sich in folgendem kommutativen Diagramm darstellen:

h

M N
P )
dohoy !

R'TTL R'ﬂ

Es bezeichne & Koordinaten auf M und d&* Kotangentenvektoren auf dem
Kotangentialraum T;M. Entsprechend seien auf N Koordinaten z' und
Tangentenvektoren dr; definiert. Dann ist die Tangentialabbildung Tth :
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T:M — TN, mit z = h(&), gegeben durch

B(diohop)
O&J

wobei ¢° die in (1.1.16) definierte Koordinatenprojektion bezeichne.

T:h = Oz; ® dE?, (1.1.17)

1.4.4 Tangentialabbildung auf Euklidischen Rdumen

Falls die Mannigfaltigkeit N in (1.1.17) mit dem Vektorraum [ identifiziert
wird, ergibt sich eine einfachere Beschreibung; da der Tangentialraum Ty [E
zu dem Vektorraum [E isomorph ist, 74 E = E. Die offensichtliche Konsequenz
liegt darin, daff nun jede Basis des Vektorraumes E auch eine Basis des
Tangentialraumes darstellt. Wenn e; die orthonormale Basis des | ist und
z' die entsprechende Koordinate darstellt, dann gilt dz; = e;. Das Resultat
aus (1.1.17) kann benutzt werden und fiihrt auf

3 o ko))

- €; d j,
55 ® d&

K=T£K=

wobei hier das Zeitargument in k; der Kiirze halber weggelassen ist. Der Ten-

sor K wird intrinsischer oder materieller Deformationsgradient genannt.
B(dlokop=1) } . - : _

Der Term gJ 55 bestimmt die holonomen Basisvektoren g; = g;e;,

welche Tangentenvektoren an die Koordinatenlinien x(&7) sind.

Da die Wahl der Koordinaten willkiirlich ist, kann immer eine besonders

einfache Koordinatendarstellung gefunden werden, falls die z* die Bedingung
Flzi.=diokol” YEL, . EY (1.1.18)

erfiillen. In diesem Fall vereinfacht sich der Term Qﬂ)i'g;—'}‘b-lz zu 8%. Da ferner
die Auswahl von Koordinaten auf E dquivalent zu der Wahl von Basisvekto-

ren ist, ergibt sich, daf§ zu (1.1.18) eine Vektorbasis {g;} mit der Eigenschaft
E=x-g, g-g=8

gehort. Die Koordinaten z* , gegeben durch (1.1.18), heifien konvektive Koor-
dinaten und die entsprechende Vektorbasis {g;} wird konvektive, natiirliche
oder Gaufische Basis genannt.
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1.5 Beschreibung von Bewegungen
1.5.1 intrinsische Beschreibung

Die intrinsische oder materielle Beschreibung einer Bewegung ist definiert
als zeitabhangige Einbettung eines materiellen Kérpers in den Euklidischen
Raum,

Das Bild P; = k¢(B) wird Plazierung von B zum Zeitpunkt ¢ genannt.
Hierbei ist vorausgesetzt, dals alle Beschreibungen in einem Bezugssystem
® stattfinden. Die intrinsische Beschreibung ermdéglicht es, der Bewegung
eines materiellen Punktes & € B zu folgen. Die so erhaltene Kurve ¢ +—
k:(&) € E, wird Trajektorie oder Bahn von & im Euklidischen Raum ge-
nannt. Wesentlich ist, daf das Argument & in der Beschreibung x = k(&)
nur eine Bezeichnung fiir den entsprechenden materiellen Punkt ist. Das
heifst, das Symbol & ist keine Koordinate oder Zahl, es ist ausschlieflich
eine Bezeichnung eines Punktes auf dem Korper, so. wie auch “Paris”® eine
Bezeichnung fiir einen Punkt auf dem Koérper “Erde” ist. Selbstverstind-
lich kénnen dem Punkt & Koordinaten zugewiesen werden, aber es sollte
immer unterschieden werden zwischen dem eindeutigen Punkt und seinen
willkirlich gewdhlten Koordinaten.

1.5.2 Referentielle Beschreibung

Zu einem bestimmten Zeitpunkt ¢ = ¢; nimmt der materielle Korper die
Plazierung Py = k;,(B) ein. Dabei wird der materielle Punkt & in den rdum-
lichen Punkt X = Kko(£) 5 abgebildet. Anstaft auf den materiellen Punkt
zu verweisen, kann von ihm auch als demjenigen Punkt gesprochen werden,
welcher zum Zeitpunkt ¢y den Ort X einnimmt. Der materielle Punkt wird
also durch Referenz auf seine Lage in der Plazierung Py gekennzeichnet.
Diese Plazierung wird daher referentielle Plazierung oder Referenzpla-
zierung genannt. Die Verkniipfung der Abbildungen k; und k¢ ergibt dann
die sogenanute referentielle Beschreibung x

X: = Ki oKyt Py — Py, X = x =x,(X), (1.1.20)

0)Zur Vereinfachung der Schreibweise wird kp = Ky, benutzt.
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materieller Kérper,

-
-
-———— -

Trajektorie

E’ e,
¢ Euklidischer Raum

Abbildung 1.5: Intrinsische oder materielle Beschreibung

die auch als Lagrangesche Beschreibung bezeichnet wird. Die referenti-
elle Beschreibung (1.1.20) kann zu einer Abbildung ¥, : E — E auf dem Eu-
klidischen Raum fortgesetzt werden. Als Spezialfall erhilt man X = x(X),
da x, = Koo k3! = idg gerade die Identitat auf E darstellt. Die Refe-
renzplazierung dndert sich nicht mit der Zeit und ruht daher relativ zum
Bezugssystem.

a Schreibweise:  Mit P; wird eine Plazierung zum Zeitpunkt ¢ bezeich-
net. Die Referenzplazierung ist Py, d.h. es ist eine Plazierung zum Zeitpunkt
t = ty. Die momentane Plazierung wird dann einfach mit P bezeichnet, da
sie nicht zu einem definierten Zeitpunkt, sondern zu dem jeweils momenta-
nen Zeitpunkt eingenommen wird. Entsprechend wird die Notation k und
X = Ko Kg ! fiir die intrinsische bzw. referentielle Beschreibung der momen-
tanen Plazierung eingefiihrt. ]
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Trajektorie

referentielle Plazierung
P,=X,(B)

¢« F  Euklidischer Raum
Abbildung 1.6: Referentielle oder Lagrangesche Beschreibung

1.5.3 Raumliche Beschreibung

Zum momentanen Zeitpunkt nimmt ein materieller Punkt & den rdumliche
Ort x = k(&) ein. Die Verkniipfung

N, =x0X =Kok :P o P, x — x(t)

beschreibt x(t) als Position zum Zeitpunkt ¢ jenes materiellen Punktes, der
momentan den Ort x einnimmt. Selbst wenn ¢ festgehalten wird, kann sich
x(t) dndern, da sich aufgrund der Bewegung die materiellen Punkte dndern,
welche momentan den Ort x einnehmen. Dieses bedeutet, daR die Beschrei-
bung der Position x nicht von dem materiellen Punkt, sondern von dem
raumlichen Ort abhédngt. Diese Art der Beschreibung heiflt daher rdumli-
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che oder Fulersche Beschreibung, wobei letzterer Ausdruck vor allem in der
Stromungsmechanik gebréuchlich ist.

materieller Korper

raumliche Position momentane
_______________ - Plazierung
P=x(B)

. Plazierung
referentielle P,=X (B)

Plazierung
P, =Ky(B)

E’ Euklidischer Raum

Abbildung 1.7: Raumliche oder Eulersche Beschreibung

Eine rdumliche Beschreibung ist nur solange an einem Punkt x definiert,
wie der Ort x von einem materiellen Punkt eingenommen wird. Allerdings
kann die Abbildung auch hier wieder auf dem ganzen Euklidischen Raum
fortgesetzt werden. Bei einem bewegten Korper éndert sich somit der De-
finitionsbereich der Abbildung n, mit der Zeit. Aus diesem Grund ist die
Eulersche Beschreibung vor allem fiir stationdre Probleme oder Probleme
mit stationdren Randbedingungen brauchbar, wie sie haufig in der Stro-
mungsmechanik auftreten. In der Festkorpermechanik wird die Eulersche
Beschreibung nur sehr selten eingesetzt. Allerdings werden dort die Begrifte
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rgumliche oder Fulersche Beschreibung oft in Verbindung mit einer referen-
tiellen Beschreibung in bezug auf rdumliche Koordinaten verwendet (siehe
SMITH [111]). Diese Art der Beschreibung wird auch hier hiufig benutzt
und geht oft mit den Begriffen push-forward und pull-back einher.

1.5.4 Relative Beschreibung

Die Bewegung eines Kérpers kann schlieflich auch in bezug auf einen an-
deren bewegten Korper dargestellt werden. Dazu kann z.B. auch eine zeit-
abhangige Plazierung des materiellen Korpers dienen. Eine solche Beschrei-
bung wird relative Beschreibung genannt und ist in der Fluiddynamik von
groem Nutzen (siehe TRUESDELL [119)).

1.6 Geschwindigkeit und Beschleunigung

Die Position eines materiellen Punktes £ sei durch X zum Zeitpunkt %y
und durch x; zum Zeitpunkt ¢ gegeben. Die folgenden drei Beschreibungen
werden betrachtet:

(1) intrinsische Beschreibung: x; = K(&,1);
(ii) referentielle Beschreibung: x; = X(X,1);
(iii) rdumliche Beschreibung: x: = N(x,t).

Die entsprechenden Geschwindigkeitsfelder ergeben sich durch partielle Dif-
ferentiation nach der Zeit

0
X4 c’)_tK(E” t)e,
0
—v (X, t
% = Zn(x,1)
t — atn x) JIx -

Ein aufgesetzter Kreis (°) bezeichne die partielle Ableitung von n(x,t) bei
festgehaltener raumlicher Position. Ein Punkt (") bezeichne die partielle Ab-
leitung von k(&, t) oder x(X,t) beziiglich der Zeit bei festgehaltenem mate-
riellen Punkt oder festgehaltener Referenzposition. Die Ableitung (°) heife
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rdumliche Ableitung, wahrend (") materielle oder referentielle Ableitung ge-
nannt wird. Es soll hier die sonst gebrduchliche Notation &;( ) vermieden
werden, da diese Notation suggeriert, daf 9;( ) eine partielle Ableitung dar-
stellt, wihrend () eher einer totalen Ableitung dhnelt (siehe auch SMITH
[111]). Da dieses nicht der Fall ist, wird fiir beide Ableitungen ein #hnliches
Symbol verwendet.

Die Geschwindigkeiten sind in allen Beschreibungen gleich
v=n(x1) =x(X,t) = k(&,1) V x =x(X) = k(§),

sofern sie demselben materiellen Punkt zugeordent sind. Es sei nun u(x, t)
ein beliebiges Vektorfeld in rdumlicher Beschreibung. Die entsprechende
referentielle Beschreibung ergibt sich dann aus ug = u o x oder ug =
u(x(X,t),t). Die materielie Ableitung liefert
Ug = 2u().((X ), t)|x
ot 7

= D u(x(X, 1), O +erad u(x(X, 1), 1)) - 5-x(X, )}x

bzw. in einfacher Notation
ur(X, t) = a(X,t) + (gradu)(X, t) - v(X, t). (1.1.21)

Die Gleichung (1.1.21) beschreibt ein Feld, das von den Variablen (X, t) der
Referenzplazierung abhingt. Es kann in ein rdumliches Feld transformiert
werden, indem die Beziehung u(x, t) = g o X! benutzt wird. Diese liefert
dann in eine wichtige Ableitung, welche referentielle Zeitableitung in bezug
auf rdumliche Koordinaten genannt wird und durch

a(x,t) = (uox) ox™ (1.1.22)

definiert ist. Eine solche Ableitung wird in dieser Arbeit hiufig verwendet.
Spater wird (1.1.22) mit dem push-forward der materiellen Zeitableitung
in die momentane Plazierung identifiziert. Eine solche Zeitableitung ist in
der Kontinuumsmechanik fester Koérper oftmals gemeint, wenn von einer
riumlichenZeitableitung gesprochen wird.

Die referentielle Zeitableitung eines rdaumlichen Vektorfeldes ist mit der
rdumlichen Zeitableitung durch die Beziehung

u(x,t) = a(x,t) + (gradu) « v(x,1)
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verbunden. Fiir den Spezialfall, wenn das Vektorteld u als Geschwindigkeits-
feld v(x,t) gegeben ist, erhilt man die D’Alemembert-Euler Gleichung

v(x,t) = V(x,t) + (grad v) - v(x,1),

in der grad v den rdumlichen Geschwindigkeitsgradienten darstellt. Dieser
wird auch mit 1(x,t) bezeichnet.

Ubersicht 1.2 Beschreibung von Bewegungen

Intrinsische Beschreibung: x; = k(&, 1) u(é.t) = %u(‘c’,, tle
Referentielle Beschreibung:  x; = x(X,t) u(X,t) = %U(X, Hlx
Riumliche Beschreibung: x; = n(x,1) u(x,t) = gzu(x, t)|x

Referentielle Zeitableitung
eines rdumlichen Feldes n={uox) ox

2 Kinematik der Deformationen

2.1 Deformationsgradient

Es sei Py C E die Referenzplazierung eines materiellen Kérpers B im Eukli-
dischen Raum [E zu einem Zeitpunkt tg € T. Der materielle Punkt X € B
nehme dabei die Referenzposition X € Py ein. Die Bewegung des Korpers
sei in referentieller Beschreibung als x = x(X, t) gegeben. Die momentane
Position des Punktes X € B sei dann x € P und P C E bezeichne die mo-
mentane Plazierung des materiellen Korpers. Die Abbildung x; : Pg = P:
werde als glatt angenommen.

Die Tangentialabbildung TxX; : Tx Py — TxP: ordnet jedem Tangentenvek-
tor G4 € Tx 7P, einen entsprechenden Tangentenvektor g, € 74 P; zu und
wird als referentieller Deformationsgradient F(X,t) := TxX,; bezeichnet.
Um die weitere Schreibweise zu vereinfachen, werden die entsprechenden
Tangentialriume durch V = TxP; und W = TP abgekiirzt. Die Symbole
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V, W wurden ausgewihlt, um die Vektorraumstruktur der Tangentialraume
hervorzuheben. Die Basisvektoren G4 € V und g, € W bilden eine konvek-
tive Basis beziiglich der materiellen Koordinaten &',7 = 1,2, 3 auf B. Dann
lafst sich der Deformationsgradient als

F(X,t): V=W, F(X,t)=05%g, ® & (1.2.1)

darstellen. Die Vektoren @ € V* bezeichnen die Basisvektoren des dualen
Vektorraumes V* und werden auch als Kovektoren bezeichnet. Einzelheiten
zur Tensoralgebra auf den Dualrdumen entnehme man dem Anhang. Die
Notation in (1.2.1) basiert auf der folgenden Konvention:

m Summenkonvention:  (Einsteinsche Summenkonvention) Uber alle
Indizes, die diagonal wiederholt werden, z.B. u®g,, soll eine Summe gebildet
werden. Die Indexmenge entspricht dabei der Dimension des betrachteten
Vektorraumes, z.B. u®g, := ©3_, u®g,. Vielfach werden Grofbuchstaben als
Indizes fiir GroRen in der Referenzkonfiguration verwendet, z.B. G 4, woge-
gen Kleinbuchstaben auf Groflen in der Momentankonfiguration verweisen,
z.B. g,. ]

Der Deformationsgradient stellt einen Isomorphismus zwischen den Vektor-
raumen Y und W dar. Es kdnnen die entsprechenden inversen, dualen und
dual-inversen Abbildung

FU(X,t)=8G,®¢g* :W—V,
F*(X,t) =84 ®g, : W =V,
F*(X,t)=64g°®Gs : V" = W~

definiert werden.

Der Euklidische Vektorraum [ ist mit einer kanonischen Metrik, & = §;;¢'®
e/, ausgestattet, wobei b;; die Kronecker-Matrix bezeichnet. Die Metrik &
ist durch das innere Produkt auf | induziert, d.h., es gilt

(du,v) =u-v.

Die Tangentialrdume V und W werden zunéchst als metrische Vektorrdume
(V, G) bzw. (W, g) betrachtet. Durch Identifizierung der Tangentialrdume
mit dem Euklidischen Raum W = T, P = E bzw. V = Tx Py = [E, lassen sich
die Metriktensoren g und G ebenfalls aus dem inneren Produkt ableiten. Es
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gilt dann
G=GCGupS' &% cTWV, mit Gyp=Gy-Gp,
g =gug"®g" € TW, mit gop = Ga * 8-

Dieses bedeutet, dal die Metriktensoren G, g und & auf £ identisch sind.

Eine Identifizierung der Metriken soll zunéchst vermieden werden, um ki-
nematische Beziehungen auf Vektorriumen mit unterschiedlichen Metriken
zu erarbeiten. Spater wird gezeigt, warum solche Betrachtungen notwendig
sind und welche Vorteile sie haben.

Auf einem metrischen Vektorraum kann die lineare Abbildung F : V — W
in einen symmetrischen und einen orthogonalen Anteil zerlegt werden. Da
der orthogonale Anteil eine Isometrie zwischen den Vektorrdumen V und
W darstellt, hangt er offensichtlich von der Wahl der Metriken auf diesen
Réumen ab (sieche Anhang A). Man erhilt die Zerlegung von F in den linken
und rechten Strecktensor V bzw. U und den Rotationstensor R aus den
Beziehungen

F=RU und F=VR mit.
U: V-V, GU = U'G,

V: W W, gV =V'g,

R:V oW, R'g = GR™L

(1.2.2)

Wesentlich ist, daf eine Anderung der Metriken G oder g bei gleichblei-
bender Deformation F eine Anderung der. Zerlegungen (1.2.2) hervorruft,
da R immer die Rolle der Isometrie auf den Vektorrdumen iibernimmt. Die
Komponentenschreibweise der Rotation und der Streckungen ist durch

U=UiG,s® &%,
V=17, ® g
R = R3g. © &°

gegeben, wobei die Komponenten die Bedingungen REUE = 6% und V#R% =

¢ erfiillen. Um die Komponentenschreibweise noch einfacher darzustellen,
ist es sinnvoll, zusdtzliche Basisvektoren auf den Tangentialriumen einzu-
filhren. Die neuen Basisvektoren auf V und W erhélt man durch Abbildung
der Basisvektoren G4 auf V mit Hilfe der Streckung U, sowie durch Abbil-
dung der Basisvektoren g, auf W mit Hilfe von V. Als Resultat entstehen
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zwel neue Basisvektoren GA = UG, und g, = Vg,, die durch entspre-
chende Streckungen aus den alten Vektoren hervorgehen und mit einem
hochgestellten ~ bezeichnet werden. Umngekehrt lassen sich mit Hilfe der in-
versen Abbildungen U™ und V™! entsprechende , gestauchte* Basisvektoren
G4 =U"'G, und g, = V'g, definieren, die mit einem hochgestellten
bezeichnet werden. Nun konnen die aus der polaren Zerlegung gewonnenen
linearen Abbildungen in folgender Weise dargestellt werden

U=G,064=G,0&",
V=g,08" =g, g% (1.2.3)
. A
R=0%g.0& .
Die Beziehungen zwischen den Basisvektoren auf V und W, sowie den linea-

ren Abbildungen, sind in dem kommutativen Diagramm (1.2.4) zusammen-
gefalt.

o Vv Vv N
8a 8a a
R F R F R
(1.2.4)
GA GA étA

In gleicher Weise lassen sich auch entsprechende neue Kovektoren auf den
dualen Rdumen V* und W* konstruieren. Sie wurden in (1.2.3) bereits be-
nutzt.

2.1.1 Pull-back- und push-forward-Abbildungen

Die Begriffe pull-back und push-forward wurden in die Mechanik hauptséich-
lich durch die Betrachtungen von MARSDEN & HUGHES [70] eingefiihrt. In
deren differentialgeometrischer Beschreibung der Elastizitdtstheorie werden
diese Begriffe in ihrer urspriinglichen geometrischen Bedeutung benutzt: Es
sei f : M — N ein C*®-Diffeomorphismus zwischen zwei differenzierbaren,
m-dimensionalen Mannigfaltigkeiten M und N. Die Vorwdrtstransformation
(push-forward) eines Vektors w € T,M auf M ist definiert als der Vektor
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(fsw) ¢y = (Tpf)u auf Ty,N, der durch die Tangentialabbildung T, f :
T,M — TypyN auf N erzeugt wird.

Die Rickwirtstransformation (pull-back) eines Kovektors w € T7, N auf
N ist definiert als ein Kovektor f*w € T;M auf M mit der Eigenschaft

(Ffwllp (u) = wify (fiu), VYV ue,M

Mit Hilfe dieser beiden Definitionen kénnen nun die Riickwéartstransforma-
tion (pull-back) f*B eines Tensorfeldes B € TN auf N und die Vorwéirts-
transformation (push-forward) f.A eines Tensorfeldes A € T/ M auf M als
Abbildungen mit den Eigenschaften

(f*B)lp (a1, ..., u,, ffaoy, ..., ffao,)

= B'f(P) (f*ul,... )f*us;wlgu. ,(.Ur),
(f*A)|f(p) (f*lll,.. .,f*us,wl,.., :wr)
=A|, (uy,...,u, ffay,..., ffw,), (1.2.5)

Y ow €M, w;€Tj,N

definiert werden.

Diese Definitionen gelten, wie gesagt, unter der Voraussetzung, dafl ein Dif-
feomorphismus f : M — N existiert. In der Kontinuumsmechanik treten
nun viele Anwendungsfille auf, bei denen die Verwendung der push-forward-
und pull-back-Abbildung von Vorteil ist, wo aber kein solcher Diffeomor-
phismus existiert. Aus diesem Grunde wird die Definition der push-pull-
Abbildungen hier auf isomorphe Abbildungen F : ¥V — W zwischen zwei
Vektorrdumen erweitert. Der pull-back F°B eines Tensors B € T;W und
der push-forward F,A eines Tensors A € T;V sind dann beziiglich des Iso-
morphismus F € Iso(V; W) als Abbildungen mit den Eigenschaften

F'B(uy,...,u, FFaw,,... ,Frw,)
= B(Fuy,... ,Fu,, ..., w,),
F.A(Fu,,... ,Fu,, w,,...,w,) (1.2.6)
= A(ul, oy Wy, F*(.Ul, e ,F*(.U,.),
V €V, w;eWwW

definiert. Man sieht, daf sich die algebraische Definition (1.2.6} und die
geometrische Definition (1.2.5) entsprechen, wenn die isornorphe Abbildung
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F : V — W als Tangentialabbildung T5,f : T,M — T¢,N eines Diffeomor-
phismus f : M — N dargestellt werden kann.

Aus (1.2.6) kann man herleiten, daf fiir den push-forward und pull-back
eines Tensorproduktes die Regeln

F.(u®v)=F,(u)®F,(v) und F'la®@b) = F'(a) ® F'(b)

gelten. Damit lassen sich diese Abbildungen auf beliebige Tensoren anwen-
den. Fiir kovariante Tensoren C und ¢ erhélt man

F.(C) = F.(C1p&* ® &%)
= Cyp(F "6 @ (F &) =F*CF !,
Fe(c) = F'(cag’ ® 8°)
= cu(F'g%) ® (F*g") = F*cF.
Fiir gemischt-variante Tensoren U und V erhédlt man

F.(U) = F, (UG48 &°)

=U#(FG4) ® (F*&%) = FUF !,
Fi(V) =F(}'g. ® g°)

= V*(F'g.) ® (F'g’) = F'VF

und fiir kontravariante Tensoren S und T ergibt sich schlieRlich

F.(S) = F.(S*?G 4 ® G3)

= S48(FG,) ® (FGp) = FSF*,
F'(t) = F(1"g. ® &)

= Tab(F_lga) ® (F-lgb) = F_lTF_*,

wobei mehrfach die Beziechung a@Fb = (a®b)F*, V b € V benutzt wurde.

Die Einfiihrung der pull-back- und push-forward-Abbildungen vereinfacht
die symbolischen Operationen der Tensoralgebra. Es bestehen die folgenden
Bezichungen zwischen isomorphen Abbildungen, z.B. dem Deformationsgra-
dient F, und der Uberschiebung (siehe Anhang A) auf den Riumen V oder
W

(w,u) = (F'F,{w),u) = (F,{w),F.(u)), VYueV, weV.
(1.2.7)
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Ferner gelten die folgenden Regeln fiir die Hintereinanderschaltung und In-
vertierung von Abbildungen

(RU).(u) = RD(UD(u))’ VueV,
(RU)‘(v) =U‘(R(v)), V veW, (1.2.8)
F'(v)=(F ) (v), VveWw.

Fiir den Deformationsgradienten F stimmt die algebraische und die geome-
trische Definition der push-pull-Abbildungen tiberein, da der Deformations-
gradient als Tangentialabbildung F(X,t) := TxXx, definiert ist. Fiir lineare
Abbildungen, die nicht Tangentialabbildungen sind, z.B. die Streckungen U
und V, die lokale Rotation R oder die inkompatiblen elastischen bzw. plasti-
schen Deformationen der finiten Elasto-Plastizitétstheorie, die sich aus der
Zerlegung F = F°F? ergeben, existiert keine entsprechende geometrische pu-
sh-pull-Abbildung. In diesem Fall kénnen nur die algebraischen Definitionen
(1.2.6) angewendet werden.

2.1.2 Kovariante DeformationsmaRe

Der Metriktensor g = g.,8°®g’ ist ein kovarianter Tensor zweiter Stufe, g €
W* ® W*, der in der momentanen Konfiguration definiert ist. Der pull-back
von g mit Hilfe des Deformationsgradienten F ergibt ein entsprechendes
Deformationsmaf in der Referenzkonfigurationen

C=F(g) = F'gF = g,&6* @ &%, (1.2.9)

welches als rechter Cauchy-Greenscher Deformationstensor bekannt ist. Des-
weiteren erzeugt der push-forward des Metriktensors G = G 4p &4 @ &°
der Referenzkonfiguration ein entsprechendes Maf in der Momentankonfigu-
ration, gegeben durch

c=F.(G) = F*GF ! =G.p8°® g’ (1.2.10)

wobei ¢ gelegentlich als Cauchyscher Deformationstensor bezeichnet wird.
Mit Hilfe der polaren Zerlegung von F konnen folgende Beziehungen zwi-
schen den vier kovarianten Tensoren C, G, c, g aufgestellt werden

G=U,(C) g=R,(G) c=V,(g)=Vrgvl (1.2.11)
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Wird ferner ein push-forward von C mit R und von G mit U durchgefiihrt,
so ergeben sich zusitzlich

A

g:=R(C)=V'g)=V'gV und G:=U,(G)=U"GU"
(1.2.12)
In dem kommutativen Diagramm (1.2.13) sind die verschiedenen kovarianten

Tensoren dargestellt, die sich durch push-pull-Operationen aus dem Metrik-
tensor G gewinnen lassen.

™

Ro>
(1.2.13)

G

In (1.2.14) sind hingegen jene kovarianten Tensoren aufgefithrt, die sich
durch push-pull-Operationen aus g erzeugen lassen.

Die Diagramme (1.2.13) und (1.2.14) sind kommutativ, d.h, es lassen sich un-
terschiedliche Moglichkeiten fiir durch Verkniipfen der linearen Abbildungen
ablesen. Diese geniigen den algebraischen Eigenschaften der push-pull Ab-
bildungen, wie sie in (1.2.8) dargestellt sind. So 14t sich z.B. der pull-back
der Metrik g durch F als

F*(g) = (RU)*(g) = U*(R*(g)) =U"(G) = C

schreiben. Diese Darstellungen kann man auch (1.2.14) entnehmen.

2.1.3 Ubergang zur klassischen Schreibweise

Es folgt nun eine Erlauterung des Uberganges von der Tensoralgebra auf
Mannigfaltigkeiten zur klassischen Tensoralgebra auf Euklidischen Rdumen.
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Wihrend die Tensoralgebra auf Mannigfaltigkeiten grundsétzlich zwischen
Tangenten- und Kotangentenraumen unterscheidet, werden diese in der klas-
sischen Schreibweise von vorn herein identifiziert. Diese Identifizierung ba-
siert auf der Isomorphie zwischen Vektorraum und Dualraum, die durch das
innere Produkt auf dem Euklidischen Raum gegebeun ist.

Wie im Anhang A ausfiihrlich heschrieben ist. ist die Abbildung eines Vek-
tors a = a*G4 € V durch die lineare Abbildung F = 8%g, ® &1 ¢
Lin(V; W) als Uberschiebung

Fa = ( 48 ® 6A)a = 5fl4ga<Q5;1 a) = 540 8o

definiert. Auf dem Euklidischen Raum kann die Uberschiebung (@4, a) auch
als inneres Produkt zwischen zwei Vektoren in V geschrieben werden

(& a) = (GG a)=G'+.a, VaeV,

wobei nun der zu G reziproke Vek’r01 G* benutzt wird. Das bedeutet,
daf die Darstellung F = 6%g, ® & auf einem inneren Produktraum durch
F = §%g, ® G ersetzt werden kann, falls die entsprechende Abbildung Fa
statt mit der Uberschiebung nun mit dem inneren Produkt gebildet wird,
d.h., es gilt

Fa = (848, ® G")a:=83g.(G" - a) = 8a’g..

#» Schreibweise: Umn eindeutig zwischen linearen Abbildungen, die durch
Uberschiebung gebildet werden und solchen, die durch inneres Produkt ge-
bildet werden, zu unterscheiden, werden fette Sans-Serif-Buchstaben, z.B.
F,g. C, fiir die Uberschiebungs-Abbildungen und fette Buchstaben mit Se-
rifen, z.B. ¥.g, C, fiir die Abbildungen mit innerem Produkt verwendet.
|

Beim Ubergang zur klassischen Schreibweise miissen die in Ubersicht 1.3 auf-
gelisteten Ersetzungsregeln durchgefiihrt werden. Fiir den Deformationsgra-

dienten F : ¥V — W ergeben sich nach Anwendung dieser Ersetzungsregeln
die folgenden Darstellungen

Lin(V;W)> F=5§g, 88" ~» F=056g,2G"'=F e Lin(V; W),
Lin(W:V)> F'=5§/G,®g" -~ F'=6/G,®g*>F! e Lin(W; V),
Lin(W:V*)> F =§6"gg, ~ F' =6G"®g, G 'Fg ¢ Lin(W;V),
Lin(V:W) 3 F"=8%g"2G,y ~ F T=5'g"2G, =g 'FG e Lin(V; W).
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Ubersicht 1.3 Ubergang von der Tensoralgebra auf Mannigfaltigkeiten zur
klassischen Tensoralgebra auf Euklidischen Raumen

dualer Vektor  ~»  reziproker Vektor
Slev: ~  Gl= (B eV

inneres Produkt

§

duale Paarung
(64,Gp) =85 ~ G*-Gp=353
duale Abbildung  ~~  transponierte Abbildung
&4 =5Fg* -~ G=5iFTg
Transponierte  ~~»  Transponierte
F'=G*3,G4®g" FT=584G" g,

§

Fiir den kovarianten Metriktensor G erhilt man
G =GR &% € Lin(V;V) ~ G,0G!=1¢ Lin(V;V).

Der Metriktensor G geht also in den Einheitstensor I auf (V,-) iiber. Fiir
den Einheitstensor 1 auf V, den dualen Einheitstensor I* auf V* und den
inversen Metriktensor G™! findet man entsprechend

I=G,R6" € Lin(V;V) ~ G ®GA=1e Lin(V;V),
F=8'®G e Lin(V;VY) ~ Gi9Gu=1e€ Lin(V;V),
G '=G*"%G,®Gz e Lin(V;V) ~ Gi®Gu=1e Lin(V;V).

Dieses bedeutet, daf alle vier Tensoren I,1*,G und G™* durch denselben
Tensor I auf dem Raum (V,+) ersetzt werden. Der Ubergang zur klassischen
Schreibweise ist demnach nicht umkehrbar. Die vier Tensoren §, 1", G und
G ! nennt man assoziierte Tensoren, weil sie durch das Herauf- bzw. Herun-

terziehen von Indizes mit Hilfe des Metriktensors auseinander hervorgehen.
In (1.2.15) ist dargestellt, daf assoziierte Tensoren auf denselben Tensor der
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klassischen Schreibweise abgebildet werden.

= G~!(G) € Lin(V.V)

G e Lin(V:V*) ————— I € Lin(V;V) — " = (G)G™' € Lin(V"; V")
(1.2.15)

G ' =G YG)G™! € Lin(V*; V)

Fiir die push-forward- und pull-back-Operationen erhélt man in der klassi-
schen Schreibweise die Beziehungen

F.(G4) = FG., w  Fu(Gy) = FG4,
F'(ga) = F'g,, ~  F(g.) = gm
F'(g*) = F'g", ~  F(g)=FTg

FD(GA) — F_*L‘SA, — (GA) — —TG4

Diese lassen sich in entsprechender Weise auf push-forward- und pull-back-
Abbildungen von Tensoren erweitern. Es sei hier aber schon vorweggenom-
men, daf solche Abbildungen in der klassischen Schreibweise keinen Sinn
machen. Dieses wird nun naher ausgefiihrt.

2.1.4 Anmerkungen zu den Begriffen ko- und kontravariant

Die exakte Definition eines kovarianten bzw. kontravarianten Tensors ist
im Anhang A dargestellt und wurde in den bisherigen Betrachtungen stets
benutzt. Die Definition basiert auf der Unterscheidung zwischen einem Vek-
torraum und seinem Dualraum. Beispielsweise nennt man u € V einen kon-
travarianten Vektor, wahrend ww € V* kovarianter Vektor heifit. Diese Be-
zeichnungen stammen u.a. aus dem Ricci-Kalkiil.

Falls nun die Raume VYV und V* mit Hilfe des inneren Produktes identifiziert
werden, geht die urspriingliche Bedeutung der Begriffe ko- und kontravariant
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verloren. Dieses kann an folgendem Beispiel deutlich gesehen werden: Ein
kontravarianter Vektor u = u?Gy4 € V und ein kovarianter Vektor w =
u4&* werden in der klassischen Schreibweise durch

uWiG 4 =u G eV

dargestellt. Beide Darsteliungen repréasentieren denselben Vektor, und bei-
de Basisvektoren G 4 und G sind Elemente desselben Vektorraumes V. In
der kontinuumsmechanischen Literatur wird G oft als kovarianter Vektor
bezeichnet. Eine solche Bezeichnung riihrt von dem frither ausschlieftlich ver-
wendeten Ricci-Kalkiil her, wird dort allerdings korrekt verwendet. In einer
symbolischen Schreibweise sollte man solche Bezeichnungen allerdings ver-
meiden, denn G4 als kovarianten Vektor zu bezeichnen ist nicht richtig. Fiir
eine Darstellung der Tensoralgebra auf Euklidischen Raumen braucht man
diese Bezeichnungen auch gar nicht. Spricht man von einem Tensor n-ter
Stufe ist klar, welches Objekt gemeint ist. Erst beim Vorhandensein von
Dualrdumen mufs zwischen ko- und kontravarianten Vektoren unterschieden
werden.

Mit dieser Problematik ist eine weitere verbunden, die im Zusammenhang
mit den pull-back- und push-forward-Abbildungen auftritt. Es wurde ge-
zeigt, dafl sich die pull-back-Abbildungen F<(g,) und F<(g?) in der klassi-
schen Schreibweise als

F(g,)=F'g, und F(g)=F'g

darstellen lassen. Betrachtet man nun den pull-back des Vektors u = u,g* =
u®g,, so zeigt sich, dak die Riickwartstransformation auf Euklidischen Réu-
men nicht mehr eindeutig definiert ist

F°(u) = F'(u’g,) = w'F g, # Fi(u) = F(u,g%) = u,F g%

In der Literatur stellt sich dieses Problem hiufig so dar: In der klassischen
Schreibweise 148t sich der Einheitstensor als

i=g, 8% =gug"*® gb (1.2.16)

angeben. Einige Autoren bezeichnen die zweite Darstellung in (1.2.16) als
Metriktensor g. Fiir den pull-back der (identischen!) Grofen i und g schrei-
ben sie dann

I=F(G)=F4F ud C=F(g)=FgF.
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Der Riickwértstransport zweier identischer Grofen fithrt demnach zu unter-
schiedlichen Ergebnissen. Man behilft sich oft damit. daf man zwischen den
beiden pull-back-Operationen als dem kovarianten und dem gemischt-varian-
tenn pull-back unterscheidet. Diese Unterscheidung ist. wie oben festgestellt
wurde, auf Euklidischen Raumen nicht sinnvoll.

Verwendet man dagegen die in dieser Arbeit dargestellte pull-back-Definiti-
on, so bekommt man sofort die eindeutigen Ergebnisse

I=FW=F%F ud C=F‘g) =F'gF,
die sich nach dem Ubergang zur klassischen Schreibweise als
I=F4% ud C=F'iF (1.2.17)

darstellen lassen. In dieser Weise werden die genannten Probleme vermieden.

2.1.5 Anmerkungen zum Ricci-Kalkiil

Der Ricci-Kalkiil ist eine Darstellung der Tensoralgebra und Tensoranaly-
sis, deren Operationen ausschlieflich in Komponentenform definiert sind.
Obwohl eine solche Schreibweise oft uniibersichtlich oder unstrukturiert er-
scheint, befindet sie sich letztlich doch in Ubereinstimmung mit der hier
benutzten symbolischen Schreibweise. Im Ricci-Kalkiil wird zwischen Vekto-
ren und Kovektoren durch die Stellung der Indizes unterschieden. Die durch
die Metrik induzierten Abbildungen zwischen Vektor- und Dualrdumen sind
als Herauf- und Herunterziehen von Indizes bekannt

OLA = GABOLB und Uy = GABUB.
Eine solche Operation legt eine Beziehung zwischen den Komponenten u 4
und u4 fest. Sie kénnen nicht mehr unabhiingig voneinander gewihlt werden.
Sind verschiedene Metrikkoeffizienten in den Kalkiil eingebunden, so muf
zwischen den Komponenten u, und u4 unterschieden werden. IThnen kommt
aufgrund

Uy = GABUB ) und Uy = gabub

eine unterschiedliche Bedeutung zu. Eine solche Komponentenschreibweise
wird auch in dicser Arbeit benutzt. Man beachte, daf der Ausdruck §1u?G 4
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nicht mit uiG 4 gleichgesetzt werden darf, denn es gilt
§2utGy = 629G 40upGE £ u1G4 =ucGE.

Der Ricci-Kalkiil unterscheidet zwischen kovarianten und kontravarianten
Vektoren entsprechend der Stellung der Indizes. Die Abbildung (.,.) : T7V x
T3V — R ist durch die Uberschiebung von Ternsoren reprisentiert. Ein inne-
res Produkt u « v wird im Ricci-Kalkiil als

a
U™ Vg = GabUbUq

dargestellt, was der Beziehung u + v = (gu, v) entspricht.

2.1.6 Klassische Schreibweise der Metriktensoren

Die in (1.2.9) - (1.2.12) definierten kovarianten Tensoren sollen nun in ihrer
klassischen Schreibweise dargestellt werden. Fiir die Metriktensoren gilt der
Ubergang G ~» I und g ~» i. Dann findet man fiir die in der Referenzkonfi-
guration V definierten Grofen die klassischen Gegenstiicke

C=FgF ~ C=FTiF = F'F = U?%
G=U"GU! ~ G=UTIU'=U"?= B8,

é = LI_X'CGL’_l > é — U'—TBU—I — C—2 — B2‘ (1218)

Fiir die Grofen in der aktuellen Konfiguration erhélt man entsprechend

g=VgV ~ g=Viv=V'V=V>=b,

c= é = V_*gV'_l ~ c= V“TiV'l =V~2 (1 9 19)
Der Deformationstensor b wird auch linker Cauchy-Greenscher Deformati-
onstensor genannt, und B heift Fingerscher Deformationstensor. Es zeigt
sich, daf B und b die Inversen zu C bzw. ¢ bilden, d.h., es gilt C = B™!
und ¢ = b1, Bei HAUPT & TSAKMAKIS [47] werden in diesem Zusammen-
hang zwei Klassen von Deformationsmafen gebildet (sieche auch SVENDSEN
& TSAKMAKIS [117]). Die eine Klasse ist aus den Metriken ableitbar, wih-
rend die andere Klasse aus den inversen Metriken gebildet wird. Ahnliche
Definitionen findet man auch bei ROUGEE [93]. Im Rahmen dieser Arbeit
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lieRe sich eine zweite Klasse von Deformationsmaflen bilden, indem die Rol-
le der Rdume V und V* vertauscht wird. Auf V* bildet ndmlich G~ den
Metriktensor. Alle hier gezeigten Herleitungen mittels der push-pull-Ope-
rationen konnen fiir die Metriken G und g~! wiederholt werden, womit
man genau die in HAUPT & TSAKMAKIS [47] definierten GroRen (und noch
einige mehr) erhielte. Der Sinn eines solchen Vorgehens ist jedoch nicht ver-
stindlich, da, wie hier gezeigt wurde. assoziierte Tensoren beim Ubergang
zur klassische Schreibweise auf die gleichen Grofen fithren. Die zwei Klassen
reduzieren sich ndmlich auf die in (1.2.18) und (1.2.19) gezeigten Tensoren.

2.2 Kovariante Dehnungstensoren

Ein verallgemeinerter Dehnungstensor E;; = f(U) oder Ey- = f(V) ist ein
tensor-wertiges Mafl der lokalen Deformation und besitzt folgende Eigen-
schaften:

(i) f ist objektiv;
(it) f ist isotrop;
(iii) es gilt f(I) =0 und '(I) =1T;

(iv) f ist monoton steigend.

Die Konsistenzeigenschaft (iii) garantiert, daf alle Dehnungstensoren fiir
kleine Deformationen dieselben Eigenschaften besitzen (siehe CURNIER &
RAKOTOMANANA [30], WANG & TRUESDELL [123](S.227)). Aus den zu-
vor definierten kovarianten Metriktensoren lassen sich direkt Dehnungsma-
fe herleiten: Man zieht die Metrik g mit der pull-back-Abbildung in eine
beliebige Konfiguration zuriick und bildet dort die Differenz mit dem ent-
sprechenden push-forward der Metrik G. Die Metrik g gibt die Abstdnde
materieller Punkte in der verformten Konfiguration an. Die Metrik G be-
schreibt die entsprechenden Abstédnde in der unverformten Konfiguration.
Nach Transformation in dieselbe Konfiguration gibt ihre Differenz ein Maft
der Dehnung des Korpers an.

7u diesem Zweck wird nun die Differenz der Grofen in (1.2.14) und (1.2.13)
gebildet. In (1.2.20) sind diese Dehnungsmafe aufgefiihrt. Der Faktor § dient
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der Erfiillung der o.a. Konsistenzbedingung (iii).

1. Ve 1 Vo 1,
e=5(&-¢g e=5(g-¢ - e=2(c-¢
Fo / Fu
RD RD RD
/ (1.2.20
1 Us .1 . Us 2 1. oz
E=3(C-G) E=2(G-G) E=2(G-6)

Die aus dem Diagramm entnehmbaren Dehnungsmafie sind im einzelnen: -
Der Greensche Dehnungstensor E

E= (C—G):%(F‘gF—G) - E=%(C—I)=%(FTiF—I)

=

N =

— Der Karni-Reinersche Dehnungstensor E in der Referenzkonfiguration

1

ST - UTiuTh

E=-(6-G)=-(G-U"GU™Y) ~ E=

It

DN | =

(I-B)

DN | =

— Der Dehnungstensor E in der Referenzkonfiguration

m>

~16-6=t6-ureuy - ﬁ}:%(B—U‘TBU“l)

N | =
Do) =

— Der Karni-Reinersche Dehnungstensor € in der aktuellen Konfiguration

1

3 < . .1 R .
é=;(E-g =5(VeV-g ~ e=;b-i)=5(ViV-i

N | =

- Der Almansische Dehnungstensor e
__1 _1 - -1 _1' __]" —Texr-2
e=c(g-0)=5(g-V7gV) ~ e=3(i-¢)=5(1-ViVT)

— Der Dehnungstensor & in der aktuellen Konfiguration
e=le—g=te-vrevl) — &=
=3 =3 =

Anhand der klassischen Darstellung der Dehnungsgéfen kann leicht nach-
vollzogen werden, daf diese die obigen Bedingungen (i-iv) auch wirklich er-
filllen. Neben den hier aufgefiihrten kovarianten Dehnungsmafen lassen sich
beliebige andere Mafse konstruieren. Eine Vielzahl wenig bekannter Deh-
nungsmafe ist in CURNIER & RAKOTOMANANA [30] zusammengestellt.
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Ihre Verwendbarkeit beschriaunkt sich allerdings auf Spezialfille. Zwei univer-
selle Dehnungsmafe. die nicht in das hier gezeigte Schema passen, sind die
logarithmischen Dehnungstensoren

h=In(V) e WaW,
H=mh(U) eVgV.
Diese werden auch als rdumliches bzw. referentielles Henckysches Dehnungs-

mafl bezeichnet. Die bisher definierten Deformations- und Dehnungsmale
sind in nachfolgenden Tabellen zusammengestellt.

Ubersicht 1.4 Metriken und Deformationsmafe

Symbol Beziehungen Natne

GeVaw G'=G Metrik der
G=IeVgV G'=G Referenzkonfiguration
geEW W g'=¢g Metrik der
g=ieWRW g=¢ Momentankonfiguration
FeWWv F = Grad(x) Deformationsgradient
ReWeVv R'gR =G Rotationstensor
ReW®V RT=R"!

UeVev U'G=GU rechter Strecktensor
UeVV U'=U, U’=F'F

VewWgWw Vg =gV linker Strecktensor
VewWgW Vi=V, VZ=FF'

CeVvV'ewv C=F‘(g)=FgF rechter Cauchy-Greenscher
CeVgV C=F"F =12 Deformationstensor
ceEwWwgw c=F.(G) =F *GF! raumlicher Fingerscher
ceWgW c=FTF =V~ Deformationstensor
GeVeVv G=VU,(G) =U"GU™" referentieller Fingerscher
BeVgV B=FI!F T=0U"" Deformationstensor

geW oW
beWW

§=Vg) =VegV
b=FF' = V?

linker Cauchy-Greenscher
Deformationstensor
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Ubersicht 1.5 DehnungsmaRe

Symbol Beziehung Name

EecV*'®@V* E=1(C—G) Greenscher Dehnungstensor

EecVe®V E=3;C-1I)

EcV'@V: E= 3(G — G) referentieller Karni-Reinerscher
E€V®V  E=1}(I-B) Dehnungstensor

ecW W e=3(g—c) Almansischer Dehnungstensor
eceWRW e=3(i—c)

ecW W e=i(g-g) rdumlicher Karni-Reinerscher
ecWew é=2(b—1i)  Dehnungstensor

HeVvV®V H = In(U) referentieller Henckyscher Dehnungstensor
heW@Ww h = In(V) raumlicher Henckyscher Dehnungstensor

2.2.1 Objektivitat der Dehnungs- und DeformationsmaRe

Die Definition objektiver oder beobachter-indifferenter Gréfen wurde in
(1.1.13) angegeben. Unter Verwendung der push-pull-Operationen lassen
sich diese Definitionen einfacher schreiben. Es sei Q € SO(W) eine orthogo-
nale Transformation auf dem metrischen Vektorraum W, die zwei Bezugssy-
steme @ und @™ ineinander iberfiihrt. Eine tensorielle Groe B € TTW
heiflt objektiv, wenn sie sich geméf

B+ = QD(B)

transformiert. Will man diese Definition auf die zuvor definierten Dehnungs-
und Deformationsmafle anwenden, so mufs man in Betracht ziehen, ob diese
Grofen in der referentiellen oder momentanen Konfiguration definiert sind.
Die Referenzplazierung Py wird von dem Korper zum Zeitpunkt ¢, einge-
nommen. Zu diesem Zeitpunkt sei der Bezugssystemwechsel (1.1.7) durch
X* = ¢p+QoX beschrieben, wobei die Abkiirzung Qg := Q(%o) gelte. In der
Momentanplazierung lautet die entsprechende Transformation x¥ = ¢+Qx,
wobei Q und ¢ sich zeitlich dndern konnen.

Eine referentielle Grofie A soll nun objektiv heifen, wenn sich sich gemaf
A" = Qg (A) transformiert.

Der Deformationsgradient ist beziiglich @* als F* = Grad™ (x*) definiert.
Diese Beziehung l4Rt sich durch die materiellen Gradienten K = Vk und
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Ko = Vkq ausdriicken. Fiir den Deformationsgradienten gilt dann F =
KK;'. Daraus kann man lerleiten

Ft =KK™ = (VxH)(VXH)™!
— (V(c + Qx))(V(co + QOX))—1
= (QVx)(QVX)™! = QKK;'Q;' = QFQ;! (1.2.21)
y

F* = QFQ,.

In der Standardliteratur der Kontinuumsmechanik wird statt F* = QFQg
oft die Beziehung F* = QF angegeben. Dabei setzt man voraus, dafl beide
Bezugssysteme zum Zeitpunkt ¢y iibereinstimmen, d.h. es gilt Qy = I und
cp = 0. Wenn diese Annahme getroffen wird, gilt eine referentielle Grofe als

objektiv, falls sie AT = A erfiillt. Abgesehen von dem formalen Unterschied
zwischen A* = A und AT = Qq,(A) liefern beide Bedingungen das gleiche

Objektivitatskriterium.

Fiir die aus der polaren Zerlegung des Deformationsgradienten entstehenden
Grofen gelten folgende Objektivitatsaussagen

F* = QFQ. nicht objektiv,

Ut = QUQ] = Qu(U) objektiv,
VT =QVQT =Q,(V) objektiv,
R* = QRQ, nicht objektiv.

(1.2.22)

Fiir die vielen verschiedenen Dehnungs- und Deformationstensoren kann
man zeigen, daff der push-forward oder pull-back der Metriktensoren mit
den in (1.2.22) gezeigten Abbildungen immer auf objektive Grofen fiihrt.
Fiir den Cauchy-Greenschen Deformationstensor soll dieses exemplarisch ge-
zeigt werden. Es gilt

(F*)'(g*) = (QFQ; ") (Q.(8))
= (Qo0)-F'Q°Q:(g) = (Qu)-F*(g)
= (Qo)+(C)-

Aufgrund der Eigenschaften der push-pull-Abbildung gilt, dafl somit auch
alle weiteren Grofien in dem Diagramm (1.2.14) objektiv sind.

C+

1l
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2.2.2 Objektive Zeitableitungen

In diesem Abschnitt werden verschiedene objektive Zeitableitungen defi-
niert, die sich in natiirlicher Weise aus den push-forward- und pull-back-
Abbildungen ergeben. Zunéchst soll eine geometrische Definition der sog.
Lie-Ableitung gegeben werden:

Ist ¢ € TTM ein C'-Tensorfeld auf einer Mannigfaltigkeit M, dann ist die
Lie-Ableitung Lc von ¢ in Richtung eines Vektorfeldes v auf M definiert
als

d
Lue = (Z41(0)lco

wobei ¢; den Fluf des Vektorfeldes v bezeichnet.

Um diese Definition in der Kontinuumsmechanik sinnvoll anwenden zu kon-
nen, ist es notwendig, sie auf solche Falle zu verallgenieinern, in denen ¢;
nicht aus einem Vektorfeld bestimmbar ist. Hierzu dient im folgenden die
bereits bekannte Definition einer pull-back- und push-forward-Abbildung:

Es sei F € Iso(V; W) ein Isomorphismus zwischen den Vektorrdumen V und
W und ¢ € TTW ein zeitabhingiges Tensorfeld auf W. Die (verallgemeinerte)
Lie-Ableitung von ¢ beziiglich der Abbildung F ist definiert als

Lrc = FD(%Fd(c)), v F € Iso(V;W), ¢ € T™W, (1.2.23)

Die Lie-Ableitung stellt eine Derivation auf dem Raum der zeitabhangigen
Tensorfelder T7W dar, da sie linear ist und die Leibniz-Regel erfiillt. Letztere
besagt, daR Lg(ab) = aLg(b) + Lg(a)b gilt, was sich durch Einsetzen der
Definition (1.2.23) leicht iiberpriifen 1af¢t.

Aus den Eigenschaften der push-forward- und pull-back-Abbildungen lassen
sich folgende Eigenschaften der Lie-Ableitung herleiten:

-1 d ~1\a _ q'i
Le-1() = (F )»?(F V() = (F)*(5;(F)s()), (1.2.24)
Lru(:) = (RU), (= (RU)*()) = (R):Lu(R()).

Als Isomorphismen kommen fiir die Lie-Ableitungen die Abbildungen F, U,
V und R in Frage. Die Lie-Ableitung der Metriktensoren g € T9W und
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G € TV ergibt dann
Leg = F_*(:T{f“:*giz))F‘1 =g+FFg+gFF”’
=g-+I'g+gl, mit I=FF

—*'d * - . —+p* D —
Lrg =R™(-(R'8R)R™ =g+ R"R g+ gRR"™’

=g+ w'g+gw, it w =RR7,
BT ETs " | | (1.2.25)
Lvg =V (Z(V'BV))V =g+ V'Vg+gVV™
=g+Ng+g\,  mit A=WV
LG = U“*(%(U*GU))U" —G+U"U'G+GUU™

=G+A'G+GA, mit A=UU"
Wie man aus (1.2.25) erkennt, konnen die entsprechenden Lie-Ableitungen
sehr einfach mit Hilfe der Raten der linearen Abbildungen F, U,V und R
ausgedriickt werden. Um objektive Zeitableitungen zu finden, macht man
sich die Tatsache zunutze, dak der push-forward einer objektiven Grofse
wiederum objektiv ist. Geht man hierbei von der materiellen Zeitableitung
des rechten Cauchy-Greenschen Deformationstensors C aus, so erhilt man
durch push-forward mit F die objektive Zeitableitung
d

: d_.. .
Fo(C) = Fo(1,C) = F.(.F*(g)) = Lrg. (1.2.26)

Benutzt man statt F andere Abbildungen aus dem Diagramm (1.2.14), so

erhilt man folgende objektive Zeitableitungen
V.

Leg Lyec
R, Fo R
: (1.2.27)
TR .
LUG LuuG

Geht man ferner davon aus, daf die Metriken g und G durch die Euklidische
Metrik induziert sind. so gilt g = 0 und G = 0. Unter dieser Voraussetzung
vereinfachen sich einige Zeitableitungen. Fiir die Lie-Ableitung oder Old-
royd-Rate Lgg ergibt sich

F.(C)=Leg=g+I'g +gl=1"g +gl.



56 I. NICHTLINEARE KONTINUUMSMECHANIK

Fiir die mitgedrehte Zeitableitung oder Green-Naghdi-Rate Lgrg bekomint,
man einen Ausdruck, der sich nicht vereinfacht. Es gilt

R.(C)=LrEg =g+ w'E +Bw.

Die Lie-Ableitung £yG der referentiellen Metrik beziiglich der Streckung U
fiihrt auf

U,(C) = LyG =G+ A*G+GA = A*G + GA. (1.2.28)

Die Lie-Ableitung (1.2.28) besitzt eine interessante Eigenschaft, die sich aus
der Symmetrie von U ergibt. Beachtet man die'Symmetriebedingung U*G =
GU, so ergibt die Lie-Ableitung £,-:G unter Verwendung der Beziehung
(U™ = —U~'UU~! das Resultat

LG =G+ U (U )YG+GUHU
=G-U'U*V'U*'G-GU 'OV 'U
=-(U'U*G+GU V) = -(GUU ' + U*U'G)
= =LyG.

Dieses Ergebnis setzt voraus, daf giltAG = 0. Unter dieser Voraussetzung
kann nun fir die Lie-Ableitung LyyG eine sehr einfache Form gefunden
werden. Mit (1.2.24); bekommt man

LyuG = U,Ly(U'G) = U,Ly(G)
= U,(=£,-1(G)) = U, Ly~ (U°G))

-
~

= —Lyy-(G) = -G.

Dieses Ergebnis vereinfacht auch die noch fehlende Zeitableitung Lygc. Es
gilt ndmlich VF = RUU und daraus kann man folgern

Lyrc = Lruuc = R.Lyu(Re) = R.Lyu(G)
2 d <
- —R.(&) = —R.(L(R)

= —LRC.

Nach dem Ubergang zur klassischen Schreibweise findet man fiir die ver-
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schiedenen objektiven Zeitableitungen folgende Ausdriicke

LuG=AT+ A =UU1+ U,

LyG=A'G+GA ~
Luwb=-6 ~ LyuG=-B,
LrE=@+ W'g§+gw ~ Lrg=b+w'b+bw,
Leg=lg+gl ~ Lpg=1T+1=2d,
Lvec = —Lpe  ~  Lype=—(¢+ w'c +cw).

2.2.3 Interpretation der Lie-Ableitungen

Die objektiven Zeitableitungen, die hier durch Lie-Ableitungen gewonnen
wurden, lassen eine eindeutige physikalische Interpretation zu. Man betrach-
te einen kovarianten Tensor m = my;g°® g°. Die duale Basis g° ist mit der
dualen Basis der Referenzkonfiguration durch g® = §4F *&* verbunden.
Der Basisvektor & ist zeitlich konstant. Die materielle Zeitableitung des
Tensors m liefert den Ausdruck

h = ug® ® g + mad” ® 8 + mag® ® §'. (1.2.29)
Die Zeitableitung der Basisvektoren g* erhilt man aus
§°= (F*) 84 = —F'FF*&" = —(FF!)'g* = -I'g".
(1.2.30)
Setzt man die Beziehung (1.2.30) in (1.2.29) ein, so ergibt sich nach kurzer
Umstellung
Mg ® g’ =m+I'm+ml = Lem, (1.2.31)

also die Lie-Ableitung von m beziiglich F. Die Lie-Ableitung ist demnach
die Zeitableitung einer Grofe relativ zu einem Bezugssystem, das sich mit
der Basis {g,} mitbewegt. Auf die Bedeutung solcher Bezugssysteme wird
auch im Zusammenhang mit der Doyle-Ericksen-Gleichung eingegangen.

2.2.4 Die Jaumannsche Rate

Eine oft benutzte Rate, die sich aber nicht auf natiirliche Weise aus den
bisherigen Betrachtungen ergibt, ist die Jaumann-Rate r%, die in klassischer
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Schreibweise durch

; . 1
m=rm+wm+ mw, W= 5(1 —-1M (1.2.32)

definiert ist. Sie basiert auf der Verwendung des rdumlichen Spintensors w
und bildet eine objektive Zeitableitung. Wahrend bei den bisherigen Raten
klar war, auf welche Basisvektoren sie sich beziehen, ist dieses hier nicht
der Fall. Existiert eine lineare Abbildung P mit w = PP, so liefe sich
eine solche Basis durch PG 4 festlegen. Die Abbildung P mufl aber zunéchst
aus der Differentialgleichung P = wP gewonnen werden (siche HAUPT &
TSAKMAKIS [47]). Kennt man P, so liefe sich schreiben

\Y
m = Lpm.

Die Lie-Ableitung Lpm bezieht sich allerdings nicht auf die verformten Ba-
sisvektoren g,. Dieses sieht man durch Darstellung in Komponentenschreib-
weise. Zunichst findet man, daff w durch

1
w = -2-(| +g 'I'g) € Lin(W;W)

gegeben ist. Die Jaumann-Rate von m = mgg® ® g’ lautet dann
m = m+ %(l +g g)'m + m%(l +g 'rg).
Nach Umstellung der Terme findet man
m = %(m +1"m+1Im) + %(m +glg 'm+ mglI*g),
was unter der Voraussetzung g = 0 als Lie-Ableitung von m und dem
assoziierten Tensor m := g~ 'mg~! geschrieben werden kann

1
m = E(LFm + g(LFﬁl)g). (1.2.33)
Beachtet man (1.2.31), so findet man fiir (1.2.33) die Komponentendarstel-
lung

v 1. e

m =—§(mab + gac'mfdgbd)ga ® gb. (1234)
Das Ergebnis (1.2.34) zeigt, da die Jaumann-Rate keine Zeitableitung be-
ziiglich der verformten Basis g, darstellt. Nur fiir kleine Dehnungsraten
Jae ~ 1 kann geschrieben werden g mgyg & mhgy, womit (1.2.34) dann mit
der Lie-Rate Lgm tibereinstimmt.
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2.3 Logarithmische Dehnungsmalle

Die logarithinischen oder Henckyschen Dehnungsmalfe konnten nicht durch
push-forward- oder pull-back-Abbildungen gewonuen werden. Fiir die spate-
re Herleitung der Spannungsleistung ist es aber von Bedeutung, in welchem
Zusammenhang die Henckyschen MaRe mit den Lie-Ableitungen stehen. Die-
ses soll hier untersucht werden. Die folgenden Betrachtungen sind in der
klassischen Schreibweise dargestellt.

Es ist bekannt, dak der Logarithmus In U eines symmetrischen, positiv de-
finiten Tensors U in

InU = In(A\;)n; ® n; (1.2.35)

zerlegt werden kann, wobei die A; die Eigenwerte und die n; die orthonormier-
ten Eigenvektoren von U sind. Ein Tensor U heifst diagonalisierbar, wenn
es einen invertierbaren Tensor A und einen Diagonaltensor D = Aje; ® €;
gibt, so daf gilt

U= ADA™, (1.2.36)
wobei die e; die kartesische Basisvektoren des Euklidischen Raumes E be-

zeichnen.

Ist U nun symmetrisch, so gilt die Diagonaldarstellung
U=0DO®! @ eSO(F), UesSym*(E), (1.2.37)

in der & einen orthogonalen Tensor darstellt. Dieses Ergebnis kann aus
(1.2.36) abgeleitet werden: Fiir den Diagonaltensor D = A7!UA und die
Transponierte DT = ATUTA-T folgt wegen D = DT die Beziehung A"1UA =
ATUTA-7.Ist U nun symmetrisch, U = UT, sokann A~ 'UA = ATUTAT
nur erfiillt sein, wenn A~! = AT gilt. Dieses bedeutet aber, daf A orthogo-
nal sein muf.

Der Logarithmus eines Tensors ist isotrop, d.h. es gilt
n(@DOT) =@ h(D)O".

Dieses Ergebnis erhilt man, wenn man In U in eine Potenzreihe um U =1
entwickelt

ln(U) = ol + o1 U + 0(21]2 + .o+, U+ (1238)
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Die o, stellen skalare Koeffizienten dar. Die n-te Potenz von U it sich als

U"=UUU" = (DO (GDO"HU"? = (e@D’@")U"2
(1.2.39)

schreiben. Wendet man (1.2.39) rekursiv an, so findet man
U"=0D"®".
Zusammen mit T = @IO" kann aus (1.2.38) auf die Isotropie der Loga-
rithmusfunktion geschlossen werden
n(@DO") = Ol + oD+ D>+ ...)0T =@ h(D)O".
Aus der Reihenentwicklung erkennt man ferner, daf In(U) symmetrisch ist,
d.h., es gilt
In(U)T = In(U).

2.4 Raten der logarithmischen Dehnungsmalle
2.4.1 Referentielles Henckysches DehnungsmaR

Hier wird zunichst das referentielle Henckysche Dehnungsmaft H = In(U)
betrachtet. Es soll eine Verbindung zwischen einer Rate von H und den
bereits bekannten Lie-Ableitungen gefunden werden. Aus verschiedenen Un-
tersuchungen in der Literatur (siehe z.B. MACVEAN [63], LEAMANN &
LIANG [59]) wird deutlich, da§ eine solche Rate mit der Lie-Ableitung

Ly(G)=UU'+U'U (1.2.40)
verbunden sein muf. Der genaue Zusammenhang wird nun abgeleitet.

Der Henckysche Tensor H kann folgendermaflen als push-forward des Loga-
rithmus des Diagonaltensors D dargestellt werden

n(U) = @ n(D)®" = ®,(In(D)). (1.2.41)

Der Rotationstensor ® = n; ® e; iiberfiihrt die kartesischen Basisvektoren
in die Eigenvektoren von U. Bildet man die Zeitableitung relativ zu den
Eigenvektoren n;, so erhilt man mit (1.2.41) die Beziehungen

Lon(U) = @20 mnU) = ©,20°@, (D) = ©, n(D)-

at dt (1.2.42)
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Hier muf nun die Ableitung In(D)" genauer betrachtet werden. Mit (1.2.35)
findet man

In(D) = (In\;)e; S e;
= AN le; 2 e (1.2.43)
=DD™' =D'D.
Aufgrund der Diagonalitit von D ergeben sich zwei verschiedene Darstellun-

gen (1.2.43)3. Setzt man diese Zwischenergebnisse in (1.2.42) ein, so erhilt
man

Lo n(U)=0.,h(D) = @, (DD
=ODD'O"'=0DO'eD 6’
=@ODO'U = (LagU)U,

= Leln(U)=(LeU)U!'=U"LeU)

s

(1.2.44)

Die beiden Ergebnisse (1.2.44), resultieren aus den zwei Darstellungen (1.2.43).
Die Lie-Ableitung Le U kann als

LeU=U+wgagU+Uwe, we=00"c¢cSkuw(f)
(1.2.45)

geschrieben werden. Setzt man (1.2.45) in die zwei Darstellungen (1.2.44)

ein. so erhalt man
Len(U)=UU"'1+wi + UweU™, (12.46)
Leoh(U)=UU+UlwiU + we. o

Die Summe aus den beiden Gleichungen (1.2.46) ergibt dann einen Aus-
druck. der (1.2.40) entspricht. Man findet namlich

1 . . 1
—2-(UU’1 + U W) =Le ln(U) - E(Uw@U’l +U'wgU).
(1.2.47)

Dieses Ergebnis wird spater bei der Herleitung von leistungs-konjugierten
Spannungs- und Dehnungsmallen benutzt.

2.4.2 Raumliches Henckysches Dehnungsmaf}

Der linke Strecktensor V ist wie U ein symmetrischer, positiv definiter Ten-
sor. Aus der polaren Zerlcgung des Deformationsgradienten ist. erkennbar,
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dafs sich V und U durch einen push-forward mit der Rotation R unterschei-
den. Unter Verwendung von (1.2.37) kann man nun schreiben

V =RUR'" =R, (U) =R, (®DO®") = (R®),(D). (1.2.48)

Aufgrund der Isotropie der Logarithmusfunktion folgt aus (1.2.48) die Be-
ziehung

(V) = In(RUR") = RIn(U)RT,
die sich mit Hilfe der push-pull-Abbildungen einfach als
In(R,U) = R, (InU) und In(R*V) =R*InV)

schreiben lassen. Setzt man diese Beziehungen und (1.2.48) in (1.2.47) ein,
so folgt

LyG =2Le(R°In(V)) - (R"TFweF 'R+ F'RweRF).
(1.2.49)

Wendet man nun auf beiden Seiten von (1.2.49) einen push-forward mit R
an, so gilt

R,LyG = 2R, Le (R In(V))
~-T(pT ~1 - TpT -
-R7T(R'FweF 'R+ F'RwgR'F)R™L. (1.2.50)
Fiir den Term R, Ly G ergibt sich
. . 1
R,LyG =R,U,(C) =F,(C) = Lpg=2d, mit d=7(1+ M)

und fiir R,Le (R*In(V)) kann man gemaf der Rechenregeln fiir Lie-Ablei-
tungen schreiben

R.Le(R'In(V)) = Lre In(V).
Setzt man diese Ergebnisse in (1.2.50) ein und vereinfacht den rechten Term
in (1.2.50), so erhilt man schlieflich

1 1

5Lrg = Lro In(V) - a(Fw@F” + (FweF™M)T). (1.2.51)

Die Beziehung (1.2.51) verbindet die Lie-Rate Lyg mit der Lie-Ableitung
Lre In(V) des rdumlichen Henckyschen Dehnungstensors. Spater wird auch
diese Beziehung zur Darstellung der Spannungsleistung benutzt.
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2.5 Kontravariante Spannungstensoren

Die spezifische Spannungsleistung p (per Masseneinheit) einer lokalen elasti-
schen Deformation ist durch den Ausdruck

1, . |
pop = (S, C) (1.2.52)

gegeben. Hier bezeichnen pg die referentielle Massendichte, S den 2.Pio-
la-Kirchhoftschen Spannungstensor und C den rechten Cauchy-Greenschen
Strecktensor. Der Spannungstensor S tritt hier als eine zu € duale 7 Gré-
e in Erscheinung. Da C kovariant ist, folgt. daf$ S einen kontravarianten
Tensor

S=548G,®Gp € Lin(V";V)

darstellt. Dieses Resultat ist physikalisch sinnvoll, da der Spannungstensor
ein (kovariantes) Fliachenelement dA in einen Spannungsvektor f = SdA €
Y abbildet.

Aus der Eigenschaft (1.2.7) der push-pull-Abbildungen kann man folgern,
daf alle durch push-forward von (S, C) gebildeten Spannungs-Dehnungsra-
ten-Paare die Spannungsleistung in objektiver Weise repréasentieren. Mit der
Abbildung F erhélt man beispielsweise

1, e 1 1

pop = 2(8, FF. (€) = 5(F.(S), Fu(€)) = 3¢
wobei T = F,(S) den Kirchhoffschen Spannungstensor bezeichnet. Auf die-
se Weise konnen alle konjugierten Spannungsmafle durch push-forward von
S gewonnen werden. Bezieht man die Spannungsmafe auf ein Flachenele-
ment der Momentankonfiguration, so lautet der entsprechende Ausdruck

der Spannungsleistung

1P s ko 1P s Ry =1l et
pp = pr <s F D(c)> p0<FD(S))FD(C)> 2p0(T’LFg> (1253)

T, Leg),

Das Dichteverhiltnis pg/p ist durch die Jacobideterminante

Po
P

T'Der Begrift dual ist hier in seiner exakten algebraischen Bedeutung zu sehen und muf von
der mechanischen Bedeutung in HAUPT & TSAKMAKIS [47| unterschieden werden

J = det(F) =
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bestimmt. Die Beziehungen (1.2.53) erfordern die Definition gewichteter
Spannungstensoren

r=J'S und o=J"'t

Hier ist £ der gewichtete 2.Piola-Kirchhoffsche Spannungstensor und o
der Cauchysche Spannungstensor. Beide Spannungen sind auf ein Flachen-
element der Momentankonfiguration bezogen. Fiithrt man den push-forward
von S oder £ mit den in (1.2.13) dargestellten Abbildungen durch, so ergibt
sich folgendes Diagramm

V. V,

T (o) T

T (o)

(&)

R, F, R, F, |
(1.2. 54

U, U, N 2
S (%) - § (%)

S (%)

Die in (1.2.54) in Klammern gesetzten Grofen sind die entsprechenden ge-
wichteten Spannungstensoren. Die wesentlichsten Spannungen und ihre klas-
sischen Schreibweisen sind:

— Der 2.Piola-Kirchhoffsche Spannungstensor S € Lin(V*;V);
— Der Cauchysche Spannungstensor o € Lin(W*; W)

o=J'F(S)=J'FSF* ~ o =J'FSF;

— Der Kirchhoffsche Spannungstensor © € Lin(W*; W)
v=F,(S)=FSF* ~» T=FSF' = Jo;

— Der konvektive oder Besselingsche Spannungstensor S € Lin(V*; V)

~
A

§ = UU,(S) = UUSU*U* ~ S=CSC;

Diese und weitere Spannungstensoren sind in der Ubersicht 1.6 zusammen-
gefaflt.

Wie bei den Dehnungsmafen gibt es Spannungstensoren, die nicht aus (1.2.54)
entnehmbar sind. Zu ihren wichtigsten Vertretern zahlen der 1.Piola-Kirch-
hoffsche Spannungstensor T und der Biotsche Spannungstensor T p;,. Fiir
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Ubersicht 1.6 Spannungstensoren

Symbol Beziehung Name

SevgVv 2.Piola-Kirchhoffscher Spannungstensor

Levgyv X =J'S gewichteter 2.P-K. Spannungstensor

TeW@W T=FSF' Kirchhoffscher Spannungstensor

oceWRW o=J!lt Cauchyscher Spannungstensor

TeWweW +1=RSR' mitgedrehter 2.P-K. Spannungstensor

GeWaW =REIR"=J"'7 gewichteter mitgedrehter
2.P-K. Spannungstensor

Sevey S=R!tRT zuriickgedrehter Kirchhoffscher
Spannungstensor

LevVeyVv S =R'oRT=J1§ zuriickgedrehter Cauchyscher
Spannungstensor

SevyV S= CSC F'tF konvektiver Spannungstensor

Tevey X=J S gewichteter konvektiver
Spannungstensor

TEWRW T=V1IV mitgedrehter konvektiver
Spannungstensor

GeWW o6=J1 gewichteter mitgedrehter

konvektiver Spannungstensor

TewV T=FS 1.P.-K. Spannungstensor

den 1.Piola-Kirchhoffschen Spannungstensor findet man aus der Spannungs-
leistung die Beziehung
1 : 1 s o
pop = 5(S,C) = 5(S.(F gF + F'gF))
= (gFS.F) = (T, F} mit T = gFS.

Diese Ableitung setzt die Symmetrie S = §* voraus. Im Unterschied zu den
push-pull-Abbildungen ist bei dieser Art der Herleitung die Objektivitét des
Spannungstensors nicht gewéhrleistet.

2.6 Allgemeine Spannungsleistung

Wie bereits in (1.2.52) dargestellt, wird die spezifische Spannungsleistung
aus der Kombination der ]e\vellloen Spannungstensoren und der Lie-Ablei-
tung der entsprechenden Deformationsmalke gebildet. Fiir die spezifische
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Spannungsleistung pop sind die entsprechenden Kombinationen in dem fol-
genden Diagramm dargestellt. Die Spannungsleistung pp erhédlt man durch
Verwendung der gewichteten Spannungstensoren.

1 . . Vi 1 \"/S 1 N
§(T,Lng> §<T:£»Fg) ‘5<T}£’RC>
Ry Fo R. Fo Ro
(1.2.55)
1 . U, 1 . U 1 2 =
§(S=C> - §<SyLUG> - —5(5:(3)

Fiir diese Kombinationen lassen sich die folgenden klassischen Ausdriicke
angeben:

— 2.Piola-Kirchhoffscher Spannungstensor,
rechter Cauchy—Greenscher Deformationstensor:

(SC) ~ p=—SC

p=
2pg

2pg
- zuriickgedrehter Kirchhoffscher Spannungstensor,
Lagrangescher Streckgeschwindigkeitstensor:

L 8,0y6) ~ p=-—§.(UU+U),

p=
2p9

2pg
- konvektiver Spannungstensor,
referentieller Fingerscher Deformationstensor:

24 1 2 .
= SG ~ =——S°B;
p= 2p0( ) b=—7

- mitgedrehter gewichteter 2.P-K. Spannungstensor,
linker Cauchy-Greenscher Deformationstensor:

1 ) 1. . 1 _
P=55(6.0rE)  ~  p=36+ (bt wTb+bw);

— Cauchyscher Spannungstensor,
Eulerscher Streckgeschwindigkeitstensor:

1

% —oc-(1+1")=-0-d;

p:
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- mitgedrehter gewichteter konvektiver Spannungstensor,
rdumlicher Fingerscher Deformationstensor:

1. . . '
pz—%(d,ﬁac) ~ P=—-2—pcr-(_c+ch-l~cw).

Als ein weiteres konjugiertes Paar 1aft sich hier der ,.Jaumannsche“ Span-

nungstensor J und die Jaumann-Rate P, (C) einfiihren. Es gilt dann

1 .
p=-—(4,P.(€)  mit J=P,(S)=PSP",
2po
wobei die lineare Abbildung P eine Losung der Differentialgleichung P =
wP ist (siehe 2.2.4).

Zu den hier angegebenen Paaren aus Spannungen und Deformationsraten
lassen sich, bis auf zwei Ausnahmen, entsprechende Deformationstensoren
finden. Nur zu LyG und Lgg existieren keine solche Tensoren. Die Metriken
selbst konnen nicht als Deformationstensoren angesehen werden, zumal hier
die friither gemachte Bedingung G = 0 und g = 0 gilt, d.h., die Metriken
sind konstant. Betrachtet man nun die oben hergeleiteten Ausdriicke fiir die
logarithmischen Dehnungsmafie, so erkennt man, daf sich die gesuchten Gro-
fsen LyG und Lgg als Lie-Ableitungen der Henckyschen Dehnungstensoren
auffassen lassen. Es gelten die Beziehungen

LyG =2LeIn(U) - (DweU™ '+ U 'wgU),

1.2.56
Lrg =2LpreIn(V) — (FLU@F‘I + (Fw@F‘l)T), ( )

diein (1.2.47) bzw. (1.2.51) fiir den allgemeinen (anisotropen) Fall abgeleitet
wurden. Sie sind offensichtlich u kompliziert, um eine sinnvolle Interpretati-
on der Lie-Raten zu ergeben. Setzt man isotropes Materialverhalten voraus,
so vereinfachen sich die entsprechenden Leistungsausdriicke enorm.

2.7 Spannungsleistung bei Isotropie

Bei Isotropie gilt, wie spéater noch gezeigt wird. daf die Tensoren o und
V, sowie S und U gleiche Hauptachsen besitzen. Dadurch entsteht folgende
Kommutativitat

oV=Vo ud SU =US. (1.2.57)
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Die Beziehungen (1.2.57) ermdglichen es, einige Ausdriicke fiir die Span-
nungsleistung auf eine sehr einfache Form zuriickzufiihren. Fir o « Lgre
findet man

G-Lre=6-(c+wic+cw)=6-(¢+w V24V 3w)
=6+.¢—(VoVV 7?2V *VaV). w
—Geé (1.2.58)
Da w schief-symmetrisch ist, gilt wT = —w. Dieses wurde in (1.2.58),

ausgenutzt. Wegen der Kommutativitdt von V und o kann fiir VoV auch
V2o oder o'V? geschrieben werden. Dadurch heben sich die eingeklammer-
ten Terme in (1.2.58)9 auf. Fiir den Ausdruck & « Lgrb erhilt man in der
klassischen Schreibweise

o+ Lrb

G-(b+wb+bw)=0d-(b+w'V2+Viw)
G:b—-(V13eVIVI_VZV-igV . w
b

(1.2.59)

Il
Q<

Die Spannungsleistung 2pp = & + b stellt einen bekannten Ausdruck dar,
der sich z.B. bei MACVEAN [63](8.33) finden 14ft.

Die Ausdriicke o + Lpg und S + LyG vereinfachen sich bei Isotropie
nicht. Dieses kommt daher, daR die entsprechenden Raten 1 = FF~! und
A = UU! im Gegensatz zu w = RR! nicht schief-symmetrisch sind.
Die Schief-Symmetrie bewirkt in (1.2.59),, daf sich die rechten Terme ge-
genseitig aufheben. Dieses ist fiir 1 und A nicht der Fall.

Gliicklicherweise liefern die logarithmischen Ausdriicke (1.2.56) genau jene
Darstellungen, die Raten beziiglich der Rotationen R bzw. ® beinhalten.
Bei Isotropie erhilt man folgende Beziehungen

S-LyG=25-LeIn(U)-USU: (UweU™+ U w§U)
=25-Leh(U)-S: (VweU+ UwjU)
%é + LyG = 8§+ Lo In(U), (1.2.60)
In (1.2.60), wurde die Kommutativitdt von S und U benutzt. Die rechten

Terme in (1.2.60); heben sich aufgrund der Schief-Symmetrie von we her-
aus. Die gleiche Herleitung kann nun fiir o « Lpg ausgefiihrt werden und
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fithrt auf

1
o+ Lpg =0+ Lpo In(V) - %0'- (FweF™ + (FweF ™))

2
=0+ LreIn(V) - %cr + (VRweRV™' - V'RweRV)
=0+ Lre In(V) - %(VO’V_l — V‘lo-v) . RweR") (1.2.61)
= 0+ Lre In(V).

Die in (1.2.60) und (1.2.61) vorkommenden Lie-Ableitungen sind die Haupt-
achsenableitungen von In(U) bzw. In(V). Im isotropen Fall ergeben sich
damit die folgenden Vereinfachungen:

Anisotropie ~ Isotropie
1 . 1 .
== C ~~y = N C

Pop 25 Pop 2S

1- 1
Pop = 55 » LuG ~ Pop = ES - Leln(U)

12 _. 12 .
pop=-58B  ~  pp=-35-B (1.2.62)
1 1
Pp = EG‘LFg ~ pp:a('{'LR@ ln(V)
pp=—;:6“LRc ~ pp:%&.LRC
1 1

= ——& + Lpb ~ = —-&-b
PP 20 R op 9

3 Die Doyle-Ericksen-Gleichung und thre In-
terpretation

Es sei P die Forméanderungsenergie eines hyperelastischen Materiales, gege-
ben durch

P =(F,g,G). o (1.30)

Von DOYLE & ERICKSEN [35] wurde die Beziehung

o= 2pg—1: (1.3.2)
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aufgestellt, die seitdem als Doyle- Ericksen-Gleichung bekannt ist und sich
mittlerweile zahlreicher Varianten erfreut. Gleichung (1.3.2) stellt eine kon-
stitutive Beziehung dar, in welcher der Spannungstensor durch Ableitung
nach einem Metriktensor definiert ist. Dieses ist gemeinsames Merkmal aller
Varianten der Doyle-Ericksen-Gleichung. Anwendungen dieser Gleichungen
wurden hauptsichlich durch die Arbeiten von MARSDEN & HUGHES [70],
SIMO & MARSDEN [110], SIMO ET AL. [107] und SIMO [106] gegeben. Ins-
besondere SIMO [106] hat mit mit diesen Gleichungen eine Beschreibung der
finiten Elasto-Plastizitdtstheorie vorgestellt.

Der Hintergrund, vor dem die Doyle-Ericksen-Gleichung ihre eigentliche Be-
deutung gewinnt, scheint nicht allen Anwendern klar zu sein. Sehr oft werden
diese Gleichungen in einem Kontext gebraucht, in dem sie iiberfliissig sind
und durch einfachere, klassische Formulierungen ersetzt werden konnen. Die
Gleichung (1.3.1) macht keinen Sinn, wenn die Metrik g als konstante Me-
trik des Euklidischen Raumes angesehen wird. ROUGEE [92](S.38) schreibt
dazu: ... the authors [Marsden, Simo| make use of a succession of skilful
but non intrinsic and physically obscure mathematical arguments. First they
state that e [hier: | is dependent on the space metric g which in classical
mechanics 18 a constant: what is the mathematical meaning of a function of
a constant? ... "

3.1 Starre Bezugssysteme

Es wurde zu Anfang des Kapitels dargestellt, daf zur kinematischen Be-
schreibung mechanischer Prozesse immer ein Bezugssystem @ notwendig
ist, da sonst Begriffe wie der Ortsvektor keinen Sinn haben. Da die Wahl
von Bezugssystemen beliebig ist, miissen bezogene Beschreibungen den In-
varianzbedingungen gegeniiber Bezugssystemwechsel geniigen. Ein Bezugs-
systemwechsel ist eine isometrische Abbildung auf E, gegeben durch

x*(1) =c(t) + QU)x(t),  elt) €E, Q(t) € SO(E) (13.3)
t"T =1+ a, a€cl.

Reprasentiert man ein Bezugssystem d durch einen Bezugspunkt und eine
Basis des E, z.B. durch @ = (p, {e;}), so erzeugt der Bezugssystemwechsel
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(1.3.3) ein Bezugssystem % = (p*, {e}}), gegeben durch
p(t)=c(t)+Q{t)p ud & (t) = Q(t)e:

Die Zeittranslation t* = ¢ + a soll im folgenden unberiicksichtigt bleiben.
Man betrachte nun eine lokale Deformation, dargestellt durch den Deforma-
tionsgradienten F : £ — [E. Bei Bezugssysteinwechsel transformiert sich der
Deformationsgradient entsprechend

Q(t)

(E,+) - (L)
1
F(t) Fr(1):=Q()F()Q¢
Qo:=Q(%o)
(E,+) (E.)

Fiir die Momentan- und Referenzkonfiguration gelten die Transformatio-
nen (1.3.3) jeweils zu den Zeitpunkten ¢ und ?j, zu denen der Korper die
entsprechende Konfiguration einnimmt. Die obige Darstellung des Deforma-
tionsgradienten wurde auf andere Weise bereits in (1.2.21) eingefiihrt. Der
Tensor F+ = QFQ] stellt einen Deformationsgradienten zwischen der Re-
ferenzplazierung P{ und der Momentanplazierung Pt dar.

Nun sei Y(F) die spezifische Form&nderungsenergie eines hyperelastischen
Materiales. Bei Beobachterwechsel geht ¥{(F) in die Darstellung ¥(QFQ,)
iiber. Dieses ist die Formanderungsenergie im Bezugssystem d*. Ein Tensor
A in der Referenzkonfiguration bezliglich d geht in einen Tensor Q. (A)
in der Referenzkonfiguration beziiglich @ iiber. Entsprechend erhilt man
fiir die materielle Zeitableitung A beziiglich d nun die Lie-Ableitung Lq, A
beziiglich @ . In Tab. 1.1 sind jene Beziehungen aufgefiihrt, die sich bei spe-
zieller Wahl der Bezugssyteme ergeben. Bezieht man die oben dargestellten

i |Q | Q| QFQ] | W(QFQ]) | £, (QFQY) | -
|1 |1 |F W(F) F

(2)[I |R |FRT=V | ¢(V) LrV

B)|RT |1 |RTF=U | {(U) U

Tabelle 1.1: Wechsel zwischen starren Bezugssystemen

Ausfiihrungen iiber leistungskonjugierte Spannungs- und Dehnungsmafe in
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die Betrachtung ein, so wird klar, daf die Beziehung

op(F™)

—p Lo Ft,  mit F*=QFQq (1.3.4)

p =
die Spannungsleistung in bezug auf den Beobachter d* darstellt. Die Rate
Lq,F" ergibt dabei die objektive Zeitableitung im Bezugssystem d™.

Fir die Formanderungsenergie wird nun folgendes Prinzip aufgestellt:

Prinzip der Forminvarianz: Die funktionale Form der Forméanderungs-
energie \ ist fiir alle starren Bezugssysteme (1.3.3) gleich (siehe auch BERT-
RAM [19](S.181)).

Setzt man Forminvarianz voraus, so gilt

(a) Die Forméanderungsenergie \ ist isotrop, wenn sie invariant gegeniiber
Bezugssystemwechsel zum Zeitpunkt ¢ ist. Da ein solcher Wechisel eine
Drehung der Referenzkonfiguration beschreibt, bedeutet diese Bedin-
gung, daf die Formanderungsenergie invariant gegeniiber Drehungen
der Referenzkonfiguration ist. Dies ist die klassische Definition eines
isotropen Materialverhaltens.

(b) Die Forméinderungsenergie \ ist objektiv, wenn sie invariant gegeniiber
Bezugssystemwechsel zum momentanen Zeitpunkt ist. Dieses bedeutet

aber gerade P (F) = P(QF) und stellt somit die klassische Objektivi-
tdtsbedingung fiir eine skalar-wertige Funktion dar.

In Tabelle Tab. 1.1 sind folgende Spezialfélle unterschieden:

(1) @ ist das Ausgangsbezugssystem . Die Drehungen Q und Qg sind
gleich I. Aus (a) und (b) folgt, da diese Darstellung weder isotrop noch
objektiv ist. Nimmt man die Spannungsleistung pop = T - F zu Hilfe,
so gilt mit (1.3.4) die Beziehung

O(F)
oF

OV (F)
OF

. F, daraus folgt T = pg

pop =T+ F =g

(2) Zum Zeitpunkt #y ist d* ein mitgedrehtes Bezugssystem, wobei die
Drehung R aus der polaren Zerlegung von F stammt. Aus (a) und (b)
folgt, daf die Darstellung (V) isotrop, aber nicht objektiv ist. Die
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Zeitableitung relativ zum Bezugssystem ist Lr(.). Fiir die Rate LrV
findet man

LRV=R(R'VR))R"=V+w'V+Vw, mit w=RR".

Im isotropen Fall gilt demnach pp = & + LgrV. Damit erhélt man aus
(1.3.4)

op(V)
oV

(V)

«LrV, woraus folgt & =
A ey

pp=0-LrV =p

(3) Zum Zeitpunkt ¢ stellt " ein um R zuriickgedrehtes Bezugssystem

dar. Die Referenzkonfigurationen stimmen iiberein, so dafs die materielle

Zeitableitung auch objektive Zeitableitung in @ ist. Aus (a) und (b)

folgt, daR die Darstellung 1p(U) objektiv. aber nicht isotrop ist. Fiir die
Deformationsrate U findet man die Beziehung

C = (UU) =UU + UU.

Benutzt man nun pop = 3S - C= S - (UU 4 UU), so erhilt man aus
(1.3.4)
i aw(U)
Pop = ES (UU 4 UU) = pg 50 U,

daraus folgt
. . 1 . )
mp=%54UU+4HD=§@uﬂ-U+1ﬂSrU)
=(US)-U=R'T-U="Tpi;- U
H(U)
U -

Leztere Beziehung stellt eine objektive konstitutive Beziehung fiir ani-
sotrope Materialien dar.

TBiot = Po

Die hier gezeigten Beispiele konnen natiirlich auf beliebige starre Bezugssy-
steme erweitert werden. Wesentlich ist dabei nur, dafs die Transformationen
zwischen den Bezugssystemen durch orthogonale Abbildungen erzeugt wer-
den. Der Bezugssystemwechsel mufll also den Bedingungen (1.3.3) geniigen.
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Als weitere Beispiele kommen hier u.a. die Rotation P aus der Jaumann-
Rate, die Rotation R = R®RP” der Green-Naghdi-Rate in der finiten Elasto-
Plastizitdtstheorie, sowie die Rotation der von SCHIECK & STUMPF [98]
aufgestellten Rate in Betracht. Solche Bezugssysteme erlauben eine klassi-
sche Formulierung der konstitutiven Gesetze.

Nun betrachte man die folgende, in der Kontinuumsmechanik oft gebrauchte
Formulierung: ,,Der Cauchysche Spannungstensor ¢ ist ein Spannungsten-
sor, der auf die verformte Basis {g,} bezogen ist, oder auch: ,Die Lie-
Ableitung Lge ist die objektive Zeitableitung des Almansischen Dehnungs-
tensors in bezug auf die verformte Basis {g,}.”

Solche und dhnliche Formulierungen findet man sehr hiufig. Sie deuten an,
daf8 die verformte Basis {g,} als ein (lokales) , Bezugssystem* fiir die Be-
schreibung mechanischer Vorginge dienen soll. Die Basis {g,} kann aber
kein Bezugssytem im klassischen Sinne (1.3.3) darstellen, da die entspre-
chenden Transformationen bei Bezugssystemwechsel affin und somit nicht
isometrisch sind.

Aus diesem Dilemma kann man sich befreien, indem die Klasse der zulis-
sigen Bezugssysteme erweitert wird. Es wird nun gezeigt, daff diese Erwei-
terung direkt auf die Formulierung der Doyle-Ericksen-Gleichung und ihrer
Varianten fiihrt.

3.2 Kovariante Bezugssysteme

Man betrachte nun den Vektorraum E ohne seine Euklidische Struktur, d.h.
ohne sein inneres Produkt. Auf £ wird eine Metrik G definiert. Ein kovari-
anter Bezugssystemwechsel ist eine Abbildung des (E, G) in den (E, G*), so
daf gilt

X*(t)
G*(t
t+

i
o)

[l]

)+ ZE@)x(t), c(t) €k, =(t) € IsoE; L),
(1)-G(2), (1.3.5)
+a, a€T.

)

II
(N

Dieser Bezugssystemwechsel ist nun gerade eine affine Transformation auf
dem Raum E. Wie man sich aber leicht iiberzeugen kann, werden bei die-
ser affinen Transformation Lingen und Winkel beim Ubergang von (E3, G)
nach (E3, G*) nicht verindert. Diese Transformation ist somit isometrisch,
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was allein daran liegt, daf die Metriken in der gleichen Weise transformiert
werden wie der gesamte Raum. Wendet man den Bezugssystemwechsel je-
weils auf die Referenzplazierung und die Momentanplazierung an, so ergibt
sich das Diagramm

=)

(L, 8) (€,g%)
F(t) Fr=Z()F(#)=;] (1.3.6)
(ﬂ:) G) ED:ZE(to) (E, G+)

Die Forménderungsenergie i muf als Funktion des Deformationsgradienten
und der Metriken definiert werden. Ihre funktionale Form ist dann durch

¥(F, g, G) (1.3.7)

gegeben, was genau (1.3.1) entspricht. Wie kann man sich die Abhangigkeit
der Forminderungsenergie von den Metriken vorstellen ?

Fiir ein Hookesches Material findet man beispielsweise die Formanderungs-
energie

Y= —(7\"' 2u)Ig — 2ul I,
worin die beiden Invarianten nun durch
Ir=(G'E) und IIg=(G'EG™'E)

gegeben sind. Man beachte. dafs hier im klassischen Fall Ig = 1 - E gilt.
Die hier gezeigte Formanderungsenergie ist gegeniiber den Transformationen
(1.3.5) invariant. Es gilt z.B. fiir /g

Ig =((G")LE") = (206G '=,Z"ES, ) = (GTLE) = k.
Gleiches findet man fiir //g, womit die Invarianz bestétigt ist.
Wie bei den starren Bezugssystemen stellt man nun folgendes Prinzip auf:

Prinzip der Forminvarianz: Die funktionale Form der Formanderungs-
energie Y(F, G, g) ist fiir alle kovarianten Bezugssysteme (1.3.5) gleich.

Fiir eine spezielle Auswahl von Abbildungen = und =y werden nun Inter-
pretationen gegeben:



76 [. NICHTLINEARE KONTINUUMSMECHANIK

(1) Setzt man =y = F und = = I, so bedeutet dies, dafl ein Bezugssystem
ausgewahlt wird, welches sich mit der Basis {g,} bewegt. Fiir ein solches
Bezugssystem gilt

| Abbildungen: Z=1 und Z,=F,
Metriken: g% :=Z,(g) = g,
G* :==.(G) = F.(G) =,

Deformationsgradient: F*:= ZFZ;' = IFF~! =1,
Forminderungsenergie: V(F*,g*,G™) =y(l, g, ¢),
objektive Zeitableitung: Lz g% = Leg, (1.3.8)

s, 1
Spannungsleistung: pp = p(—a}-:-, Leg) = 5(0‘, Lrg),
N

konstitutive Beziehung: o = 2pE.

Die Doyle-Ericksen-Formel o = Qp%gIa ergibt sich also, wenn man die mit-
bewegte Basis {g,} als Bezugssystem verwendet. Man beachte, daf die Lie-
Ableitungen Lgc und Lgl null sind. Dieses gilt im weiteren fiir alle Ablei-
tungen L= (Z¢.G) und L=), so dak in der Spannungsleistung immer nur

eine Rate, ndmlich L=, (Z.8), auftreten wird.

(2) Wihlt man =g = ) und = = F!, so ist das Bezugssystem der Basis
{G.a} angeheftet. Man findet

Abbildungen: = = F! und =0 =1,
Metriken: g*:=Z,(g) = (F ').g =C,
G":=Z4(G) = 1,(G) =G,

Deformationsgradient: F*:=ZFZ;! = FIFl =,
Forméinderungsenergie: $(F*, g*, G") = (I, C, G), (1.3.9)
objektive Zeitableitung: L=,g" = C,

Spannungsleistung: pop = po(%lck, C) = %(S, C),
o

konstitutive Beziehung: S = 2p0%.
Dieses ist die klassische Lagrangesche Darstellung des hyperelastischen Ma-
terialgesetzes. Das Bezugssystem stimmt hier gerade mit der Referenzkonfi-

guration iiberein.
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(3) Setzt man nun =y = R und = = V™!, 50 heftet man das Bezugssystem
der Basis {g,} an. Dieses ist nun ein mitgedrehtes Bezugssystem. Hier findet
man '

|
—

U]

Abbildungen: =V und =) =R,
Metriken: g*:= Eb(g) = (V 'I)Dg =g,
T =Z0(G) =R.(G) =g,
T =ZFZ;' = VIFR! =1,
Forminderungsenergie: Y(F*,g*, G") =Y(l,g,g),
objektive Zeitableitung: Lz g* = Lg§, (1.3.10)

, LrE) = —(fr,LRQ),

O o,
i

l

M

Deformationsgradient:

Spannungsleistung: pp = p(—— 95
311’
g

konstitutive Beziehung: & = 2p

Diese konstitutive Beziehung kann in klassischer Form als & = ’Zpg—‘]i2 ge-
schrieben werden. Sie bildet eine Grundgleichung fiir isotrope hyperelasti-
sche Materialien und kann u.a. in TRUESDELL & NOLL [121] und WANG
& TRUESDELL [123] gefunden werden.

(4) Wahlt man = = R™! und =y = U, so entspricht das Bezugssystem der
Basis {G 4}. Die entsprechende Formulierung lautet nun

Abbildungen: = = R! und =0 =U,
Metriken: g* :=Z=.(g) = (R!),g =G,

Deformationsgradient: F':=ZF=;! = RT'FU™! =1,
Forminderungsenergie: Y(F™,g*, G*) =y (I, G, G),
objektive Zeitableitung: L=,g7 = LuG,

0 1,2
Spannungsleistung: pop = po(%, LyG) = 5(5, LyG),

N
oG

konstitutive Beziehung: S = 2pp==

Diese Beziehung kann in der Literatur nicht gefunden werden. Thr kommt
aber eine Bedeutung zu, da der Spannungstensor S bei Isotropie zu £L g@in(U)
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konjugiert ist. Die Beziehung S = 2p0%_;‘li liefert ein entsprechendes konstitu-

tives Gesetz.

(5) Setzt man nun = = UR™! und =y = UV, so wird die Basis {GA} als’

Bezugssystem benutzt. Es ergibt sich

Abbildungen:
Metriken:

Deformationsgradient;:
Forminderungsenergie:

objektive Zeitableitung:

Spannungsleistung:

konstitutive Beziehung:

= =UR™!

Diese konstitutive Beziehung fiir den konvektiven Spannungstensor findet
man in TRUESDELL & NOLL [121]. In der klassischen Schreibweise ist G

durch B zu ersetzen.

(6) Schlieflich wird Z = V und = = VF eingesetzt. Das Bezugssystem ist

nun an die Basis {g,} gekoppelt und man findet

Abbildungen:
Metriken:

Deformationsgradient:
Forminderungsenergie:
objektive Zeitableitung:

Spannungsleistung:

konstitutive Beziehung:

==V und =y = VF,

g =%.(g)=(V)g=c,

G* := =, (G) = (VF),G = &,
1

Fr:==F=;' = VF(VF)~' =1,
V(F,g", G") =yl ¢ ¢),
L=,g" = Lyrc = —Lge,

1,.
pp = —M%,LRC) = —--2-<cr,LRC>,
o= —Qp@—.
oc

Diese Beziechung ist von SANSOUR [94] als konstitutives Gesetz fiir eine
raumliche Beschreibung eingefiihrt worden. Man erkennt, dafl eine solche

raumliche Beschreibung auf die Basisvektoren g, bezogen ist.
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Aus diesen Beispielen sieht man sehr deutlich, daf$ man fiir die Doyle-Erick-
sen-Gleichung und ihre Varianten eine einfache Interpretation findet, wenn
ein kovarianter Bezugssystemwechsel (1.3.5) zugelassen wird. Damit kommt
auch den Metriken eine wesentliche Bedeutung zu. Sie bewirken, dafl die
Abbildungen zwischen den metrischen Vektorrdumen isometrisch bleiben,
obwohl die eigentliche Transformation (1.3.5); affin ist. Somit sind auch be-
liebig mitbewegte Bezugssysteme erlaubt. Die Zeitableitung beziiglich sol-
cher Bezugssysteme ist durch die entsprechende Lie-Ableitung gegeben. Die
Doyle-Ericksen-Gleichung stellt dann nichts anderes als die Formulierung
der Beziehung T = poa—lg%l beziiglich der mitbewegten Basis {g,} dar. Die
klassischen Transformationsgleichungen der starren Bezugssvsteme sind in
den kovarianten Transformationsgleichungen als Senderfille enthalten.

Das hier vorgestellte Konzept der kovarianten Bezugssysteme ist neu und
stellt ein wichtiges Hilfsmittel zur kinematischen Beschreibung von Defor-
mationen dar. Es ermdglicht. die Bedeutung der Metriken in der Formin-
derungsenergie zu verstehen und hat direkte Anwendung auf aktuelle Fra-
gestellungen in der Kontinuumsmechanik. So ist z.B. die Formulierung von
Stoffgesetzen auf der Zwischenkonfiguration einer finiten elasto-plastischen
Deformation mit diesem Konzept moglich.

4  Grundgleichungen nichtlinearer
thermo-mechanischer Kontinua

In diesem Abschnitt werden die wichtigsten Grundgleichungen nichtlinearer
thermo-mechanischer Kontinua zusammengestellt. Es wird gezeigt warum
konstitutive Beziehungen aufgestellt werden miissen und welchen Prinzipien
diese gehorchen. Aus den Objektivitdts- und Svmmetriebedingungen werden
jene Eigenschaften isotroper Materialien erkldrt. die in den letzten Abschnit-
ten bereits zur Anwendung kamen.

4.1 Zustandsvariablen

Der thermodynamische Gleichgewichtszustand eines Kontinuums ohne Mi-
krostruktur ist durch die Angabe der 3 Felder
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(1) Massendichte p(X, t),
(2) Ortsvektor x(X, t),
(3) Temperatur 6(X,t)

vollstandig bestimmt. Diese Felder sind in einem Bezugssystem @ definiert
und konnen in materieller, referentieller oder raumlicher Beschreibung dar-
gestellt werden. Das Ziel einer thermo-mechanischen Kontinuumstheorie ist
die Bestimmung dieser Felder (siehe MULLER [74]). Die Feldgrofen {p, x, 8}
heiflen Zustandsvariablen des thermo-mechanischen Systems. Die Angabe ei-
nes Satzes von Zustandsvariablen legt das physikalische Modell eines realen
Systems fest. Die allgemeinen und konstitutiven Feldgleichungen koénnen
immer nur im Rahmen eines solchen Modelles erstellt werden. Im néchsten
Kapitel wird die Auswahl von Zustandsvariablen eine wichtige Rolle bei der
Bildung von Mikrostrukturmodellen spielen.

Verzichtet man auf die Betrachtung thermischer Eigenschaften eines Sy-
stems, so sind die Zustandsvariablen {p, x} ausreichend. Durch Verwendung
einer referentiellen Beschreibung und unter Einbeziehung des Massenerhal-
tungssatzes kann man die Zustandsvariablen {p,x} gewohnlich auf {x} re-
duzieren. Das Massendichtefeld ist dann nicht mehr Gegenstand der Betrach-
tungen. Eine solche Vorgehensweise wird u.a. im 2.Kapitel angewendet.

4.2 Thermo-mechanische Bilanzgleichungen

Um die 3 Felder {p, x, 0} zu bestimmen, werden in der Kontinuumsmecha-
nik 4 allgemeine Feldgleichungen postuliert. Diese Feldgleichungen heifien
allgemein, weil sie fiir alle Materialien in der jeweiligen Modellklasse gel-
ten. Dieses bedeutet nicht, daf sie universell sind. Die Giiltigkeit der hier
vorgestellten Feldgleichungen ist auf die Modellvorstellung eines thermo-
mechanischen Kontinuums beschrinkt.

Im folgenden sind die Felder {p,x,0} in rdumlicher Beschreibung darge-
stellt, d.h. die Felder sind iiber der momentanen Plazierung P eines materi-
ellen Korpers definiert. Die allgemeinen Feldgleichungen lauten:
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(1} Massenerhaltungssatz

)= fp e (1.41)
m(P) =0

Die Grofe m(P) heilt Masse des Korpers P. Der Massenerhaltungssatz
besagt, dak sich die Masse eines Kérper wahrend eines thermo-mecha-
nischen Prozesses nicht dndert. Gleichung (1.4.1) gilt auch fiir beliebige
Teilkorper. 1st das Dichtefeld geniigend glatt. so kann man aus (1.4.1)
die Kontinuitéitsgleichung
0 = p + pdev(x)
folgern.
(ii) Impulsbilanz

L(P) = [ pkdy
F(P) = / fdv+ [ oada (1.4.2)

£(P) bezeichnet die Bewegungsgrofe oder den Impuls eines Korpers 2,
auf den die dufere Kraft F(P) wirkt. f ist die Volumenkraftdichte, o,
die Randspannung. Die Beziehung (1.4.2)3 stellt die Impulsbilanz (engl.
impulse-momentum law, siehe ANTMAN [10]) dar. Diese gilt auch fiir
unstetige zeitliche Verldufe der Kraft. Bei stetigen Verldufen kann man
die Beziehung auf den Impulssatz £ = F reduzieren.

Durch Einfiihren eines Spannungstensorfeldes o 148t sich der Impulssatz
auf Teilkorper P*%P einschrianken. Unter Voraussetzung des Cauchyschen
Postulats o, = on auf 9P erhalt man dann den lokalen Impulssatz

px = div(o) +f  aul P (1.4.3)
(1i1) Drehimpulsbilanz
A(P) = / X X pxdu
T(P) = [ x x fdv+ [ xx o,da (1.4.4)
(21} :-/;i Tdt
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A(P) bezeichnet den Drehimpuls eines Korpers P auf den das dufiere
Moment T(P) wirkt. Die Bezichung (1.4.4); stellt die allgemeine Dre-
himpuls- oder Drallbilanz dar, die auch fiir unstetige Verlaufe von ¥
gilt. Setz man hier stetige Verldufe von ¥ voraus, so ldft sich (1.4.4)3
als Drehimpulssatz 24 = ¥ schreiben. Unter Voraussetzung des Cauchy-
schen Postulats o, = on kénnen (1.4.4); 5 auf beliebige Teilkérper P%b
eingeschrinkt werden. Lokal erhdlt man aus dem Drallsatz dann die Be-
dingung

o=0c" auf P (1.4.5)

Der Drallsatz fiir ein thermo-mechanisches Kontinuum ohne Mikrostruk-
tur bedingt also die Symmetrie des Cauchyschen Spannungstensors. Fiir
Kontinua mit Mikrostruktur ist dieses oft nicht der Fall.

(iv) Energiebilanz

E(P) ——-/;Ppedv
&®) = [ —;-pic-icdv
PP) = [ f+%dv+ [ o« %da (1.4.6)

NP) = /?rdv —{—[9? qnda
R+ el = [ (% + Q)

&(?P) bezeichnet die innere Energie, £(P) die kinetische Energie, P(P)
die zugefiihrte mechanische Leistung und £(P,,) die zugefithrte Wir-
me eines Korpers P. Die Grofe e heifit spezifische innere Energie, 7 heift
spezifische Wirmeerzeugung, und ¢, heift Warmezuflufs. Die Gleichung
(1.4.6)5 stellt die allgemeine Energiebilanz dar, die auch fiir zeitlich un-
stetige Verlaufe der Warme- und Leistungszufuhr giiltig ist. Fiir stetige
Verliufe geht (1.4.6)5 in den Energiesatz € + & = P + 9 iiber. Fiir
den Wirmezufluf fordert man die Giiltigkeit des Cauchyschen Postu-
lats und definiert einen Wirmestromvektor q. Es gilt dann ¢, = —q * n
auf 0Pt wobei das Minuszeichen festlegt, da® ein nach auffen gerichte-
ter Warmestromvektor einen Energieabfluf§ (negativ) bewirkt. Mit Hilfe
von q kann man den Energiesatz in der lokalen Form

pé = 0o +-d —div(q) +r auf P (1.4.7)
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schreiben.

Um die allgemeinen Bilanzgleichungen auf Teilkérper P**? C P einschrinken
und entsprechende lokale Feldgleichungen aufstellen zu konnen, mufiten 3
neue Felder definiert werden. Diese Felder sind

(1) der Spannungstensor (X, t),
(2) der Warmestromvektor q(X, t),

(3) die spezifische innere Energie e(X, t).

Fiir den Spannungstensor bzw. den Wirmestromvektor gelten die Randbe-
dingungen

(a) o, = on auf HP*,

(b) g, = —q  n auf P,

wobei auf den Aufenréndern die GréRen gy, =¢ und o, =0 vorgeschrie-
ben werden kénnen. Die Warmeerzeugung r und die Volumenkraftdichte f
werden als gegeben betrachtet. Neben den Randbedingungen konnen An-
fangsbedingungen und Sprungbedingungen vorgeschrieben werden. Letzte-
re gelten fiir unstetige Uberginge von Feldgrofen. Die Summe aller Rand-,
Anfangs- und Sprungbedingungen wird Nebenbedingungen der allgemeinen
Feldgleichungen genannt.

4.3 Konstitutive Beziechungen

Durch die Hinzunahme der 3 neuen Feldgrofen {e, o,q} zu den drei Zu-
standsgréfen {p,x, 0} ist ein unterbestimmtes Gleichungssystem entstan-
den. Die vorhandenen Gleichungen reichen nicht aus, um alle 6 Feldgrofien
eindeutig zu bestimmen. Aus diesem Grunde postuliert man fiir die 3 neuen
Feldgrofen {e, o, q} konstitutive Beziehungen

o(X,t)=fs |\ (x(Y,t—3),p(Y,t—35),0(Y,t - s),X,t),

q(X1 t) = fq fs'=0 (X(Y, t— S)a p(Yat - S)> G(Y,t - S),X,t),
e(X,t) = f. [teg (x(Y,t —s),p(Y,t—5),0(Y,t —s),X,t), (1.48)
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welche die funktionale Abhingigkeit dieser Felder von den Zustandsvaria-
blen angeben. Die Gleichungen (1.4.8) stellen eine allgemeine Form dieser
konstitutiven Beziehungen dar. Die Funktionale haben ein Gedéchtnis fiir
die Zustandsgeschichte, da sie von dem gesamten zeitlichen Verlauf der Zu-
standsgrofen abhingen. Aus Griinden der Kausalitdt ist nur die Beschrin-
kung s < t auferlegt. Ferner hiangen die Funktionale von den Zustandsfel-
dern in nicht-lokaler Form ab, d.h. eine konstitutive Gréfe am Punkt X
kann von den Zustandsfeldern an allen Punkten Y € P im Korper abhéan-
gen. Desweiteren sind die Funktionale selbst abhéngig von Ort und Zeit.
Dieses bedeutet, daf an verschiedenen Orten im Kérper und zu verschiede-
nen Zeiten unterschiedliche konstitutive Beziehungen gelten konnen.

Die Formulierung von konstitutiven Beziehungen wird in ihrer Allgemeinheit
durch drei grundsétzliche Postulate eingeschrankt:

(1) Prinzip der Determiniertheit,
(2) Prinzip der lokalen Wirkung,

(3) Prinzip der materiellen Objektivitat.

Diese Postulate sind in axiomatischer Form zuerst von NOLL [77] in der
Theorie einfacher Materialien aufgestellt worden. Dariiberhinaus gibt es
noch (wenige) grundsitzlichere Aussagen, z.B. das Prinzip der Aquipri-
senz von TRUESDELL, die hier aber nicht betrachtet werden. Die beiden
ersten Postulate der Theorie einfacher Materialien lauten im Original (siehe
TRUESDELL & NOLL [121]):

Principle of determinism for stress: The stress in a body 1s determined
by the history of the motion of that body.

Die Gleichungen (1.4.8) sind bereits so gewahlt, dafs sie dieses Prinzip erfiil-
len.

Principle of local action: In determining the stress at a given particle
X, the motion outside an arbitrary neighborhood of X may be disregarded.

Dieses Prinzip erlaubt, die allgemeine nicht-lokale Darstellung (1.4.8) auf
eine Umgebung des Punktes X zu begrenzen. Geschieht dieses durch eine
Reihenentwicklung mittels Deformationsgradienten bis zur Ordnung n, z.B.

o(X,t) =fs |'_g (x(X,t — s),Grad(x(...)), Grad*(x(...)),...),
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so spricht man von einem Material n-ten Grades. Ein Material 1.Grades
wird demnach durch die konstitutiven Beziehungen

(X, t) = fo |y (x(X.t —5),0(...),8(...),F(...),8(...),X),
(X, 1) = £ ' (x(X,t = ), p(-..),8(... 1 F(...), 8(..), X),
e(X,t) = fe [t x(X,t = 5),p(...),8(...),F(...),8(...),X),

mit g = Grad(0) beschrieben. Die Feldgrofen {e, or,q} hdngen von den
Zustandsgrofen {p,x, 0} nur noch iiber die Geschichte der Zustandsgrofen
und ihrer Gradienten erster Ordnung ab. Solche Materialien bezeichnet man
als einfache Materialien.

4.4 Restriktionsprinzipien

Um die sehr allgemeine Form der konstitutiven Beziehungen weiter einzu-
schranken, sucht man nach Restriktionsprinzipien, die fiir eine moglichst
grofe Klasse von Materialien giiltig sind. Dies ist u.a. Aufgabe der Ma-
terialtheorie. Ziel ist es, die allgemeine Struktur der konstitutiven Bezie-
hungen so weit einzuschrinken, bis eine geringe Anzahl von unbekannten
Parametern oder Funktionsverlaufen durch experimentelle Untersuchungen
bestimmbar wird.

Die wesentlichen Restriktionsprinzipien sind hierbei
(1) das Prinzip der materiellen Objektivitit,
(2) die Entropieungleichung.

Fiir spezielle Klassen von Materialien kann zuséatzlich noch eine Betrachtung
der Symmetrie des Materialverhaltens vorgenommen werden.

4.4.1 Prinzip der materiellen Objektivitat

Dieses wichtige Prinzip fordert. dafl konstitutive Gesetze gegeniiber einem
Bezugssystemwechsel invariant sein miissen. Wird ein konstitutives Gesetz
durch einen thermodynamischen Prozef (p, x, 8) in einem Bezugssystem @
erfiillt, so muR dieses Gesetz auch durch jeden AquivalenzprozeR (p*, x*,8%)



86 I. NICHTLINEARE KONTINUUMSMECHANIK

in einem Bezugssystem ™ erfiillt werden. Ein thermodynamischer ProzeR
(p*,x*,07) in d™ heift Aquivalenzproze von (p,x,8) in @, wenn fiir
die Feldgrofien die Beziehungen

pT =p,
ot =g,
1.4.9
— ¢(t) + QU)x, (1-49)
tt =t —aq,

gelten, wobei ¢(t) eine rdumliche Translation, Q(t) eine rdumliche Rotation
und a eine Zeitverschiebung bedeuten.

4.4.2 Entropieungleichung

Unter allen thermodynamischen Prozessen (p, x, 8), die die Bilanzgleichun-
gen und konstitutiven Beziehungen erfiillen, befinden sich solche, die in der
Natur nicht vorkommen oder dort nur irreversibel ablaufen. Solche Prozesse
werden durch die Forderung nach einer Bilanzierung der Entropie ausge-
schlossen. Die Entropieungleichung besagt

:/pndv
/_Tdv—./6? 6q « nda, (1.4.10)
22/‘ﬁ

wobei n die spezifische Entropie ist. $( P) bezeichnet die Entropie des Kor-
pers P und J(P) steht fiir die Summe aus Entropieerzeugung und Entropie-
zufluf. Die Entropieungleichung (1.4.10) gilt fiir beliebige Zeitverlaufe der
Grofie J. Setzt man glatte Verldufe und die Einschrankbarkeit auf Teilkorper
Psub yoraus, so kann die Entropieungleichung in der lokalen Form

o> e dila

geschrieben werden. Die spezifische Entropie tritt hier als neue Feldgrofe
auf und muf aus einer konstitutiven Beziehung

n(xat) = fn §=o (XaF) pa eag)X)

bestimmt werden.
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4.4.3 Beispiel

Die Anwendung der Entropieungleichung zur Einschrankung der Form einer
konstitutiven Beziehung wird nun an einem Beispiel nachvollzogen. Hierzu
wird angenommen, daf die konstitutiven Beziehungen zunachst als

S(X,t) = fs5(C,p, 9,8,8),
a(X,t) = £4(C, p, 8,0,6),
n(X,t) = f4(C,p,8,86,6),
e(X,t) = fo(C,p, 9.6,0)

gegeben sind. In dieser Form erfiillen sie bereits das Prinzip der materiellen
Objektivitat, denn statt des Deformationsgradienten F wird hier der rechte
Cauchy-Green-Deformationstensor C benutzt. Die Beziehungen stellen ein
einfaches Material dar, das von der Geschichte des Temperaturfeldes nur
iiber die erste Zeitableitung 8 abhéingt. Im folgenden seien die FeldgréRen in
referentieller Beschreibung gegeben., so daff (7) die materielle Zeitableitung
der jeweiligen FeldgroRe darstellt.

Die Energiebilanz und die Entropieungleichung lassen sich lokal als

. 1
pé = 21008 «C—-div(q)+r und pn > il dz’v(éq)
schreiben. Fiir den rechten Term findet man
.1 1 . 1
div(5q) = gdiv(d) ~ 5;q- 8-

Durch die Energiebilanz kann nun r in der Entropieungleichung eliminiert
werden

. . p S
n>pe——S-C+-q-g.
pen 2 pe 200 + Gq 9.
wobei man nach weiterer Umformung den Ausdruck

: .1
—ple—0) —pB+—S.C+-q-g>0 (1.4.11)
2pg 0

findet. Definiert man nun die spezifische freie Energie { := e — 6n, so
entsteht aus (1.4.11) die Ungleichung

. i ‘ 1
—pb—pbn+-—S-C++=q-8>0 (1.4.12)
2pq 6
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Die materielle Zeitableitung der freien Energie { ergibt

f— - C —_— e — ——U.
V=5c"CT oy 8 %t 500
Setzt man dieses nun in (1.4.12) ein, so bekommt man
oy p : o -1 op . .
—pPp—=+—5)C-p(—=+M0+=q-g— cg——062>0.
(=P36 * 50;°) Plog MO +ga 875 8- 7 2

Nun argumentiert man folgendermafen: Die Ungleichung (1.4.13) muf fiir
alle thermodynamischen Prozesse {p, x, 8} erfiillt sein. Lassen sich nun spe-
zielle Prozesse erzeugen, die 0=0=0 bzw. g = g = 0 bewirken, so muf
auch

P
gelten, damit die Ungleichung identisch erfiillt ist. In &hnlicher Weise kénnen
die weiteren Bedingungen

N 1
= —_-—— —-=q- a <
M 58 und 54 Grad(8) <0

gefunden werden. Die Beziehung (1.4.14) ist im Zusammenhang mit der Doy-
le-Ericksen-Gleichung schon bekannt und soll hier den Schlufpunkt dieses
Beispiels bilden. Eine Fortfiihrung solcher thermodynamischen Betrachtun-
gen findet man u.a. in MULLER [74], TRUESDELL [120] oder dem hervorra-
genden Ubersichtsartikel von HUTTER [50].

4.5 Abhangigkeit der konstitutiven Beziehungen von
der Referenzkonfiguration

Viele konstitutive Beziehungen lassen sich mit Hilfe einer Referenzkonfigura-
tion sehr einfach formulieren. Betrachtet man z.B. ein homogenes elastisches
Material, dessen 2.Piola-Kirchhoffscher Spannungstensor durch die konstitu-
tive Beziehung

S(X,t) = f5(F(X,t))

beschrieben wird, so ist die Abh#ngigkeit von der Referenzkonfiguration
durch die Verwendung des Deformationsgradienten F' gegeben, da dieser in



4. Grundgleichungen nichtlinearer thermo-mechanischer Kontinua 89

bezug auf eine Referenzplazierung Py definiert ist. Stellt nun Py eine andere
Referenzplazierung mit Deformationsgradient F dar, so gilt

F =FP,

wobei P den relativen Deformationsgradienten zwischen den beiden Plazie-
rungen beschreibt. Die konstitutive Beziehung 148t sich in bezug auf die
Referenzplazierung Py als

S(X,t) = fs(FP)
schreiben. Es gibt nun verschiedene Klassen von Materialien, fiir die die

konstitutiven Beziehungen invariant gegeniiber einem Wechsel der Referenz-
konfiguration sind. Fiir diese Materialien gilt dann

fs(FP) = fs(F), Y P &g,

wobei die Transformation P ein Element einer materialabhdngigen Grup-
pe G ist. Diese Gruppe wird Symmetriegruppe des betreffenden Materiales
genannt. Die Materialien kénnen nun in Klassen mit verschiedenen Symme-
triegruppen eingeteilt werden. Ist § = SO(E), so heifst das Material isotrop.
Ist G = {idg}, so nennt man das Material anisotrop. Zwischen Isotropie und
Anisotropie gibt es eine Vielzahl von Klassen mit geringer Symmetrie. Fiir
Festkorper stellt die Isotropie die umfassendste Symmetriegruppe dar. Fiir
Fluide ist dies die spezielle lineare Gruppe SL(E) := {P | det(P) = 1}. Das
bedeutet, die konstitutiven Gleichungen eines solchen Fluids konnen auf je-
de Referenzkonfiguration mit gleicher Massendichte bezogen werden: Man
nehme ein Gefafs mit Wasser, messe den Wasserdruck an einer bestimmten
Stelle, rithre das Wasser durch und messe dann erneut: Besitzt die Fliis-
sigkeit die Symmetriegruppe SL([E), so ergeben beide Messungen keinen
Unterschied.

4.5.1 Objektivitidt und lsotropie

Fiir die haufig vorkommenden isotropen Materialien soll kurz gezeigt wer-
den, welche Einschriankungen der konstitutiven Beziehungen durch Objekti-
vitdt und Isotropie entstehen. Ein einfaches, homogenes, elastisches Material
wird durch die konstitutive Beziehung

o = f5(F)
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beschrieben. Ist das Material isotrop, so gilt
o=1f:F)=1:(FQ), V QeSO(b). (1.4.15)

Die Gleichung (1.4.15) muf fiir beliebige Rotationen Q gelten. Speziell kann
man hier Q = R setzen, wobei R der Rotationstensor aus der polaren
Zerlegung F = VR ist. Dann folgt mit (1.4.15) die Bedingung f5(VR) =
f(V). Diese kann nur erfiillt sein, wenn

o =f(V) (1.4.16)

gilt. Wendet man auf die Beziehung (1.4.16) nun das Prinzip der materiellen
Objektivitdt an, so ist zu fordern

Qf,(V)QT = £:(QVQ). (1.4.17)

Ein isotropes Material muf daher iiber eine isotrope Tensorfunktion f; vom
linken Strecktensor V abhingen. Eine solche Tensorfunktion wird allgemein
durch

£5(V) = do(lv, IIv, [II) + &y (Iy, I Iy, IIIV)V + $o(Iv, Iy, [1Iy)V?

dargestellt, wobei die skalaren Grofen ¢; Funktionen der Hauptinvarianten
von V sein kénnen. Die Form (1.4.17) bedingt ferner, daf o und V kolinear
sind, d.h., sie besitzen die gleichen Hauptachsen und es gilt oV = Vo. Ein
ahnliches Resultat 188t sich fiir den 2.Piola-Kirchhoffschen Spannungstensor
S und den rechten Strecktensor U herleiten.
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1 Einfithrung

In dem 1.Kapitel wurden die Grundgleichungen eines thermo-mechanischen
Kontinuums vorgestellt. Sie bilden eine verbreitete Modellvorstellung und
konnen zusammen mit unterschiedlichen konstitutiven Beziehungen auf viel-
faltige Probleme in der Mechanik angewendet werden. Reicht eine Verdnde-
rung der konstitutiven Beziehungen nicht mehr aus, um ein Problem zu
beschreiben, so muf evtl. eine erweiterte Modellvorstellung benutzt werden.
Eine solche Erweiterung bedeutet beispielsweise

— die Einbeziehung zusétzlicher Zustandsvariablen, die neben der Makro-
struktur auch eine Mikrostruktur des Kontinuums beschreiben;

— die Betrachtung andersartiger materieller Korper. Diese konnen z.B. 1-
oder 2-dimensionale Korper sein; es kann sich aber auch um ein vol-
lig anderes Grundkonzept eines materiellen Korpers handeln, z.B. ein
Mischungskorper;

— die Betrachtung einer nicht-lokalen Beschreibung durch Hinzunahme
von Deformationsgradienten héherer Ordnung.

Will man solche erweiterte Modellvorstellungen verwenden, so stellt sich die
Frage, wie man an die Grundgleichungen des erweiterten Kontinuumsmodel-
les gelangt.

Als Antwort auf diese Frage wird hier ein allgemeines Prinzip der virtu-
ellen Arbeit vorgestellt, das fiir einen beliebigen materiellen Korper, fiir
eine beliebige Mikrostruktur und fiir einen beliebigen Grad der Nicht-Lo-
kalitdt giiltig ist. Mit Hilfe einer Kompatibilitdtsbedingung und mehrerer
Invarianzbedingungen kénnen mit Hilfe dieses Prinzips simtliche Gleichge-
wichts- und Randbedingungen gewonnen werden. Dieses allgemeine Prinzip
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ist an Formulierungen in der analvtischen Mechanik angelehnt. Der mate-
rielle Korper wird durch eine Mannigfaltigkeit N beschrieben, die Makro-
und Mikrostruktur ist durch eine Zustandsmannigfaltigkeit Q gegeben und
die Konfigurationen sind glatte Abbildungen aus M in Q. Im Gegensatz zur
analytischen Mechanik ist der Konfigurationsraum hier aber von unendlicher
Dimension.

Eine differentialgeometrische Formulierung des Prinzips der virtuellen Ar-
beit wurde detailliert von EPSTEIN & SEGEV [37] vorgenommen und ist
teilweise auch in MARSDEN & HUGHES [70] veroffentlicht. Die von EP-
STEIN & SEGEV [37] vorgeschlagene geometrische Struktur wird in dieser
Arbeit iibernommen und auf dynamische Mikrostrukturprobleme und die
Schalentheorie erweitert. Die Arbeiten von SEGEV [102], SEGEV [103] iiber
die Formulierung von Spannungen in einer invarianten Beschreibung der
Kontinuumsmechanik finden hier erstmals breite Anwendung. Der in SEGEV
[104] beschriebene allgemeine Rahmen fiir diverse Kontinuumsmodelle wird
hier benutzt und auf Mikrostrukturprobleme erweitert. Dieser allgemeine
Rahmen basiert mathematisch auf einem Jet-Biindel-Forinalismus, welcher
hier nur in Ansitzen dargestellt wird und teilweise dem in SEGEV [103] ent-
spricht. Da die in SEGEV [103] oder MAKOWSKI ET AL. [64] hergeleiteten
formalen Gleichgewichtsbedingungen in ihrer Allgemeinheit keinen Einblick
in die Struktur spezieller Kontinuumsmodelle gestatten, wird auf eine der-
art allgemeine Herleitung verzichtet. Stattdessen soll hier der allgemeine
Rahmen in eine Methode umgesetzt werden, welche die direkte Herleitung
der Grundgleichungen fiir beliebige Mikrostruktur- und Schalenmodelle er-
moglicht. Die Anwendung dieser Methode wird ausfiihrlich an zahlreichen
Beispielen demonstriert.

Neben den bereits zitierten Arbeiten existieren noch andere Ansétze einer
geometrischen Verallgemeinerung des Prinzips der virtuellen Arbeit. Hier
sind vor allem die Arbeiten von SCHWARZ [100], SCHWARZ [101] zu nennen,
die sich auch mit dem Aspekt der Nicht-Lokalitit in der Kontinuumsmecha-
nik befassen. Ferner sei POMMARET [91] insbesondere beziiglich der Jet-
Biindel-Formulierung erwahnt. Dort sind auch viele kritische Anmerkungen
zur geometrischen Formulierung der Kontinuumsmechanik zu finden.

Das Prinzip der virtuellen Arbeit entspricht einer Lagrangeschen Formulie-
rung der Feldtheorie und kann sicherlich als wesentlichster geometrischer
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Ansatz gelten. Die Bedeutung Hamiltonscher Formulierungen (siehe GUN-
THER [44], SIMO ET AL. [107]) ist in der Kontinuumsmechanik weit gerin-
ger als in der analytischen Mechanik. Dieses erklart sich daraus, daf sich
die symplektische Struktur auf dem endlich-dimensionalen Konfigurations-
raum der klassischen Hamiltonschen Mechanik nicht unbedingt auch auf den
oo-dimensionalen Konfigurationsraum der Kontinuumsmechanik iibertragen
14£t.

2 Grundlegende Struktur

2.1 Basismannigfaltigkeit

Die Basismannigfaltigkeit M ist eine m-dimensionale, glatte und orientierte
Mannigfaltigkeit mit einem glatten, orientierten Rand M. Hier kommen Ba-
sismannigfaltigkeiten der Dimension m = 0,... ,4 zur Anwendung, wobei
grundsatzlich zwei verschiedene Fille unterschieden werden: Ein statisches
Kontinuumsmodell beruht auf einer Basismannigfaltigkeit M der Dimensio-
nen m = 1,2, 3, wihrend zur Beschreibung von dynamischen (zeitabhangi-
gen) Kontinuumsmodellen die Dimensionen m = 2, 3, 4 betrachtet werden.

Im Falle einer statischen Beschreibung entspricht die Basismannigfaltigkeit
einer materiellen Kurve (m=1), einer materiellen Fliache (m=2) oder ei-
nem materiellen Raumkoérper (m=3). Bei einer dynamischen Beschreibung
kommt die Zeit als weitere Dimension hinzu. Dann 1d8t sich die Basismannig-
faltigkeit als kartesisches Produkt aus einem m-dimensionalen Korperkonti-
nuum B und einem 1-dimensionalen Zeitintervall [T, T5) interpretieren.

Setzt man die Existenz einer Einbettung des materiellen Korpers in den
Euklidischen Raum voraus, so kann statt des materiellen Koérpers B eine
Plazierung P C E verwendet werden. In einem Bezugssystem d laft sich
der materielle Kérper dann z.B. mit seiner Referenzplazierung Py = k(B)
identifizieren. Ferner kommt jedem zeitlichen Moment T € T ein Zeitpunkt
t € T beziiglich der Uhr des Bezugssystem @ zu. Ein entsprechendes Zei-
tintervall in T wird mit J = [t;,t5] bezeichnet. Der Rand von 7 ist die
Menge 8J = {t;,t5}. Die Basismannigfaltigkeit M ist dann isomorph zur
Produktmannigfaltigkeit M = J x Py und deren Rand ist durch OM =



2. Grundlegende Struktur 97

(I x 0Pp) U (0T x Py) gegeben.

Finige mogliche Interpretationen der Basismannigfaltigkeit sind in Tab. 2.1
aufgefithrt. Ein dhnlicher Ansatz zur allgemeinen Darstellung beliebiger

dimM | dimJ x Py | Interpretation

1 (1,0) klassische analytische Punktmechanik

1 (0,1) Statik materieller Kurven (z.B. Balken, Seile)

1 (1,1) Dynamik materieller Kurven (z.B. Balken, Seile)

2 (0.2) Statik materieller Flachen (z.B. Membranen, Schalen)

3 (1,2) Dynamik materieller Flichen (z.B. Membranen, Schalen)
3 (0,3) Statik mat. Volumenkérper (z.B. Festkérper, Fluide)

4 (1,3) Dynamik mat. Volumenkorper (z.B. Festkorper, Fluide)

Tabelle 2.1: Interpretation der Basismannigfaltigkeit M

Kontinua ist bereits in den fundamentalen Arbeiten der Gebriidder Cosserat
zu finden (siehe COSSERAT & COSSERAT [29]). Sie schreiben , , a defor-
mable medium 1s an ensemble with three parameters p;, 2 = 1,2,3. When
there is motion, the time t must be added to these geometric parameters.’
Dieses Zitat stammt aus BADUR & STUMPF [12], wo weitere historische
Anmerkungen zu finden sind.

2.2 Zustandsmannigfaltigkeit

Die Zustandsmannigfaltigkeit Q ist eine n-dimensionale, glatte Mannigfaltig-
keit. Ein Punkt auf dieser Mannigfaltigkeit soll den physikalischen Zustand
eines materiellen Teilchens vollstandig beschreiben. Die Zustandsmannigfal-
tigkeit wird hauptsichlich als Produktmannigfaltigkeit aus Tensorrdumen
und/oder Lieschen Gruppen konstruiert. Ein einfaches Beispiel ist die Zu-
standsmannigfaltigkeit Q = £, d h., Q wird als Euklidischer Raum darge-
stellt. Der physikalische Zustand eines materiellen Punktes X ist dann durch
Angabe eines Ortsvektors x aus b vollstdndig bestimmt. Komplexere Model-
le erhdlt man, indem der Zustandsmannigfaltigkeit weitere Zustandsgrofien
hinzugefiigt werden. Die meisten dieser zusétzlichen Grofen werden als Mi-
krostruktur-Variablen angesehen. Einige Moglichkeiten zeigt Tab. 2.2 auf.
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Q Interpretation

E Dynamik klassischer Kontinua

ExT Thermomechanik klassischer Kontinua

ExR Kontinua mit Poren, Defekten oder granularer Struktur

E x SO(E) | Cosserat-Kontinua, polare Kontinua

ExE Kontinua mit vektorieller Mikrostruktur

E x GL{E) | Kontinua mit affiner Mikrostruktur, mikoromorphe Kontinua
E x P(2) Fliissigkeitskristalle

Tabelle 2.2: Interpretation der Zustandsmannigfaltigkeit @Q
2.3 Konfigurationsraum

Fine Konfiguration eines kontinuierlichen Kérpers wird durch Zuweisung
eines Zustandes q(X,t) € Q zu jedem Korper- und Zeitpunkt beschrieben.
Diese Zuordnung soll geniigend glatt und differenzierbar erfolgen. Eine Kon-
figuration ist dann eine glatte, differenzierbare Abbildung q : M — Q aus
der Basismannigfaltigkeit in den Zustandsraum. Die Menge aller Konfigura-
tionen

C:=C®(M;Q) = {q: M — Q| q — glatt, differenzierbar}
(2.2.1)

heifst Konfigurationsraum C. Ein Punkt q € € des Konfigurationsraumes
stellt also den Zustand des gesamten Korpers dar. Setzt man C*-Glattheit
und Kompaktheit von M voraus, dann tragt C®°(M; Q) die Struktur einer
glatten, co-dimensionalen Mannigfaltigkeit (siche BINZ ET AL. [20](Theo-
rem 5.4.1)).

Da die Basismannigfaltigkeit eine Produktstruktur M = J x Py besitzt, 145t
sich folgender Isomorphismus auf dem Konfigurationsraum konstruieren

C®(T x Py, Q) = C=(J,C™(Py, Q)). (2.2.2)

Gemif (2.2.2) lassen sich die Zusténde q(X, t) auch als 1-parametrige Schar
von Abbildungen q;(X) € C®(Py; Q) darstellen. Die Rolle des Parameters
ibernimmt dabei die Zeit.

Nun betrachte man den Tangentialraum T3C an die co-dimensionale Man-
nigfaltigkeit € im Punkt g € €. In BINZ ET AL. [20] und EPSTEIN & SEGEV
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137] wird gezeigt, dal der Tangentialraum T,C>°(M; Q) als die Menge
{6q € C™(M; TQ) | mg 0 8q = q} (2.2.3)

angesehen werden kann. Die Abbildung 8q heifst virtuelle Konfiguration des
Korpers. Die Menge aller virtuellen Konfigurationen auf M ist in natiirlicher
Weise isomorph zum Tangentialbiindel des Konfigurationsraumes, d.h., es
gilt

TC™(M; Q) = C=(M; TQ). (2.2.4)

Wertet man die virtuelle Konfiguration an einem Punkt p € M aus, so erhalt
man die virtuelle Zustandsinderung 8q(p) € T5(,)Q des Zustandes q(p) € Q.
Fir M = Py und Q = [ ist der Zustand eines Punktes p = X € Py als
raumliche Position x(X) € E gegeben. Die Grofe dq(p) ist dann die virtuelle
Positionséinderung 6x(X), die auch als virtuelle Verschiebung bezeichnet
wird.

2.4 Globale Krifte, globale virtuelie Arbeit

Der Kotangentialraum 7;C*(M, Q) sei algebraischer Dualraum zu 7,C*(M, Q).
Eine (globale) Kraft ist cin Element § € TyC*(M, Q) des Kotangentialbiin-
dels. Die Uberschiebung einer Kraft § € Ty C(M, Q) mit einer virtuellen
Konfiguration 8q € T,C*°(M, Q) ergibt eine reelle Zahl, welche globale vir-
tuelle Arbeit heifft und durch

5W, = §(8a) = (f, ba) | (2.2.5)

gegeben ist.

2.5 Lokale Krafte

.Eine globale virtuelle Konfiguration 8q € T,C erlaubt, wie oben angegeben,
die Darstellung {8g € C*(M;T'Q) | g 0 6 = q}. Eine solche Darstel-
lung 148t sich auf Untermannigfaltigkeiten von M einschrianken. Die virtuel-
le Konfiguration beschreibt lokal, z.B. in einem Punkt p € M, die virtuelle
Zustandsdnderung &q(p). Eine solche lokale Darstellung ist fiir die Kréfte
f € Ty C nicht moglich, da i.a. gilt TC # C*(M; T*Q). Es ist daher mdglich
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einer Konfiguration q € € eine Kraft f zuzuweisen, es ist aber nicht méglich,
diese Kraft auf Untermannigfaltigkeiten von M einzuschréinken. Diese forma-
le Erkenntnis ist in der Kontinuumsmechanik in praktischer Weise bekannt
und soll an dem folgenden Beispiel erlautert werden:

mn Beispiel: In der klassischen Kontinuumsmechanik wird die globale
Kraft §{ auf einen Korper Py in seiner Referenzplazierung als
(o) := [, £dV + /a%t dA (2.2.6)

postuliert (siehe TRUESDELL [119]). Gleichung (2.2.6) enthélt Volumenkréf-
te f und Kontaktspannungen t, wobei letztere nur auf dem Rand 0%y vorge-
geben sind. Die Volumenkrifte sind Fernwirkungskréfte, die iiber unendlich
grofe Distanzen wirken. Die Kontaktspannungen sind Nahewirkungskrifte,
die auf infinitesimal kleinen Distanzen wirken. Eine Betrachtung von Feld-
kriften dazwischenliegender Reichweite ist in der klassischen Kontinuums-
mechanik durch das Postulat (2.2.6) ausgeschlossen. IThre Verwendung wére
auch mit dem Cauchyschen Postulat nicht mehr vertraglich. Weitere Anmer-
kungen zur Einteilung der Krifte findet man in BERTRAM [19](p.1791t).

Betrachtet man nun die globale Kraft f(P§*®) auf einen Teilkdrper P§*® von
Po, so ist bekannt, daf die Einschriankung der Felder t und f aus (2.2.6) auf
den Teilkorper ng“b nicht das richtige Resultat liefert, d.h. es gilt

f(P5) # |, o £ AV + [y t d4, (2.2.7)
wobei P den duferen (engl. ezternal) Randbereich P N 6Py von Pgud
bezeichnet. Wiirde (2.2.7) gelten, so kénnte man durch Grenzwertbildung die
globale Kraft auf eine infinitesimale Umgebung eines Punktes X einschrin-
ken. Das Ergebnis lieferte ein Kraftfeld f(X). Dieses ist der Erfahrung nach
nicht moglich. Stattdessen muff (2.2.7) durch den Term

St @4 (2.2.8)
0,

erweitert werden. Die Spannung t,, wirkt auf dem inneren, durch das Heraus-
schneiden des Teilkorpers erzeugten Rand 8?3:;” und heiflt Schnittspannung.
Nach dem Postulat und Lemma von Cauchy héngt die Schnittspannung
von der Schnittgeometrie nur durch den Normalenvektor n der Schnittfla-
che 6?3’,? ab. An einem Punkt X € P ist die Schnittspannung t, durch
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t,, = Tn gegeben, wobei T den 1.Piola-Kirchhoffschen Spannungstensor be-
zeichnet.
Dann lautet die vollstindige Form von (2.2.7)

(5 = fufdV + [ tdd+ [, TndA, (2.2.9)

arge
Erst die Kenntnis der Spannungen in einem Korper ermoglicht es, die Krafte
auf Teilkorper einzuschrinken!

Sicherlich fragt man sich, warum ein umstdndlicher Weg iiber solche Ein-
schrankungen gegangen wird, wo doch (2.2.6) und (2.2.9) wohlbekannte
Formeln sind und das Cachysche Postulat als ein grundlegender Bestand-
teil der Kontinuumsmechanik angesehen wird. Dem ist aber nicht immer so.
Schon einfache Mikrostrukturmodelle verlassen den Giiltigkeitsbereich die-
ses Postulates: ,. Equilibrium equations and boundary conditions for second
grade hyperelastic materials. in which the stored energy b s a function of
the first and second deformation gradient F and VF, were first obtained by
Toupin in two early papers. The principle of virtual work was used to esta-
blish a set of equations valid for equilibrium. This approach leads, among
other things, to highly non standard boundary conditions implying that trac-
tion on a given surface of normal n is no longer ssimply given by Tn, where
T s the stress tensor, but by an expression with apparently little physical
interpretation.” aus FORTE & VIANELLO |39](S.409f). n

Das Cauchysche Postulat wird in dem allgemeinen Prinzip der virtuellen
Arbeit nicht vorausgesetzt, sondern bildet ein Ergebnis der Betrachtungen.
Will man aber das Cauchy-Postulat vermeiden, so muf ein anderer, allge-
meingiiltiger Weg fiir eine lokale Beschreibung gefunden werden. Ein solcher
wird nun aufgezeigt.

2.5.1 Lokale Konfiguration, Spannungen

Die allgemeine Darstellung des Prinzips der virtuellen Arbeit erfordert die
Verwendung eines Jet-Biindel-Formalismus, der im Rahmen dieser Arbeit
aber nicht bereitgestellt werden kann. Es sollen daher nur die wichtigsten
Merkmale einer solchen Darstellung aufgezeigt werden. Die differentialgeo-
metrischen Grundbegriffe der Faser- und Jet-Biindel findet man u.a. in CHO-
QUET-BRUHAT ET AL. [25|, DE LEON & RODRIGUEZ [32]. HUSEMOLLER
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[49], LANG [57]. Die hier verwendete Notation ist teilweise an SAUNDERS
[96] und KUPERSCHMIDT [56| angelehnt,.

Es sei (M x Q,7t, M) ein triviales Faserbiindel mit Basismannigfaltigkeit M,
kanonischer Projektion 1 = pr; und Biindelmannigfaltigkeit M x Q. Ein
Schnitt & € s(m) des Biindels ist eine glatte Abbildung ¢ : M — M x Q,
fiir die gilt m o ¢ = idy. Da hier eine triviale Struktur des Faserbiindels
vorausgesetzt ist, kann ein Schnitt ¢ global als & = (idy;, q) dargestellt
werden, wobei ¢ € C®(M; Q) eine Konfiguration ist. Das Tangentialbiindel
Taxo Steht mit dem Biindel 7t in folgendem Zusammenhang

Mx Q —— 20T pov Q) & TM x T

T

M - : ™
Eine virtuelle Konfiguration 6q € C*°(M; T'Q) ist ein Element des Vertikal-
biindles Vmt, welches als

V= {8q € T(M x Q) | m.(84) = 0 € Ty, sq M}

definiert ist. Aufgrund der trivialen Struktur von 7 lafst sich das Verti-
kalbiindel auch als pull-back q*tq des Tangentialbiindels (7°Q, Tg, Q) mit
q: M — Q auffassen. Eine solche Darstellung wird in SEGEV [103] benutzt.

Nun bildet man die k-te Erweiterung der Konfigurationen auf das k-Jet-
Biindel (J*(M, Q), m*, M). Das 0-Jet-Biindel ist dabei gerade das Biindel
(M x Q,t, M). Ein Schnitt s(n) wird auf einen Schnitt s(7*) durch die
Abbildung

j* 1 s(n) = s(m) (2.2.10)
erweitert. Sind auf den Mannigfaltigkeiten M und @ lineare Zusammenhéan-

ge definiert, so kann (2.2.10) durch die iterierte kovariante Ableitung V*
(siehe EELLS & LEMAIRE [36]) dargestellt werden

Tk C®(M; Q) — C® (@5 Lin;(ta, M),
g+~ (q,Vg,...,V*q).

Die k-te Erweiterung j¥q der Konfiguration q heift lokale Konfiguration
k.Grades und wird mit § := j*q bezeichnet.

(2.2.11)
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Wendet man diese Erweiterung auf virtuelle Konfigurationen 6q an, so erhilt
man §F := j¥(8q) mit der Darstellung

V"(&q) € COC(LZ-TLJ'(TM, q*T(_))).

Die zu V’“(ﬁq) dualen Grofen o* € C>(Lin;(tag, 9"1o))* nennt man lokale
Krifte oder Spannungen k.Grades, und das k-Tupel ¥ := (0% o', ... | o%)
heift Spannung oder lokale Kraft. Die Spannungen ergeben bei Uberschie-
bung mit der lokalen virtuellen Konfiguration die lokale virtuelle Arbeit

SW, = T(6F) = (T, 63). (2.2.12)

Nimmt man an, daf die Spannungen ¥ als Dichten t auf M beschrieben
werden konnen, dann hat (2.2.12) die Darstellung

W, = A (t,5*(89))dV, (2.2.13)

wobei dV die entsprechende Volumenform auf M ist.

2.6 Kompatibilitit von lokaler und globaler
virtueller Arbeit

Nach SEGEV [103] stellen die lokale und globale virtuelle Arbeit eine Be-
schreibung derselben physikalischen Gegebenheit dar. Es wird daher postu-
liert, dall beide Beschreibungen kompatibel zueinander sind, so daf die vir-
tuelle Arbeit

f(6q) = T(63) (2.2.14)

ibereinstimmt. Die Kompatibilitat erfordert, dafl die globalen und lokalen
Krifte die Bedingung

(f,50) = (T.7*(8a) = [, (3" (5a))av

erfillen. Mit einen dualen Operator (5%)* kann man schireiben f = (j%)*%.
Diese Kompatibilitatsbedingung dient spater zum Auffinden von Gleichge-
wichtsbedingungen.
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2.7 Invarianzbedingungen

Im 1.Kapitel wurde gezeigt, daf eine Beschreibung der Mechanik im Eukli-
dischen Raum E immer von der Wahl eines Bezugssystems d» abhéngt. Da
die Wahl eines Bezugssystems beliebig ist, miissen grundlegende Prinzipien
der Mechanik entweder unabhéngig von Bezugssystemen definiert oder inva-
riant gegeniiber Bezugssystemwechsel sein. Dieser Invarianzbedingung mufs
auch die Kompatibilitit (2.2.14) der lokalen und globalen virtuellen Arbeit
genugen.

Ein Bezugssystemwechsel (1.1.7) kann als Wirkung einer Lie-Gruppe G auf
die Zustandsmannigfaltigkeit Q dargestellt werden. Die Wirkung ist durch
die Abbildung ¢ : G x Q — Q gegeben, so daf P, : Q — Q fiir jedes g €
G einen Diffeomorphismus darstellt. Als Gruppen aus (1.1.7) kommen die
Translations- und Rotationsgruppe in Frage. Die Wirkung der Lie-Gruppe
auf die Zustandsmannigfaltigkeit Q induziert eine Wirkung W : G x € — €
auf den Konfigurationsraum €, die durch ¥(g, q) = ¥,04q, gegeben ist (siehe
SEGEV [102]).

Eine Kraft f € TqC heift nun S-invariant, wenn die virtuelle Arbeit inva-
riant gegeniiber dem pull-back von f durch TV ist, d.h. wenn gilt

T2 W(H)(E, 89) = (5a), (2.2.15)

fiir alle € in der Lie-Algebra von G. In (2.2.15) bezeichnet e das Neutralele-
ment von G. Es wurde von SEGEV [102] gezeigt, daR die Bedingung (2.2.15)
aquivalent zur folgenden Bedingung ist

f(Eoq)=0, VEETS. (2.2.16)

Die GroRen & nennt man auch infinitesimale Erzeugende der Gruppe § (siehe
EULER & STEEB [38]). Die Rotationsgruppe SO(E) und die Translations-
gruppen auf E und T kénnen in der Umgebung des jeweiligen Neutralele-
mentes durch

Qe1) =1+ € +0(e;) Rotationsgruppe auf E, €2 € so(E),

c(ez) = 0+ esc Translationsgruppe auf E, ¢ € E,

a(es) = 0+ €3 Translationsgruppe auf T, (2.2.17)

beschrieben werden. Die €; sind skalare Parameter. Die infinitesimalen Er-
zeugenden der Gruppen sind durch & = (dieg) |e=o definiert, wobei g die
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jeweilige Gruppenabbildung in (2.2.17) und € den entsprechenden Parame-
ter bedeuten. Betrachtet man nun (1.1.7) im Zusammenhang mit (2.2.17),
so ergeben die Ableitungen (di&x“L)|€1_._,‘3=g und (fatﬂ[el,‘,‘z:() die folgenden
drei infinitesiimalen Transformationen

i=1: xt=Qx und ' =0,
i=2: X*=c¢ und ¢t =0, (2.2.18)

wobei eine hochgestellte Tilde die entsprechenden infinitesimalen Groéfien
bezeichnet. Die Invarianz gegeniiber raumlichen Transformationen erfordert,
daf (2.2.16) fiir die virtuellen Felder 6x = x* in (2.2.18);, gilt. Fiir die
Invarianz gegeniiber zeitlicher Tranglation gilt (2.2.16) nicht, sondern die
schwichere Bedingung

f(Eoq) =T (Ecq)), VEeTS.

Diese Bedingung ist durch (2.2.16) immer erfiillt.

Die Invarianzbedingungen ermaglichen es Gleichgewichtsbedingungen aus
dem allgemeinen Prinzip der virtuellen Arbeit abzuleiten. Dieses entspricht
der Vorgehensweise in der analytischen Mechanik. Man geht dort von der La-
grangeschen Funktion aus. Die entsprechenden Invarianzbedingungen erhalt
man dann aus dem Noetherschen Theorem (siche NOETHER [76], DESLO-
GE & KARCH [33]). Eine Anwendung des Noetherschen Theorems auf ei-
ne Lagrangesche Formulierung der Kontinuumsmechanik ist in GOLEBIEW-
SKA-HERRMANN [41] dargestellt. Die Invarianzbedingungen fijhren dort auf
Erhaltungssitze. Eine detaillierte Klassifikation entsprechender Invarianzbe-
dingungen und Erhaltungssitze findet man in OLVER [84], OLVER [85]. Die
Noethersche Form der Invarianzbedingungen stimmt mit den in dieser Ar-
beit. verwendeten Bedingungen iiberein. falls sich die virtuelle Arbeit aus
einer Lagrangeschen Funktion ableiten l4Rt. Ist das nicht der Fall, erhélt
man anstatt der Erhaltungssitze nur Gleichgewichtsbedingungen.
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2.8 Beschreibung einer allgemeinen Methode zur Her-
leitung der Gleichgewichtsbedingungen fiir Kon-
tinua mit Mikrostruktur

Eine prézise Formulierung eines allgemeinen Prinzips der virtuellen Arbeit
wurde hier nur angedeutet und ist in ihrer Allgemeinheit noch nicht vollstén-
dig geklart. Filihrte man sie vollstindig aus, so liefen sich fiir Basismannig-
faltigkeiten M und Zustandsrdume Q die Gleichgewichtsbedingungen allge-
mein herleiten. Mittels Spezifizierung von M und Q koénnten diese formalen
Bedingungen dann in eine anwendbare Form tiberfilhrt werden.

Obwohl die allgemeine, formale Herleitung hier nicht gegeben ist, lassen sich
dennoch entsprechende Schritte der Herleitung nach vorheriger Festlegung
von M und Q durchfiilhren. Die Anwendung auf unterschiedliche Bereiche
der Mikrostrukturmechanik und Schalentheorie liefert in einfacher und plau-
sibler Weise die Gleichgewichtsbedingungen des jeweiligen Kontinuumsmo-
delles. Um deutlich zu machen, daf dabel die immer gleiche Methodik ver-
wendet wird, soll diese anhand der folgenden (rezeptartigen) Einzelschritte
zundchst herausgearbeitet werden:

(M1) Der erste Schritt besteht darin, die Basismannigfaltigkeit M und den
Zustandsraum Q auszuwéhlen. Die Basismannigfaltigkeit bestimmt die
geometrische Modellierung des Problemes und damit auch den Tréger
fiir die Zustandsfelder. Folgende Beispiele werden spéter im einzelnen
betrachtet:

M = Py : Die Basismannigfaltigkeit ist eine Plazierung eines 3-
dimensionalen Korpers, also Untermannigfaltigkeit des L;

M = J x Py : Die Basismannigfaltigkeit ist Produktmannigfaltigkeit,
bestehend aus einer Plazierung und einem Zeitintervall;

M = §; : Die Basismannigfaltigkeit ist eine Fliche, also eine 2-
dimensionale Untermannigfaltigkeit des [E;

M =7 x §; : Die Basismannigfaltigkeit ist Produktmannigfaltigkeit
aus einer Flache und einem Zeitintervall.

Die Wahl der Basismannigfaltigkeit ist nicht unbedingt an die wirkli-
che Struktur eines materiellen Kérpers gebunden. Z.B. ist eine Schale
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ein realer 3-dimensionaler Karper. dessen Feldgleichungen sich unter ge-
wissen \oraussetzungen (siehe Kapitel 3) auf eine 2-dimensionale Form
reduzieren lassen. Modelliert man die Schale als Fliche, M = 8§, so
erhalt man solche Schalengleichungen direkt.

Die Wahl des Zustandsraunies bestimint die physikalische Modellierung
des Problemes. Als Zustandsraum Q werden die in Tab. 2.2 beschriebe-
nen (Produki-)Mannigfaltigkeiten betrachtet. Bis auf SO(E) und P(2)
handelt es sich dabei durchweg um Produkte linearer Riume, was den
Begriff Zustandsraum rechtfertigt. der hier synonym zum Begriff Zu-
standsmannigfaltigkeit verwendet wird.

Eine Konfiguration q : M — Q ist dann als Abbildung zwischen den
oben aufgefiihrten Mengen gegeben. Eine virtuelle Konfiguration {8q €
C(NM;TQ) | mg o 8q = q} laft sich problemlos ermitteln, da das Tan-
gentialblindel TQ fiir die aufgetiihrten Beispiele von Q einfach zu kon-
struleren ist.

(M2) Der nachste Schritt erfordert die Aufstellung der lokalen virtuellen Kon-

figurationen. Diese waren ja als k-Erweiterungen j¥(8q) der entsprechen-
den globalen virtuellen Konfigurationrendefiniert-Danumalle virtuellen
Konfigurationen vektorwertig sind und der Triger M dieser Vektorfel-
der eine kompakte Untermannigfaltigkeit des [ darstellt, lassen sich die
Erweiterungen als Gradienten dieser \ektorfelder schreiben. Die Ord-
nung der verwendeten Gradienten bestimnt iiber den Grad der Nicht-
Lokalitdt der Beschreibung.

Mittels der lokalen virtuellen Konfigurationen wird nun die lokale virtu-
elle Arbeit aufgestellt. Zu diesem Zweck miissen die Spannungen oder
lokalen Krifte benannt werden. Sie treten als zu den lokalen virtuellen
Konfigurationen duale Grofien in Erschieinung und werden als Dichten
iber M gebildet. Die Aufstellung der entsprechenden Dualrdume berei-
tet fiir die verwendeten Vektorrdume keine Schwierigkeit.

Die lokale virtuelle Arbeit ergibt. sich danu als [ntegral der Dichten iiber
die Basismannigfaltigkeit. Besteht die Basismannigfaltigkeit aus Raum
und Zeit, wird auf natiirliche Weise ein Wirkungsintegral erzeugt.

Die Kompatibilitit von lokaler und globaler virtueller Arbeit kann zu-
nichst alg formale Gleichung geschrieben werden. Durch entsprechende
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Transformation mit dem Satz von Stokes und der partiellen Integration
kann die zugehorige Struktur der globalen Krifte bestimmt werden.

(M4) Bei der globalen und lokalen virtuellen Arbeit handelt es sich um ei-
ne Grofe, die auf einen Teilkdrper eingeschriankt werden kann. Aus der
Einschrankung entstehen lokale Gleichungen, namlich Gleichgewichtsbe-
dingungen und Randbedingungen. Die Gleichgewichtsbedingungen ent-
sprechen in ihrer Zahl der Dimension des Zustandsraumes.

(M5) Durch Anwendung der Invarianzbedingungen (2.2.16) kdnnen weitere
Gleichgewichtsbedingungen gefunden oder bestehende eingeschrankt wer-
den.

2.9 Formale Gleichgewichtsbedingungen

Bevor die allgemeine Methode auf verschiedene Modelle in der Kontinu-
umsmechanik angewandt wird, soll zunichst die allgemeine Form der hier
auftretenden Gleichgewichtsbedingungen diskutiert werden. Hierzu wird an-
genommen, dafl die Basismannigfaltigkeit als Produkt M = Py x J gegeben
ist. Der Zustandsraum sei einfach die Menge der reellen Zahlen, Q = R.
Eine globale Konfiguration ist dann ein skalares Feld ¢ : Py x J — R. Eine
virtuelle globale Konfiguration ist ebenso als skalares Feld 6¢ : Po xJ = R
darstellbar. U Die lokale Konfiguration § eines einfachen Materials ist durch

1)Anmerkung zu virtuellen Feldern: Es sei u(X,t) € Q eine Zustandsvariable im Punkt
(X,t) € Py x J. Die virtuelle Zustandsvariable du(X,t) ist ein Element des Tangentialraumes
Tyx Q. Wird als Zustandsraum der Euklidische Raum Q = E3 gewihit, so sind die Zustandsva-
riablen Vektoren u(X,t) € E3, 2.B. Verschiebungsvektoren. Da nun der Tangentialraum an den
Euklidischen Vektorraum zu dem Vektorraum isomorph ist, Tu(x,t)[E3 = [3, ist jede virtuelle
Verschiebung selbst wiederum ein Vektor, $u(X,t) € E3. Dieses ist aber im allgemeinen nicht
richtig. Ist die Zustandsmannigfaltigkeit kein linearer Raum, sondern z.B. die Rotationsgruppe
Q = SO(E®), so ist der Tangentialraum Tg(x,SO(E®) nicht mehr isomorph zu SO(E?), son-
dern zu der Lieschen Algebra so(E%). Wihrend die Elemente von SO(E®) orthogonale Tensoren
sind, sind die Elemente von so(E3) schiefsymmetrische Tensoren. Rotationen und virtuelle Ro-
tationen sind also Elemente zweier verschiedener Rdume. Beachtet man diese Tatsache nicht,
kann es zu unsinnigen Definitionen kommen, wie sie in MAKOWSK! & STUMPF {68] beschrieben
sind.

In ingenieurmifigen Darstellungen hilft man sich oft damit, virtuelle Gréfen als (infinite-
simal) kleine, gedachte Anderungen der jeweiligen Zustandsgrofen aufzufassen. Dadurch wird
automatisch gewihrleistet, daff man den Tangentenraum an den Zustandsraum nicht verldfit.
Beachtet man aber, daff virtuelle und reale Groflen aus i.a. unterschiedlichen Rdumen stammen,
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das skalare Feld ¢ und seine Ableitungen 1.0rdnung beziiglich der Koordi-
naten der Basismannigfaltigkeit M gegeben. Fiir die Darstellung M = Py xJ
sind dieses die Ableitungen nach dem Ortsvektor X € Py und die Ableitun-
gen nach der Zeit ¢t € J. Die lokale Konfiguration 14t sich dann als

F = (¢, Grad(d), $) (2.2.19)

darstellen. Zur entsprechenden Form der lokalen virtuellgn Arbeit findet
man, indem die Kontraktion von 6§ = (8¢, Grad(dd), 6¢) mit den dazu
dualen Dichten (y,n,) iiber dem Triger M integriert wird

oWy = [ [, (vo + 1 - Grad(6¢) + h8) dVdt. (2.2.20)

Hier sind 7y, { are skalare Dichtefelder iiber Py und n ist eine vektor-wertige
Dichte iiber Py. Nach einer formalen Transformation von (2.2.20) mittels des
Satzes von Stokes und der partiellen Integration erhilt man

SW, = /J/% (Y — Div(n) — )6 dVdt

(2.2.21
+ /3 /a p, T - 10 dSdt + /?o Yod dV]g. )

Der Ausdruck (2.2.21) bestimmt die zuldssige Form der globalen virtuellen
Arbeit. Aufgrund der Kompatibilitdt 61 = 61, und der Einschrankbarkeit
von (2.2.21) auf Teilkérper, muf die globale virtuelle Arbeit die Form

SW, = /j /T B8 dVdt + ﬁ /a , Tab dSdt

(2.2.22)
+ [, Webb dV]as

annehmen. Hierin sind 3,1, und 1 Skalarfelder. Die Kompatibilitdt von
(2.2.22) mit (2.2.20) und die Einschrankbarkeit der Gleichungen auf belie-
bige Teilkérper P§*? < Py und Teilintervalle J*%* < J fithrt auf die lokalen
Gleichgewichtsbedingungen

V=v—-p—-Div(n) auf Pyx7,
N.=n+n auf 9P; x 17, (2.2.23)
Y=Y auf Py xdl.

so sind auch finite Grofen als virtuelle GroRen zugelassen. In HARTMANN [46] findet man dazu
verschiedene Beispiele aus der Strukturmechanik.
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Gleichung (2.2.23), stellt eine Randbedingung auf dem Kérper Py dar, wih-
rend (2.2.23)3 als Randbedingung auf dem Zeitintervall angesehen wird.
Letztere entspricht einer Anfangs- und Endbedingung fiir den zeitlichen
Verlauf der Grofe 1. Die Beziehung (2.2.23), gibt eine allgemeine (ska-
lare) Form einer Gleichgewichtsbedingung an, wie sie allen hier gezeigten
Kontinuumsmodellen gemein ist. Die Grofle ¥ wird darin lokal bilanziert.
Die Grofe v heift interner Zuwachs von ¢ , 13 ist der Abflufs von V¥ durch
die Réander eines Korperelementes und —f ist der externe Zuwachs von
V. Ein interner und externer Zuwachs wird in der klassischen Kontinuums-
mechanik nicht betrachtet. Dort ist der interne Zuwachs nicht vorhanden
und der externe wird allgemein als der Zuwachs (engl. supply) bezeichnet
(siche TRUESDELL & TOUPIN [122](Sec.157)). Die Tatsache, daf hier zwei
unterschiedliche Zuwachsarten auftreten ist tiir Mikrostrukturmodelle von
entscheidender Bedeutung und macht u.a. die weitreichende Anwendbarkeit
dieser Methode aus.

3 Anwendung auf die Kontinuumsmechanik

3.1 Nichtlineare Elastodynamik
3.1.1 (M1) Geometrische and physikalische Struktur ?

Die Konfiguration eines elastischen Korpers ist durch Angabe seiner Bewe-
gung x(X,t) in einem Bezugssystem vollstindig bestimmt. Die Geometrie
der Basismannigfaltigkeit M wird als Produkt aus einer Referenzplazierung
Po und einem Zeitintervall J = [t1,t5] C T angenommen. Ein Punkt p € M
ist dann durch das Paar (X, t) gegeben.

Die physikalische Struktur des Problems schligt sich in der Modellierung der
Zustandsmannigfaltigkeit Q nieder. In der Elastodynamik ist, wie bereits ge-
sagt, der Zustand eines Punktes p = (X, t) durch Angabe seiner raumlichen
Lage x(X, t) € E bestimmt. Der Zustandsraum wird also als Q = [ spezifi-
ziert. Eine globale Konfiguration ist dann eine Abbildung q: Py x J — L,
also nichts anderes als die referentielle Beschreibung der Bewegung.

2)Die Bezeichnungen (M1)—(M5) beziehen sich auf Abschnitt 2.8
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Die virtuellen globalen Konfigurationen 6q sind Abbildungen aus M in T'Q.
Im Punkt p € M ist 6q(p) dann gerade eine Abbildung 8q(p) : {p} = T4 Q-
Aufgrund der linearen Struktur von @ = [ findet man, daf T;,)Q der
Tangentialraum TyE = [E ist. Die virtuellen globalen Konfigurationen sind
also wiederum E-wertige Vektorfelder auf M.

3.1.2 (M2) Nicht-Lokalitdt der Abbildung

Wir betrachten hier zunachst nur solche Materialien, die durch Gradienten
1. Ordnung beschrieben werden. Solche Materialien heifen einfache Mate-
rialien oder Materialien 1.Grades, siche NOLL [77]. Die lokalen virtuellen
Konfigurationen dieser Materialien kénnen durch 6q und deren erste Ablei-
tungen beziiglich der Koordinaten von M gebildet werden. Durch die Pro-
duktstruktur von M spalten sich die Ableitungen in natiirlicher Weise in
Grad(x) und x auf, wobei Grad(x) die tensorielle Darstellung der Ablei-
tung beziiglich der Ortskoordinaten X7 und x die Ableitung beziiglich der
Zeit t bezeichnen. An einem Punkt p = (X, ¢) ist die lokale Konfiguration
dann durch

S(Xa t) = (X, Gra'd(x)15()|(x,t)

gegeben. Die virtuelle lokale Konfiguration ergibt sich nach Betrachtung
der entsprechenden Tangentialrdume, die hier allerdings wieder trivial sind.
Beachtet man zudem die Vertauschbarkeit von §—Operator und Ableitung,
so 1aft sich folgendes schreiben

6F(X, t) = (6x, Grad(bx), 55()I(x,t)€ (E,E® E,E). (2.3.1)

Ein entsprechendes nicht-lokales Modell wiirde hohere Ableitungen von 6x
enthalten, insbesondere kimen dann auch gemischte Ableitungen, z.B. Grad(6x),
Vor.

3.1.3 (M3) Lokale virtuelle Arbeit

Im Zusammenhang mit der virtuellen Konfiguration 8§ wird nun eine lokale
Kraftdichte t (hier: Volumenkraftdichte iiber Py) eingefiihrt. Diese lokale
Dichte bildet an jedem Punkt p € M eine zu 6F duale Abbildung. Da die
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virtuelle lokale Konfiguration als Tupel aus linearen Riumen gegeben ist,
bereitet die Darstellung von t keine Schwierigkeiten. Die lokale Kraftdichte
{ ist ebenso ein Element aus (E,E ® E,E) wie 3, wenn die Uberschiebung
(t, 8F) durch das innere Produkt auf E ausgefiithrt wird. Die lokale Kraft
¥ ergibt sich aus der Dichte t durch Integration iiber Py. T ist nicht als
Funktion von p € M anzusehen, sondern, geméf Definition, als Funktion
von q € C.

Die Dichte t wird nun als
t=(h,-T,p)e (E,EQLLE)

dargestellt. Es handelt sich hier zunédchst nur um die Zuordnung von Sym-
bolen. Wird nun die virtuelle lokale ,,Arbeit® §W; gebildet, so ergibt sich

§W,= [ [ (h-8x— T Grad(sx) + p - 5%) dVdt. (2.3.2)
0

An dieser Stelle erkennt man schon, daf T als 1. Piola-Kirchhoffscher Span-
nungstensor und p als Impulsdichte interpretierbar sind. Das negative Vor-
zeichen von T dient ausschlieRlich dazu, T als Spannungszufluff zu kenn-
zeichnen. Die Kraftdichte h kann in der Elastodynamik nicht interpretiert
werden. Diese Tatsache wird weiter unten deutlich.

Es sei noch angemerkt, daf (2.3.2) kein Arbeitsintegral sondern ein Wir-
kungsintegral darstellt. Ob ein Arbeits- oder Wirkungsintegral vorliegt, hingt
von der Interpretation der Basismannigfaltigkeit M ab. Bildet diese ein
Raum-Zeit-Kontinuum, so erhilt man statt des Prinzip der virtuellen Ar-
beit das Prinzip der kleinsten Wirkung oder Hamiltonsche Prinzip (siehe
BEDFORD [18]). Beide Formulierungen sind in dem allgemeinen Prinzip der
virtuellen Arbeit vereinheitlicht.

Auch das in (2.3.2) aufgefiihrte Zeitintegral f; = J* bedarf einer Anmer-
kung. Die Randbedingungen auf 83 = {¢;,t,} erfordern die Angabe einer
Anfangsbedingung im Zustand ¢ = ¢; und einer Endbedingung im Zustand
t = t,. Letztere Bedingung ist aber i.a. nicht bekannt, da die endgiiltige Kon-
figuration des Korpers erst durch Losen des Randwertproblems ermittelbar
ist. Diese Schwierigkeit kann man umgehen, wenn als Endzeitpunkt ein un-
endlich grofler Wert t5 — oo eingesetzt wird. Fiir einen solchen Zeitpunkt
kann ohne Beschrankung der Allgemeinheit angenommen werden, dak die
Bewegung des Korpers zur Ruhe gekommen ist. Die entsprechende Form des
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Prinzips der virtuellen Arbeit lautet dann

W = [~ [ (h+8x—T-Grad(sx) + p - %) dVat. (2.3.3)
1= "]

3.1.4 (M4) Kompatibilitdt und Gleichgewichtsbedingungen

Die Kompatibilitat der lokalen und globalen virtuellen Arbeit liefert die spe-
zifische Form der globalen Krifte. Dazu mufs die lokale virtuelle Arbeit in
einen Ausdruck (f,6q) umgeformt werden, der die globale virtuelle Konfi-
guration 6q = 6x enthilt. Diese Umformung geschieht mit Hilfe des Satzes
von Stokes und der partiellen Integration von (2.3.3). Man erhilt schliefllich

=/j/? (h« 8x + Div(T) - 5x — p - 5x) dV'dt

(2.3.4)
+ [ f15 (- Tn) - 6x dSdt + [ [, p - 5x dV]ss

Wenn nun (2.3.4) mit der globalen virtuellen Arbeit iibereinstimmt und
wenn dieses fiir beliebige Teilkérper P> gelten soll, dann muf die globale
virtuelle Arbeit 61V, die folgende Form aufweisen

5Wg=// ) - bx dth—i—//a%(.)oéx dSdt

+ [, () - 5x aV] (2335)

An den freien Stellen (.) in (2.3.5) kénnen nun die entsprechenden globalen
Kraftdichten eingefiigt werden. Dieses geschieht zundchst rein formal, da
sich die Grofsen erst innerhalb der Gleichgewichtsbedingungen interpretie-
ren lassen. Aufgrund der Erfahrung mit den bekannten Grundgleichungen
der Elastodynamik kann man hier jedoch die Ergebnisse vorwegnehmen.
Die in (2.3.5) einzusetzenden Grofen sind die Volumenkraftdichte f, die
Randspannung t und die Impulsdichte p;. Diese Groken sind nur auf den
entsprechenden Gebieten von (2.3.5) erklart. So wird die Volumenkraftdich-
te auf Py x J, die Randspannung auf 0Py x J und die Impulsdichte auf
Po x 97 vorgeschrieben. Die Impulsdichte ist also nur durch ihre Anfangs-
und Endwerte auf Py gegeben. Nach Einsetzen in (2.3.5) erhélt man

W, = [ [ (-f)-sxdVdt+ [ [ (~t) - 5x dSat

_ (2.3.6)
+[f, pe~8x V],
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wobel die negativen Vorzeichen dafiir sorgen, daf f und t als Zufllisse der
jeweiligen Kraftdichten interpretiert werden konnen. Dieses stimmt mit der
tiblichen Interpretation in der Kontinuumsmechanik iiberein.

Aus der Kompatibilitdt der lokalen und globalen virtuellen Arbeit (2.3.6)
und (2.3.4) folgen unter der Voraussetzung, daf diese fiir beliebige Teilkorper
Ps“> und Teilintervalle 1°* gilt, die lokalen Gleichgewichtsbedingungen

p=h+Div(T)+f auf Py x J,
t=Tn auf 0Py x J, (2.3.7)
p:t=p auf Py x 97.

Die lokalen Dichten t = (h, T, p) kénnen aus (2.3.7) nicht bestimmt werden.
Sie folgen aus zusatzlichen Gleichungen, den konstitutiven Beziehungen, wel-
che die Dichten in einen funktionalen Zusammenhang mit den lokalen Kon-
figurationen bringen, d.h. t = t;(F). Fiir den Spannungstensor T lautet
der funktionale Zusammenhang T = T(x, Grad(x), x). Dieses Funktional
unterliegt den iiblichen Invarianzbedingungen.

Wihrend konstitutive Beziehungen fiir den Spannungstensor T als bekannt
vorausgesetzt werden konnen, findet die Gréfe h und ihre konstitutive Rea-
lisierung keine Erwdhnung in der Literatur. Wie bereits gesagt, hat h in
der klassischen Kontinuumsmechanik keine Bedeutung. Fiir Kontinua mit
Mikrostruktur wird h zum Triger der Wechselwirkung zwischen der Mi-
kro- und Makrostruktur. Im Zusammenhang mit den sog. Pseudo-Kriften
aufgrund von Inhomogenitaten (sieche Arbeiten von MAUGIN, z.B.MAUGIN
[71]) scheint eine elegante Interpretation der intrinsischen Kraftdichte h mog-
lich. Auf entsprechende Einzelheiten wird hier aber nicht eingegangen.

Die konstitutive Beziehung fiir die Impulsdichte p wird als
P = ps(x, Grad(x), X) := pox (2.3.8)

angenommen, wobei py die Massendichte in bezug auf die Plazierung P
darstellt. Es ist wichtig, (2.3.8) als konstitutive Beziehung zu interpretieren
und nicht als allgemein giiltige Definition darzustellen. In der Schalentheo-
rie zeigt sich namlich, daff (2.3.8) auf gewichteten Schalenmittelflachen nicht
mehr giiltig ist, sondern durch andere konstitutive Beziehungen ersetzt wer-
den mug.
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3.1.5 (M5) Invarianzbedingungen

Abschlieflend werden nun die Invarianzbedingungen (2.2.18) auf die hier
vorliegende Form des allgemeinen Prinzips der virtuellen Arbeit angewandt.
Dieses geschicht. entweder durch Betrachtung der Wirkung von (2.2.18) auf
die globale virtuelle Arbeit oder, was dquivalent bzw. kompatibel ist, durch
Betrachtung der Wirkung auf die lokale virtuelle Arbeit.

Invarianz gegeniiber raumlicher Translation. Die virtuelle Arbeit ist
invariant gegeniiber rdumlichen Translationen, wenn 6W = 0 fiir alle éx =
¢ = const gilt. Diese Invarianzbedingung soll nun auf die lokale virtuelle
Arbeit angewendet werden. Dann gilt

5'W1=/q/?(h-c—T-Grad(c)+p-é] dvdt = 0,

s/f hecdVit =0, (2.3.9)

weil der Gradient und dic Zeitableitung eines konstanten Vektorfeldes iden-
tisch null sind. Da (2.3.9) auch auf beliebige Teilkorper zutreffen muf, kann
aus (2.3.9), auf die Bedingung h = 0 geschlossen werden. Nun wird klar,
warum h keine Interpretation in der Elastodynamik besitzt.

Setzt man h = 0 in die Gleichgewichtsbedingung (2.3.7); ein. so erhilt man
die lokale Form des Impulssatzes

p=Div(T)+f  auf Pyx7J. (2.3.10)

Setz man das konstante Vektorfeld x = c in die globale virtuelle Arbeit
ein und klammert ¢ aus den Integralen aus, so ergibt sich

/j/?o(—f) dth+/j/3%(—t) dSdt + [/Top dV]s = 0. (2.3.11)
Fiihrt man nun § als Kraft und £ als Impuls geméaf
g::/?ofdm/mtds Szzf%pdV (2.3.12)

ein, so liefert (2.3.11) mit J = [t,ts] die Impulsbilanz (engl. impulse-mo-
mentum law)

/ f’ Fdt =gt (2.3.13)

Diese war bereits in Kapitel I als Postulat aufgefiihrt worden.
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Invarianz gegeniiber rdumlicher Drehung. Die Invarianz gegeniiber
raumlichen Drehungen fordert, daf gilt 61, = 0 fiir alle d6x = Qx, wobei
O € Skw(E?) ein beliebiges, konstantes, schiefsymmetrisches Tensorfeld
ist. Wendet man diese Bedingung auf (2.3.3) an, dann ergibt sich

Wi = [ [ (T - Grad(Qx) + p - Q%) dVdt = 0,
& [ [, (T QF +p- Q%) dv, (2.3.14)
& [ [ (TF +p®%) - QdVdt =0,
0

wobei F = Grad(x) hier als Symbol fiir den referentiellen Deformationsgra-
dienten steht. Um nun aus Gleichung (2.3.14)3 eine lokale Gleichgewichts-
bedingung zu ermitteln, ist folgendes Vorwissen nétig:

Es sei A ein symmetrischer Tensor, AT = A, und £2 ein schiefsymmetri-
scher Tensor, Q7 = —€. Dann gilt A « Q = 0, weil aus A + Q = (A -
Q)7 sofort die Gleichung A « Q = AT . QT = A . (—Q) folgt, die nur
wahr sein kann, wenn A - €2 = 0 gilt.

Die Bedingung (2.3.14); ist erfiillt, wenn (TF' + p ® x) symmetrisch ist.
Da nun fir p ® x mittels der o.g. konstitutiven Beziehung der symmetri-
sche Ausdruck pox ® x geschrieben werden kann, folgt, dafs letztlich TF'
symmetrisch sein mufs, d.h., es gilt

TF' = FT". | (2.3.15)

Die Bedingung (2.3.15) fordert die Symmetrie des Cauchyschen Spannungs-
tensors.

Wendet man diese Invarianzbedingung auf die globale virtuelle Arbeit an,
so erhilt man

5Wg=/9/%(—f) . Ox dth+/j/a%(—t)-.Qx dSdt
+[/%p-nde]ag=o.

Nun kann jede Abbildung £2x mittels des axialen Vektors ww = axial(€2)
als £2x = w X x geschrieben werden. Fiir den Term f » x in (2.3.16)
erhélt man dann f « (w X x) oder (x x f) - w. Entsprechendes gilt fiir die
anderen Terme in (2.3.16). Da w ein konstantes Vektorfeld ist, kann es vor
die Integrale gezogen werden. Der verbleibende Rest liefert

— [ [ xxfdVdt— x x t dSdt + [ [, x x p dV]aey =0,
./; Po /;/6T0 Po (2-3.17)

(2.3.16)
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Definiert inan nun das auflere Moinent ¥ und den Drehimpuls 24 als
f::.—./?oxxfdv +/8%x x t dS,

_ . (2.3.18)
m::/cpl]xXpdV :/» opx X X dV’,

so ergibt sich aus (2.3.17) die Drehimpulshilanz (engl. angular impulse-
momentum law)

/ T dt = [ AP (2.3.19)

ty”

Invarianz gegeniiber zeitlicher Translation. Die Invarianz gegeniiber
zeitlicher Translation fordert, daf die Gleichung 8, = 8W fiir alle 6x = x
giiltig ist. Setzt man diese Bedingung in die virtuelle Arbeit ein, so folgt

// —T - Grad(x) + p » %) dV"dt
=/3/T —f) . x dV dz‘+/j/6%(—t) - % dSdt (2.3.20)
+[[, pxdV]a

Mit der spezifischen kinetischen Energie ¥ = %p - X und der spezifischen
Spannungsleistung to = T « F ergeben sich fiir die kinetische Energie £,
die Spannungsleistung 20 und die Leistung der duferen Krifte ‘P folgende
Ausdriicke

R = / ~p-xdV -/O%pr-de,
2 = /?OT-FdV :/?OT-Grad(X) dv, (2.3.21)
Po= [ foxdV+ [ t-xds. b

Formt man den letzten Term in (2.3.20) mittels partieller Integration um, so
erhilt man f2 28 dt. Damit kann (2.3.20) nun als die lokale Leistungsbilanz

P=W+AK (2.3.22)

geschrieben werden. Ist das betrachtete Material hyper-elastisch, so existiert
ein Potential 1, die spezifische Formadnderungsenergie, aus der die Spannung
T gemal

N
T = (2.3.23
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abgeleitet werden kann. In diesem Fall ist die spezifische Spannungsleistung
als m = pg\ darstellbar und die Spannungsleistung kann als 90 = ¥ ge-
schrieben werden, wobei ¥ = fp, pgdV die Forménderungsenergie des Kor-
pers bezeichnet. Dann 148t ergibt sich fiir die Leistungsbilanz schlieflich

[ dt =¥+ 8. (2.3.24)

3.2 Warmeiibertragung in kontinuierlichen Korpern

Es wird nun gezeigt, dal das allgemeine Prinzip der virtuellen Arbeit den
ersten Hauptsatz der Thermodynamik liefert, wenn eine weitere Zustands-
variable hinzugenommen wird. Diese Zustandsvariable ist nicht die Tempe-
ratur, sondern eine skalare Feldgrofe mit der physikalischen Dimension der
Zeit. Die Verwendung einer solchen Zustandsvariable in der Kontinuumsme-
chanik ist ungewohnlich, aber nicht neu.

Die Beschreibung dissipativer Prozesse im Rahmen einer Lagrangeschen For-
mulierung ist ein interessantes Gebiet der gegenwartigen Fachliteratur. Bei-
spiele fiir die Anwendung des Hamiltonsches Prinzips auf dissipative Sy-
steme konnen in einigen (klassischen) Monographien, z.B. MORSE & FES-
HBACH [73), gefunden werden. Neuere Versuche die Kontinuumsmechanik
und Thermodynamik mit Hilfe Lagrangescher Formulierungen zu vereini-
gen finden sich bei ALBERT [3] und insbesondere bei ANTHONY [4]. Eine
Ubersicht verschiedener Ansitze gibt KOTOWSKI [52), der die Ansétze von
ANTHONY (siehe u.a. ANTHONY [5], ANTHONY [6]) als die allgemeinsten
und vielversprechendsten herausstellt. Betrachtet man den methodischen
Ansatz von ANTHONY [6](z.B. Fig.5, S.519), so fallen Ubereinstimmungen
mit der hier verwendeten Methodik auf, obwohl die einzelnen Anwendungs-
bereiche (hier: Mikrostruktur, dort: Thermodynamik) und die Wahl der Zu-
standsrdume (bei ANTHONY werden komplexe Zustandsvariable verwendet)
grundsétzlich verschieden sind.

Die nachfolgend vorgestellte Formulierung hat das Ziel, die Gleichgewichts-
bedingungen fiir den thermo-elastischen Korper als direkte Konsequenz der
Invarianzbedingungen zu ermitteln. Diese Zielsetzung mufs streng von sol-
chen Variationsformulierungen unterschieden werden, die ein Prinzip der
virtuellen Arbeit aus a prior: gegebenen Gleichgewichtsbedingungen ablei-
ten. Eine solches Vorgehen stellt eine mathematische Umformulierung der
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Gleichgewichtsbedingungen dar, deren Bezichungen von ANTMAN & Os-
BORNE [11] klar herausgearbeitet wurden. Der physikalische Inhalt beider
Formulierungen ist gleich. Derartige Variationsprinzipe fiir thermo-elasti-
sche Korper findet man u.a. in BATRA [16].

3.2.1 (M1) Geometrische und physikalische Struktur

Die Basismannigfaltigkeit sei hier wieder als Produktmannigfaltigkeit M =
Py x J vorausgesetzt. Als Zustandsraum Q wird nun das kartesische Pro-
dukt Q = E x R benutzt. Dabei stellt R = T die Zeit als 1-dimensionalen
Euklidischen Raum dar. Eine globale Konfiguration ist dann eine Abbildung

g:PoxI—-ExR, (X))~ (x(X,1),1(X,1)).

Die Tangentialrdume an den Zustandsraum im Punkt q(p), p € M, sind
auch hier trivial. Es gelten die Isomorphismen T4F = £ und TR = R. Eine
lokale Konfiguration ist dann eine Abbildung

q:PoxI > (IEZE) x (T:R=R), (X,t)— (0x(X,t),57(X,1)).

Die Verwendung eines Skalarfeldes 1(X, t) mit der Dimension der Zeit ist in
der Kontinuumsmechanik ungewo6hnlich, zumal hier auch dessen Variation
61, Zeitableitung T und Gradient Grad(T) gebildet wird. In den klassischen
Variationsprinzipen ist eine virtuelle Anderung der Zeit nicht zuldssig. Dort
spielt die Zeit nur die Rolle eines Parameters. Anders hingegen in raum-zeit-
lichen Beschreibungen der Relativitatstheorie, wo die Variation der Eigen-
zeit eines Beobachters eine sinnvolle Operation darstellt. In der klassischen
Lagrangeschen Mechanik fiihrt eine Variation der Raum- und Zeitvariablen
auf eine homogene Formulierung, wie sie in POMMARET [91] diskutiert wird.
Auch WOZNIAK [124] benutzt virtuelle Zeitvariable im Zusammenhang mit
Wirkungsintegralen in der Kontinuumsmechanik.

3.2.2 (M2) Nicht-Lokalitat der Abbildung

Hier gelte wieder die Beschrankung auf einfache Materialien. Dann ist die
lokale Konfiguration durch

g = (x,Grad(x),x,T,Grad(1),T) e EXE®QEXEXRXxEXR
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gegeben. Die zur Konstruktion der virtuellen lokalen Konfiguration bendtig-
ten Tangentialrdume sind auch hier isomorph zu den entsprechenden Vek-
torraumen. Die virtuelle lokale Konfiguration kann daher als

5 = (6x, Grad(5x), 5%, 57, Grad(57), 57)

dargestellt werden.

3.2.3 (M3) Die lokale virtuelle Arbeit

Die lokalen Kraftdichten t werden als zu &% duale Abbildungen bestimmt.
Zunichst kann formal geschrieben werden

t=(h,—T,p,t,q,e) EEXE®EXE xR x ExR,

wobei die Kontraktion (t, 5%) durch das innere Produkt auf £ bzw. die Multi-
plikation auf R ausgefiihrt wird. Die Grofen tv, q, e sind hier nur symbolisch
eingefiihrt. Es wird spater deutlich, daf to die spezifische Spannungsleistung,
q den Wirmestromvektor 3 und e die spezifische innere Energie darstellen.

Nun wird die lokale virtuelle Arbeit gemif dW; = 3 fp,(t, F)dV dt gebildet.
Sie fithrt auf

5Wi(6x,57) = 8W(8x) + [ [ (rb7 +q - Grad(7) + e8%) dVdt,
’ (2.3.25)

wobei 8W/(8x) den in (2.3.2) gegebenen Ausdruck der lokalen virtuellen
Arbeit bezeichnet. Nach Anwendung des Satzes von Stokes und partieller
Integration erhilt man

Wi(8x, 61) = 8Wi(8x) + [ [ (v — Div(q) — &)t dV dt
+ /:; '/39)0 q «-ndt dSdt + [/% edt dV]aj. (2.3.26)

3Tn TRUESDELL [120] wird die Bezeichnung h = —q fiir den Warmestromvektor verwendet.
Ist n das duRere Normalenvektorfeld auf dem Rand 8Py, so gibt q ¢ n den abflieRenden Wirme-
strom an, wogegen h « n den zufliefenden Wiarmestrom beschreibt. Die Wahl zwischen h oder
g bestimmt das Vorzeichen in Gleichung (2.3.28),.
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3.2.4 (M4) Kompatibilitit und Gleichgewichtsbedingungen

Die zu Gleichung (2.3.26) kompatible Form der globalen virtuellen Arbeit
wird folgendermafen angesetzt

5W,(8x,87) = 81V (8x) + [ [} (=r)8v JordVdt + [ [ (—gu)8t dSdt

+| /? erdT dV]eg. (2.3.27)

Die Grofe r interpretiert man spéater als die spezifische Warmeerzeugung, g,
als den Warmezufluf und e; stellt die Anfangsbedingungen fiir die spezifische
innere Energie e dar. Die negativen Vorzeichen von r und ¢ in (2.3.27)
entsprechen der Konvention, daf zuflieRende Energie positiv gezéhlt wird.
Aufgrund der Kompatibilitdt 6W,(dx, dt) = 8Wj(dx, 6T) erhdlt man aus
(2.3.27) und (2.3.26) durch Einschrinkung auf beliebige Teilkérper P§** und
Teilintervalle 7% zwei Gleichgewichtsbedingungen und vier Randbedingun-
gen. Die auf die Zustandsgréfle x bezogenen Bedingungen sind bereits in
(2.3.7) vorgestellt worden. Als weitere Bedingungen kommen nun

é=to—Div(q)+r  auf Pyx7,
¢gn=—q+n auf 0Py x], (2.3.28)
e =e auf Py x 4]

hinzu. Die Gleichung (2.3.28), stellt den lokalen Energiesatz dar.

3.2.5 (M5) Invarianzbedingungen

Die Bedingungen fiir Invarianz gegeniiber raumlicher Translation und Rota-
tion sind, daR d8W; = 0 gilt fiir (6x,d1) = (c,0) bzw. (dx,dT) = (2x,0).
Es ist ersichtlich, daf diese Bedingungen den aut 6t bezogenen Teil der vir-
tuellen Arbeit unberiicksichtigt lassen und damit zu den Resultaten (2.3.10)
und (2.3.15) fiihren.

Dagegen liefert die Invarianz gegeniiber zeitlicher Translation neue Ergeb-
nisse. Diese Invarianzbedingung fordert, dak 6W; = dW), fiir die Felder
(8x,d81) = (%,1) giiltig ist. Dann kann man aus (2.3.25) und (2.3.27) die



122 II. EIN ALLGEMEINES PRINZIP DER VIRTUELLEN ARBEIT

Beziehung
Wi(%) + [ [, to dVdt = 8Wy(%) + [ [ (-r) dVt
+/j/a%(—qn) dSdt + [, e:br dV]s

herleiten. Um diese Gleichung tibersichtlicher. zu schreiben, definiert man
die Grofle

0= ) dV + /a% qn dS, (2.3.29)

welche die in einer Zeiteinheit zugefithrte Warmeenergie (engl. heating) dar-
stellt. Das linke Integral in (2.3.29) beschreibt die Warmeerzeugung im Kor-
per (engl. body heating), die z.B. durch Zufithrung von Strahlungsenergie
erfolgen kann. Das rechte Integral beschreibt die iiber den Korperrand zuflie-
fende Wiarmemenge (engl. contact heating) (siehe u.a. TRUESDELL [120]).
Fihrt man zusétzlich noch die innere Energie des Korpers als

¢:= /? e av
ein, so kann die Inv.arianzbedingung als

[(~20+ &+ [ rodV)dt = [(— — 0 +28) di + [€]a
° (2.3.30)

geschrieben werden. Nach kurzer Umstellung der Terme erhélt man aus
(2.3.30) die Bezichung

/: (20 + Q) dt = [e]p. (2.3.31)

Gleichung (2.3.31) stellt die globale Form der Energiebilanz fiir den Kérper
Py dar.

3.3 Kontinua mit sklalarer Mikrostruktur

Die Kontinua mit skalarer Mikrostruktur haben einen breiten Anwendungs-
bereich in der Mechanik. Sie wurden zuerst zur Modellierung von Substanzen
mit kontinuierlich verteilten Hohlraumen (engl. continua with voids), auch
pordse Materialien genannt, eingesetzt. Dariiberhinaus eignen sich diese Mo-
delle auch zur Beschreibung von Fliissigkeiten mit fein verteilten Gasblasen,



3. Anwendung auf die Kontinuumsmechanik 123

von granularen Materialien und sogar zur Modellierung des Schidigungsver-
haltens von Festkorpern, sofern die Mikrodetekte als Mikroporen gedacht
werden (siehe MARKOV [69]).

Allen Modellen ist die gleiche Struktur der Feldgleichungen gemein. Sie un-
terscheiden sich selbstverstandlich in der Interpretation der einzelnen Zu-
standsvariablen und in der Realisierung entsprechender konstitutiver Glei-
chungen. Diese beide Aspekte sind nicht aus einem verallgemeinerten theo-
retischen Modell ableitbar, sondern sind Gegenstand experimenteller Unter-
suchungen.

3.3.1 (M1) Geometrische and physikalische Struktur

Der folgenden Herleitung liegt weiterhin die Basismannigfaltigkeit M =
Py x J zugrunde. Ein thermo-mechanisches Kontinuum mit skalarer Mi-
krostruktur wird durch einen Zustandsraum Q = E x R X R beschrieben.
Eine globale Konfiguration ist dann eine Abbildung

q:PoxIoExRxR, (X))~ x(X,t),7(X,t),v(X,1)),

wobei die Zustandsvariable v(X, t) € R die skalare Mikrostruktur beschreibt.
Diese Mikrostrukturvariable ist als differenzierbares Skalarfeld iber der Ba-
sismannigfaltigkeit M = Py x J definiert und steht gleichberechtigt neben
den ,Makro“-Variablen (x,7T). Der Mikrostruktur wird im Rahmen dieser
allgemeinen Methode keine Sonderrolle zugedacht. Es werden z.B. keine
speziellen Invarianzbedingungen fiir die Mikrostruktur aufgestellt. Dieses
macht den vereinheitlichenden Charakter dieser Methode aus.

3.3.2 (M2) Nicht-Lokalitdt der Abbildung

Auch hier gelte die Beschrankung auf einfache Materialien. Eine lokale Kon-
figuration wird dann durch folgende Abbildungen dargestellt

§ = (x, Grad(x), x, T, Grad(7), t,v, Grad(v), V).

Die virtuelle lokale Konfiguration kann wie bisher durch Voranstellen des 6-
Symbols an die Zustandsvariablen gebildet werden, da auch hier alle Tangen-
tialrdume Tq(;)Q = TxE x ... X TyR zu den entsprechenden Vektorrdumen
£ oder R isomorph sind.
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3.3.3 (M3) Die lokale virtuelle Arbeit

Nun fithrt man die lokalen Dichten
t= (ha _T, P, ma q,¢, g, _ka K)

ein. Diese stammen aus dem Dualraum zu T}, Q, welcher iiber das innere
Produkt auf E mit T, Q = TxE x. . . X T, R identifiziert wird. Die neuen Gré-
Ben (g, —k, k) erhalten ihre Bedeutung erst, wenn der skalaren Mikrostruk-
tur eine spezifische Interpretation zugewiesen wird. Allgemein soll von g als
intrinsischer Mikro-Volumenkraftdichte, von k als Mikro-Spannung und von
k als Mikro-Impulsdichte gesprochen werden.

Die entsprechende Form der lokalen virtuellen Arbeit ist dann
bWy (bx, 8T, 8v) = W;(bx, 7T)

+ [ [, (98v — Kk« Grad(sv) + x8) dVat, (2.3.32)

worin W, (6x, 6T) die lokale virtuelle Arbeit (2.3.25) bezeichnet. Das nega-
tive Vorzeichen von k deutet an, dafs diese Grofe als ein Spannungs-Zuflu#
angesehen wird.

3.3.4 (MA4) Kompatibilitit und Gleichgewichtsbedingungen
Wendet man den Satz von Stokes und die partielle Integration auf (2.3.32)
an, so kann man die lokale virtuelle Arbeit in die Form

8W,(8x, 57, 8v) = SWi(8x,87) + [ [, (g9+ Div(k) — k)8v dVdt
0

+ /3 /6%(—k) - nbv dSdt + [/3)0 KbvdV]es  (2.3.33)

iiberfilhren. Aufgrund der Kompatibilitdt von lokaler und globaler virtueller
Arbeit und der Einschrinkbarkeit der Arbeitsterme auf Teilkdrper P§* und
Teilintervalle J°** muf die globale virtuelle Arbeit von der Form

§W, (6%, 87,8v) = 8W,(5x,87) + [ [ (~1)8v dVdt
+ ./J /6?0(—]071)8‘\/ dSdt + [—/fpo K:Ov dV]aj (2.3_34)

sein. Die Grofen-l, k, und k; sind die entsprechenden globalen Kraftdichten.
Insbesondere wird [ als externe Mikro-Volumenkraftdichte bezeichnet.
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Die Kompatibilitdt von (2.3.32) und (2.3.34) fiihrt auf 3 Gleichgewichts-
bedingungen und 6 Randbedingungen. Zusdtzlich zu (2.3.7) und (2.3.28)
ergeben sich die neuen Gleichungen

k=Div(k)+g+1! auf Pyx7,
kn=ken  auf 0Py xJ, (2.3.35)
K; = K auf Py x 0J.

Die Mikro-Impulsdichte k wird durch ein konstitutives Gesetz der allgemei-
nen Form k = k;(F) beschrieben. Ublicherweise nimmt man « aber nur als
Funktion von v an, was sicherlich durch die Analogie zu p = pox initiiert
ist. Der entsprechende Ansatz lautet dann

K= v, (2.3.36)

worin p eine Mikro-Trigheitsdichte darstellt, die i.a. als nicht-konstantes
Skalarfeld auftritt.

3.3.5 (MS5) Invarianzbedingungen

Invarianz gegeniiber rdumlicher Translation und Rotation. Die Be-
dingung fiir Invarianz der virtuellen Arbeit gegeniiber rdumlicher Trans-
lation und Rotation ist, daf gilt 6W; = 0 fiir (6x,67,8v) = (c,0,0) und
(8x, &7, &v) = (£2x, 0, 0). Dieses bedeutet, daf die skalare Zustandsvariable
v durch die rdumlichen Transformationen nicht gedndert wird. Aus diesen
beiden Invarianzbedingungen folgen demnach die Gleichgewichtsbedingun-
gen (2.3.10) und (2.3.15).

Invarianz gegeniiber zeitlicher Translation. Die Bedingung fiir Inva-
rianz der virtuellen Arbeit gegeniiber zeitlicher Translation erfordert, daf
W, = dW, fiir alle (8x, 87, 8v) = (%,1,V) gilt. Aus (2.3.32) und (2.3.34)
folgt zunéchst

§W,(x,T = +// vdth+// vdet+[/ kev dV g
=dWi(x,Tt= + -/Jf?o gv—k- Gra,d( )+ K‘V) dVdt, (2.3_37)

worin 8Wy(x,T = 1) und 8W,(x,T = 1) auf die entsprechenden Terme
des thermoelastischen Kontinuums hinweisen. Fithrt man nun die kinetische
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Energie £,, die externe Leistung ‘B, und die Spannungsleistung 20, ein, die
gemaf

Ryi= [, -;-pw dv,
Poi= [, WdV + [ kv dS, (2.3.38)
NI
9, = [, (k- Grad(V) - gV + -fsv¥) aV

definiert sind, so ergeben sich aus (2.3.37) die Gesamtgroben

1 . .1 .
A= TOEPOX'X+§}'LVVdV’
sp:/%f.x+zvdV+/6%t.x+knvds, (2.3.39)

. : S S .
QII:/%T-F+ (k - Grad(¥) = gV + Z{rv¥) dV.
Die spezifische Spannungsleistung der Mikro- und Makrovariablen kann nun

als
to=T-F +k-CGrad(¥) + (%pw _ o)1V (2.3.40)

geschrieben werden. Setzt man (2.3.40) schlieflich in (2.3.28); ein, so erhalt
man die lokale Energiebilanz fiir ein Kontinuum mit skalarer Mikrostruktur

6=T-F+keCrad) + (%m — )V — Div(q) + - (2.3.41)

3.3.6 Interpretation der Zustandsvariablen

Die oben abgeleiteten allgemeinen Feldgleichungen fiir ein Kontinuum mit
skalarer Mikrostruktur werden nun anhand der Modellvorstellungen von po-
rosen Materialien und von Materialien mit Mikrodefekten erldutert.

Ein kontinuumsmechanisches Modell fiir por6se Kérper oder granulare Ma-
terialien beschreibt das Verhalten einer Matrix aus herkommlichem (elasti-
schem) Material welches kontinuierlich verteilte Hohlrdume aufweist (sie-
he NUNZIATO & COWIN [83]). Anwendungsgebiete solcher Materialmodel-
le sind u.a. die Felsmechanik, die Bodenmechanik und die Keramik. Von
GOODMAN & COWIN [42] wird ein Modell fiir die Anwendung auf fliefende
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granulare Stoffe vorgestellt. CIARLETTA & SCALIA [28] haben ein Modell
poroser Stoffe auf die Thermodynamik piezo-elektrischer Materialien ange-
wandt. Sie schreiben dazu: ,,The theory of materials with voids seems to
be an adequate tool to describe the behavior of piezoelectric bodies (such
as piezoceramics, piezoelectric powders, etc.) because of the fact that most
materials of interest are made of granules.“ In CIARLETTA & SCALIA [27]
wird die hier gezeigte Modellvorstellung auf nicht-einfache, nichtlineare ther-
moelastische Kérper erweitert.

Allen Modellen ist gemein, daf die Zustandsvariable x die Deformation des
Matrixmateriales beschreibt, wihrend die Mikrostrukturvariable v als Volu-
menverhaltnis zwischen Matrix- und Hohlraumvolumen dient. Wenn -y die
Massendichte des Matrixmateriales darstellt und fiir das Volumenverhéltnis
v Werte im Bereich 0 < v < 1 zugelassen werden, dann kann die Massen-
dichte p des porosen Stofles als

p=vYy (2.3.42)

angegeben werden. Die Zustandsvariablen (x,Vv) legen dann die rdumliche
Position und das Volumenverhéltnis fiir jeden materiellen Punkt X fest. Fiir
ein Material mit geringer Porositat gilt ndherungsweise v = 1. Ein Materi-
al mit fast homogener Verteilung des Porenvolumens kann néherungsweise
durch Grad(v) = 0 beschrieben werden.

Die Interpretation der dualen GréRen kann in NUNZIATO & COWIN [83]
gefunden werden, wo interessante gedankliche Experimente im Zusammen-
hang mit grofen Hohlrdumen in Materialien angestellt werden. MACKENZIE
[62] hat solche Untersuchungen an kugelférmigen Hohlrdumen durchgefiihrt.
Seine Ergebnisse werden von NUNZIATO & COWIN [83] auf pordse Mate-
rialien iibertragen, indem die finite Porengeometrie auf einen (infinitesimal)
kleinen Mafstab bezogen wird, da sich in einem Kontinuumsmodell poroser
Stoffe an jedem materieller Punkt eine Pore befindet. Aus solchen Betrach-
tungen leiten NUNZIATO & COWIN(S.195) ab, daf g s a pressure acting
on the void which depends on the configuration of the void, the stress state
in the matriz, and the material properties of the matriz.” Weiterhin finden
sie, daR die duRere Mikrokraft [ interpretiert werden kann als ,, a pressure
which is related to the pressure applied at the inner surface of the void, i.e.,
an externally controlled pore pressure.“ Die Mikrospannung k, sie wird dort
sequilibrated stress“ genannt, ergibt sich als ,,resultant force in the matriz
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acting on a void as a result of its interaction with neighboring voids.”

Aus (2.3.41) ist ersichtlich, daf die Mikrospannung k iiber den Term k -
Grad(V) in die Spannungsleistung eingeht. Fiir eine nahezu homogene Po-
renverteilung, Grad(v) = 0, ist der Einfluf von k auf die Energiebilanz
also gering. NUNZIATO & COWIN stellen dazu fest: ,k can only become im-
portant if the void distribution is grossly non-uniform or if the initial void
volume 1is large.”“ Ferner schreiben sie: ,,for isotropic materials, all homoge-
neously-deformed, equilibrium states are also states of uniform porosity.

Die Anwendbarkeit des hier beschriebenen Kontinuumsmodelles auf reale
Gegebenheiten hingt zunichst davon ab, ob die Grundkonzepte dieses Mo-
delles auf die Realitat zutreffen. Hierbei ist entscheidend, ob der betrachtete
Stoff als materieller Kérper modelliert werden kann oder nicht. Ein poro-
ser Festkorper, der von einer Fliissigkeit durchtrankt wird, fallt sicherlich
aus diesem konzeptionellen Rahmen heraus, wenn die separaten Bewegun-
gen von Festkorper und Fliissigkeit betrachtet werden. Zwei infinitesimal
benachbarte Korperpunkte, der eine zur Fliissigkeit, der andere zum Fest-
korper gehorend, befinden sich nach einiger Zeit nicht mehr unbedingt in
unmittelbarer Nachbarschaft. Die dem materiellen Kérper zugrundeliegen-
de Topologie ist damit zerstort und der konzeptionelle Rahmen verlassen.

Fine Beschreibung saturierter poroser Stoffe bedarf also eines anderen Grund-
konzeptes als dem des materiellen Korpers. Ein mogliches Konzept ist ein
Mischungskérper (siehe TRUESDELL & TOUPIN [122]), das ist ein Mehr-
komponentenkontinuum, dessen stoffliche Zusammensetzung iiber Volumen-
anteile modelliert wird. Jede Komponente ist fiir sich ein materieller Korper,
d.h. materielle Punkte verschiedener Komponenten kénnen denselben rdum-
lichen Ort einnehmen. Ein solches Grundkonzept verdndert selbstverstdnd-
lich alle abgeleiteten Konzepte und Definitionen. So kommt z.B. dem Be-
griff der materiellen Ableitung eines Korperpunktes keine Bedeutung mehr
zu. An dessen Stelle tritt nun die Mischungsgeschwindigkeit. Eine grund-
legende Einfithrung in die Mischungstheorie findet sich in TRUESDELL &
TOUPIN [122]. Die Anwendung der Mischungstheorie auf saturierte pordse
Stoffe stellt DE BOER [31] dar. Dort wird auch eine interessante histori-
sche Ubersicht iiber dieses Gebiet gegeben. Um ein Anwendungsgebiet der
Mischungstheorie zu nennen, sei auf HAWKINS & BEDFORD [48] verwie-
sen, wo ozeanische Sedimente betrachtet werden. Thre Durchtrankung mit
blasenhaltigen Fliissigkeiten verdndert die akustischen Eigenschaften, die
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insbesondere fiir die Seismographie bedeutsam sind.

Fin ganz anderes Anwendungsgebiet fiir die Kontinua mit skalarer Mikrostruk-
tur bildet die Beschreibung des Schadigungsverhaltens von Festkorpern. Ei-
ne detaillierte Beschreibung solcher Modelle findet man in MARKOV [69)
und den dort gegebenen Literaturverweisen. Die Mikrostrukturvariable v
beschreibt ein Schidigungsverhalten, wenn der Mikro-Verzerrungstensor «
als kugelférmig angenommen wird, d.h. & = vI. Dann tritt v als skalare
Schadigungsvariable in Erscheinung. Obwohl die Interpretationen der Mikro-
spannungen und Mikrokrifte nun andere sind, lassen sich hier abgeleitete
Schluffolgerungen direkt auf das Schadigungsmodell {ibertragen. In MAR-
KOV [69] finden sich z.B. Anmerkungen, daf k — der Mikro-Spannungsten-
sor wird dort hyperstress field genannt — null ist, falls das Schadigungsfeld
homogen ist.

Diese Beispiele zeigen deutlich, daf eine allgemein hergeleitete Feldtheo-
rie der Kontinua mit Mikrostruktur eine Bedeutung besitzt, die iber den
Anwendungsbereich einzelner Modellvorstellungen hinausgeht. Schluf$folge-
rungen, die auf eine Modellvariante zutreffen, konnen leicht auf andere Mo-
dellvarianten iibertragen werden, wenn die Interpretation der zugrundelie-
genden Grofen entsprechend gedndert wird. Dieses hilft, sich von der immer
gleichartigen Herleitung der Feldtheorie zu befreien und sich den wesentli-
chen mechanischen Aufgaben zu widmen: Die physikalische Interpretation
der verwendeten Grofen und die Aufstellung experimentell begriindeter kon-
stitutiver Beziehungen.

3.4 Kontinua mit affiner Mikrostruktur,
mikromorphe Kontinua

3.41 (M1) Geometrische and physikalische Struktur

Ein Kontinuum mit affiner Mikrostruktur ist ein klassisches Kontinuum mit
einer Mikrostruktur, die durch ein Tensorfeld A : M — E®[E gebildet wird.
Die Basismannigfaltigkeit M dieses Kontinuums wird wiederum durch die
Produktmannigfaltigkeit M = Py x J dargestellt. Der Zustandsraum eines
thermo-elastischen Korpers mit affiner Mikrostruktur ist als Q = E x R x
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E ® E gegeben. Eine globale Konfiguration wird dann durch

M= EXRXEQE, (X,t) ~ (x(X,1),1(X, 1), A(X, 1))
(2.3.43)

beschrieben. Die Dimension des Zustandsraumes ist dimQ = 13, wovon
9 skalare Zustandsgrofen der Mikrostruktur zugerechnet werden. Die Kon-
struktion des Tangentialraumes T5(;)Q fallt auch hier nicht schwer. Der Tan-
gentialraum T4 Lin(E; E) ist auf natiirliche Weise isomorph zu Lin(E; E).
Es gilt also

Tq(p)Q = (Tx(x,t)[) X (TT(X,t)[R) X (TA(X,t)([ & [E)) “ExRxEQE.

Die virtuellen Grofen lassen sich daher aus den gleichen Raumen wie die
realen Gréfen entnehmen. Fiir die virtuelle globale Konfiguration erhélt
man

bdg: M- EXRXEQE, (X,t)+— (6x(X,1),87(X,¢),0A(X,1)).

3.4.2 (M2) Nicht-Lokalitdt der Abbildung

Hier gilt wieder die Beschriankung auf einfache Materialien. Die lokale Kon-
figuration in p € M ist durch

F(p) = (x,Grad(x), %, 7, Grad(1), 1, A, Grad(A), A)|x 4
(2.3.44)

bestimmt. Der Term Grad(A) € E® E ® E stellt einen Tensor 3. Stufe dar.
Da in (2.3.44) nur Elemente linearer Rdume vorkommen, sind die R&ume
der virtuellen lokalen Konfiguration mit denen aus (2.3.44) identisch.

3.4.3 (M3) Die lokale virtuelle Arbeit

Die zu 8F(p) dualen lokalen Kraftdichten ¢(p) entstammen den gleichen
Raumen wie 6F(p) selbst. Die Kontraktion wird durch das innere Produkt
gebildet. Als Kraftdichte t(p) verwendet man die Groen

t(p) = (h’ —T7 p’ m’ q) e) H, b-[l-’ P)'
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Da Grad(6A) einen Tensor 3.Stufe darstellt, muf die konjugierte Grofe
ebenfalls ein Tensor 3.Stufe sein. Dieser wird mit T 4 bezeichnet. Die lokale
virtuelle Arbeit lautet dann

SW, = 5W(6x,8T) + /j /:p (H-8A —T-Grad(6A) + P - §A) dVdt,
’ (2.3.45)

worin sich §W;(dx, 61) wieder auf (2.3.25) bezieht. Der Tensor T wird all-
gemein als Hyper-Spannungstensor bezeichnet. Sein negatives Vorzeichen
kennzeichnet ihn als zuflieRende Gréfle. Die Tensoren P und H sind Ten-
soren 2.Stufe und werden als Mikro-Impulsdichte bzw. intrinsische Mikro-
Volumenkraftdichte bezeichnet.

Die formale Transformation von (2.3.45) mittels des Satzes von Stokes und
der partiellen Integration ist hier etwas komplizierter als sonst, da Tensoren
3.Stufe beriicksichtigt werden miissen. Die entsprechenden algebraischen Re-
chenregeln kénnen jedoch leicht hergeleitet werden und finden sich im An-
hang. Als Resultat erhdlt man hier

SW, = 6W,(6x, 57) + /j/er (H + Div(T) - P) - 8A dVdt
+ |, fpp,(=Tn) - 8A dSdt + [[, P+ 5A dV]ss. (2.3.46)

Wie man sieht, 148t sich die Divergenzoperation in der gleichen Weise wie
bei Tensoren 2.Stufe schreiben. Dieses ist eine wesentliche Vereinfachung
gegeniiber der unhandlichen Komponentenschreibweise.

3.4.4 (M4) Kompatibilitdt und Gleichgewichtsbedingungen

Die zu (2.3.46) kompatible Form der globalen virtuellen Arbeit kann nun
als

SW, = Swg(éx, o1) + /j /?D(—B) C5A dVdi
+ /g /ayoi—Tn) - 5A dSdt + [/?0 P, - 5A dV]ps

eingefithrt werden, wobei 61, (5x, 67) wiederum (2.3.27) ersetzt. Die tenso-
riclle Grofle B ist der duflere Mikro-Volumenkrafttensor und T, bildet den

(2.3.47)

“)Dieses Symbol ist bereits als Mengensymbol fiir die Zeit verwendet worden. Die Doppelbe-
deutung sollte aber keine Probleme bereiten. da die jeweilige Bedeutung aus dem Kontext klar
hervorgeht.
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Mikro-Randkrafttensor. Py stellt den entsprechenden Randwert von P auf
dem Rand 9J dar. Aus der Kompatibilitdt von (2.3.47) und (2.3.46) und
der Einschrinkbarkeit auf Teilgebiete P§*> und Teilintervalle 7*“> kann man
3 Gleichgewichtsbedingungen und 6 Randbedingungen ableiten. Neben den
Bedingungen (2.3.7) und (2.3.15) erhélt man hier

P=H+Div(T)+B  auf Py xJ,
T,=Tn  auf 0Py x7J, (2.3.48)
P.=P auf Py x 97.

Ahnlich wie bei der skalaren Mikrostruktur wird fiir den Mikro-Impulstensor
P oft ein Ansatz
P=AZ  mit E=Z", = =konst. (2.3.49)

gemacht, worin = einen Mikro-Tragheitstensor beschreibt. Dieser wird ge-
wohnlich als symmetrischer Tensor 2.Stufe angenommen (siehe CAPRIZ &
PODIO-GUIDUGLI [24]).

[

3.4.5 (MS5) Invarianzbedingungen

Invarianz gegeniiber rdumlicher Translation und Rotation. Die In-
varianz gegeniiber raumlicher Translation erfordert, daf 6W; = 0 gilt fiir
(8x,871,6A) = (c,0,0). Diese Bedingung liefert keine neuen Resultate, son-
dern fiihrt auf den Impulssatz (2.3.10).

Die Invarianz gegeniiber raumlicher Rotation erfordert, daff 6W; = 0 gilt fiir
(6x,5T,8A) = (x,0,€QA). Setzt man diese Bedingung in (2.3.45) ein,
so ergibt sich nach kurzer Umformung

// (-TFT- Q +px@%-Q+H-QA

J1JP, -
—T-Grad(QQA)+ P+ .QA) dVdt = 0.

Klammert man nun den Tensor €2 aus, so bleibt

[ [, (~TFT + HAT - T/(A,1)" + AZAT) . Q aVdt = 0.
(2.3.50)

Da (2.3.50) fiir jeden Teilkorper P> und jedes Teilintervall J¥** gelten mu8,
kann auf die lokale Bedingung

skw(TFT - HAT+T/(A,))") =0 (2.3.51)
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geschlossen werden. Der Tragheitsterm aus (2.3.50) fallt heraus, da aufgrund
der Symmetrie des Mikro-Triéigheitstensors die Beziehung A= AT Q=0
gilt. Die Bedingung (2.3.51) besagt, daf der in Klammern stehende Aus-
druck symmetrisch sein muf. In der klassischen Kontinuumsmechanik bliebe
von (2.3.51) lediglich TF" iibrig. Die Bedingung (2.3.51) entspriche dann
der Symmetrie des Cauchyschen Spannungstensors. Diese gilt hier nicht.
Stattdessen 148t sich (2.3.51) als Bestimmungsgleichung fiir den schiefsym-
metrischen Teil des Cauchyschen Spannungstensors auffassen. Es gilt nam-
lich

skw(TF') = skw(HAT - T/(A,1)7). (2.3.52)

Die Gleichung (2.3.51) entspricht aufgrund der Schiefsymmetrie 3 skalaren
Gleichungen. Anstatt den schiefsymmetrischen Teil von TF' zu bestimmen,
verwendet man diese Gleichungen gew6hnlich um die 9 unbekannten Kompo-
nenten des Tensors H durch 6 Unbekannte eines symmetrischen Tensors Z
zu ersetzen. Eine solche Vorgehensweise ist in CAPRIZ & PODIO-GUIDUGLI
[24], CAPRIZ & GUIDUGLI [23] und G. CAPRIZ [40] zu finden. Der zu die-
sem Zweck eingefiihrte symmetrische Tensor Z wird als

Z:=—-TF"+HAT - T/A, )T oder

2.3.53
fwnc (—FTT + AHT - A,[ (-E-[)T)) da, Skul(Z) = O ( )

definiert. Mechanisch spielt Z die Rolle eines neuen Spannungstensors, der
Mikro- und Makrospannungen umfafft. In der Schalentheorie ist ein sol-
cher Spannungstensor als effektiver Spannungstensor bekannt (siehe SIMO
ET AL. [108]). Transponiert man nun (2.3.48), und iiberschiebt dann von
links mit A, so ergibt sich

AH" = —A(Div(T))T — AB" + AP",

_ . 2.3.54
= -A(T)T-B+AZAT, ( )

worin B = ABT nun als eine neue Mikro-Volumenkraftdichte eingefiihrt
wurde. Der Term T!|; ist die kovariante Ableitung von T/ = TG'. Um den
Tragheitsterm in (2.3.54) einfacher manipulieren zu kénnen, definiert man
einen neuen Trigheitstensor @ und ein Feld W (engl. wrench field) gemaf

®:=AZAT und W:=AAL (2.3.55)
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Eine kurze Transformation ergibt, daR die materielle Zeitableitung @ als
®=W0O +OW' =2 sym(WeO) (2.3.56)

darstellbar ist. Gleichung (2.3.56) bildet eine Evolutionsgleichung fiir den
Mikro-Tréigheitstensor &@. CAPRIZ [22] merkt an, daf8 (2.3.56) auch als Er-
haltungsgesetz fiir die Mikrotrégheit postuliert werden kann. Hier tritt es
allerdings als Ergebnis von (2.3.55) auf.

Nach dem Einsetzen von (2.3.54); in (2.3.53)s erhalt man

Z+FT + (A1) (TH" = -AT|)T-B+AZAT  oder

Um die kovariante Ableitung von (A(T?)T) in rein symbolischer Form zu
schreiben, definiert man einen Mikro-Spannungstensor T := A(T/)T ® G.
Dann 148t sich (A(TY)7)|; als Div(T) darstellen. Den Trigheitsterm in
(2.3.57)2 kann man durch die neuen Grofen aus (2.3.55) ersetzen. Nach
kurzer Umformung ergibt sich

AZAT = O(WW + W)T. (2.3.58)

Setzt man letztlich (2.3.58) in (2.3.57), ein, so erhalt man als Endergebnis
die Gleichgewichtsbedingung

O(WW + W)T =Z+FT' + Div(T) + B. (2.3.59)

Invarianz gegeniiber zeitlicher Translation. Die Invarianz gegeniiber
zeitlicher Translation ist erfiillt, wenn gilt W, = W, fir (8x, 6T,8A) =
(x,1,A). Setzt man diese Bedingung in die entsprechenden Ausdriicke ein,
so ergibt sich die globale Form der Energiebilanz fiir mikromorphe Kontinua,
welche u.a. die folgenden Terme enthélt

ﬁA=/? %AE-AdV,

0

Pa=[, B-Aav+ [ T,-Ads, (2.3.60)
Wa = [ (T-Grad(A) —H- A) dV.
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Die Grofen £, P4 und 24 sind die kinetische Energie, die Leistung dufle-
rer Kréifte und die Spannungsleistung der Mikrostrukturvariable. Durch die
ibliche Einschrinkung auf Teilkérper und Teilintervalle erhélt man aus der
globalen Energiebilanz die lokale Form

¢=T+F+T.Grad(A) —H:+A — Div(q) + . (2.3.61)

Leider enthélt (2.3.61) noch die Grofen H und T, welche durch Z und
T ersetzt werden missen, um Gleichung (2.3.53) direkt zu erfiillen. Dieses
erreicht man, indem zunéchst H » A geméfs

H-A=H.AA7'TA=HAT.W (2.3.62)

umgeformt, wird. Fiir T « Grad(A) kann man mit Hilfe einiger Rechenregeln
fiir Tensoren 3.Stufe den folgenden Ausdruck herleiten
T.Grad(A) =T - Grad(AA™'A) = T - Grad(WA)
=T (Grad(W)™32A)T132 L T . W Grad(A)
=T.Grad(WH+T/(A,;)T - W. (2.3.63)
Nachdem nun (2.3.63) und (2.3.62) in die Energiebilanz (2.3.61) eingesetzt

wurden, kann HAT durch den Ausdruck (2.3.53), ersetzt werden. Als Zwi-
schenergebnis bekommt man

e=T+F—-TF +«-W+T-.Grad(W') —Z+ W — Div(q) + .
(2.3.64)

Nun wird noch die Spannungsleistung T « F durch TFT « FF-! ersetzt,
wobei man beachte, daR T := TF' den Kirchhoffschen Spannungstensor de-
finiert. Mit Hilfe des Geschwindigkeitsgradienten 1 = FF~! bekommt man
dann das endgiiltige Resultat

e=T+(1-W)+T-Grad(W') —Z - W — Div(q) +
(2.3.65)

Hier ist sehr schon zu erkennen, daf der Makro-Spannungstensor T zu
(FF~! — AA71), also zur Mikro- und Makrodeformation leistungs-konju-
glert, ist.

Kontinua mit affiner Mikrostruktur heifen auch mikromorphe Kontinua.

Aus [55] erhalt man eine gute Ubersicht iiber die verschiedenen Anwen-
dungsgebiete der mikromorphen Kontinua. Herausgestellt werden soll hier
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nur die Anwendbarkeit auf die Kontinuumstheorie der Versetzungen. Hier-
zu findet man weitere Informationen in LE & STUMPF [58] und dortigen
Literaturverweisen.

3.5 Polare Kontinua, Cosserat-Kontinua
3.56.1 (M1) Geometrische and physikalische Struktur

Ein polares Kontinuum, auch Cosserat-Kontinuum (COSSERAT & COs-
SERAT [29]) genannt, ist ein Sonderfall eines Kontinuums mit affiner Mi-
krostruktur. Wahrend die Mikrovariable A eines Kontinuums mit affiner
Mikrostruktur ein Tensor 2.Stufe, also ein Element aus E ® E ist, ist die
entsprechende Mikrovariable Q eines polaren Kontinuums ein orthogonaler
Tensor. In dieser Arbeit wird Q auf die speziellen orthogonalen Tensoren
SO(E) eingeschriankt. Dieses sind solche Tensoren, die bei einer Drehung
eines orientierten Dreibeins die Orientierung beibehalten.

Fir die Basismannigfaltigkeit M wird der iibliche Ansatz M = Py x J ge-
macht. Eine globale Konfiguration ist nun eine Abbildung

qg:M—-9=ExRxSO{L), (X,1)+» (x(X,1),7(X,1),Q(X,1)).
Um eine globale virtuelle Konfiguration zu erhalten, muff der Tangential-
raum an Q in einem Punkt q(p), p € M konstruiert werden. Es gilt zunachst
Tq(p)Q = Tq(X,t)([E X R x SO(E))
= (TxxpE) X (TryxyR) % (Toex,ySO(E)).
Aufgrund der Linearitdt der Raume £ und R erhilt man die Identifikation
Tq(p)Q =FExRx (TQ(x’t)SO(E]),

in der einzig der Tangentialraum Tqx ;SO(E) eine Besonderheit darstellt.
Die Gruppe der speziellen orthogonalen Transformationen SO(E) bildet kei-
nen linearen Raum, sondern eine 3-dimensionale Mannigfaltigkeit. Die vir-
tuellen Grofien 8Q sind daher keine Elemente aus SO(E).

m Anmerkung zu SO(E): Die Gruppe der speziellen orthogonalen
Transformationen auf E ist definiert als

SO(E) :={Q € Iso(E;E) | Q' = Q" und detQ = +1}.
(2.3.66)
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Die Menge SO(E) besitzt die Struktur einer 3-dimensionalen Mannigfaltig-
keit. Dieses kann wie folgt erldutert werden: Eine lineare Abbildung A €
Iso(E; E) wird durch 9 Komponenten beziiglich einer Basis des E @ E be-
stimmt. Eine Rotation Q € SO(E) wird gemiR (2.3.66) durch unabhin-
gige 3 Komponenten festgelegt. Man betrachte nun den 9-dimensionalen
Raum R?, dessen Punkte die Komponenten von Tensoren 2.Stufe sind. Ein
Punkt A représentiere dann die Komponenten eines Tensors A beziiglich
der Basis {e; ® e;} mit ¢,7 = 1,2,3. Ein Punkt Q@ mit den Koordinaten
(z!,...,z%) reprisentiert eine Rotation Q, falls die Koordinaten die Bedin-
gungen QT = Q7! und det(Q) = +1 erfiillen. Die Bedingungen kénnen
aber auch als 6 skalare Gleichungen f;(z!,...,2%) = 0 geschrieben werden.
Jede Gleichung entspricht einer Hyperfliche im R®. Die Schnittmenge aller 6
Hyperflichen bildet eine 3-dimensionale Untermannigfaltigkeit der R?, deren
Punkte Elemente aus SO(E) darstellen (siehe STUELPNAGEL [113]).

Eine Karte (U, ¢), mit U C SO(E) und ¢ : SO(E) — R?, welche die
Mannigfaltigkeit SO([E) vollstiandig iiberdeckt, existiert nicht. Wie bei al-
len nicht-trivialen Mannigfaltigkeiten, iiberdecken die einzelnen Karten nur
Teilbereiche von SO(E). Solche Karten werden auch Parametrisierungen der
Rotationsgruppe genannt. Bekannt sind u.a. die Eulerschen Winkel, die Eu-
ler-Rodriguez-Parameter und die Cayley-Klein-Parameter. Um SO([E) voll-
standig zu iiberdecken bedarf es immer mehrerer solcher Karten.

Die Menge SO(E) besitzt die Struktur einer differenzierbaren Mannigfal-
tigkeit und eine Gruppenstruktur beziiglich der Hintereinanderschaltung
von Rotationen. Ist die Gruppenstruktur mit der differenzierbaren Struktur
vertraglich, d.h. sind die Gruppenabbildungen Diffeomorphismen, so nennt
man diese Struktur eine Liesche Gruppe. Der Tangentialraum Tp.SO(E) an
die Liesche Gruppe im Neutralelement I ist isomorph zur Lieschen Algebra
so(E), welche hier als
so(E) := {Q € Lin(GE) | QT+ Q =0, trQ =0} (2.3.67)
5 erklart ist. Die Lie-Klammer [, .] : s0(E) x s0(E) — s0(E) ist durch
[©2,W]:= OW - WQ
5)Fiir die orthogonale Gruppe O(E) := {Q € Iso(E;E) | Q™! = QT} erhilt man die Liesche
Algebra o(E) := {Q € Lin(E:E) | QT + € = 0}. Im Gegensatz zu so(E) fehlt hier die
Bedingung tr 2 = 0. Da aber jede schiefsymmetrische Matrix auch spurlos ist, es gilt nimlich

tr Q =+tr QT = tr(—Q) = 0, folgt sofort, daf so(E) = o(E) gilt (siehe LUCHA & SCHOBERL
[61])-
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definiert. Fiir jede Rotation Q € SO(E) und jeden Tangentenvektor W €
T1SO(E) ist eine Tangentialabbildung T'Qy : T1SO(E) — T@SO(E) durch
TQi(¥) = QW beschrieben. Die Umkehrabbildung TQgq' : T SO(E) —
TiSO(E) ist durch TQg'(A) = AQ™! gegeben. Schaltet man diese beiden
Abbildungen hintereinander, so entsteht ein Endomorphismus auf 71.SO(E) =
so(E), welcher adjungierte Darstellung genannt wird. Die adjungierte Dar-
stellung ad : so(F) — so(E) ist durch ad(W) = Q¥Q', Q € SO(E)
gegeben. [

Wie oben dargestellt, kann ein Element §Q(X,t) des Tangentialraumes
TqxSO(E) durch 6Q = (8W)Q gebildet werden. Hier ist W € so(E)
ein schiefsymmetrischer Tensor. Seine adjungierte Darstellung lautet §W =
Q(8¥)QT. Man kann dieses auch folgendermafen erliutern: Uberschiebt
man 8Q von rechts mit I = QTQ, so erhilt man

5Q=5QQ'Q=5¥Q, mits¥:=5QQ". (2.3.68)

Der Term 8W ist als ein Symbol anzusehen und darf nicht als virtuelle
Anderung von W gedeutet werden, da eine Grofe W nicht definiert ist.
Stattdessen kann man aber die Variation

5(QQ") =8QQT +Q(5Q)" =0, da §5(QQ")=5(I)=0

bilden und erhilt aus der linken Gleichung das Ergebnis §¥ + (§¥)" =0,
d.h. W ist schiefsymetrisch. In gleicher Weise 148t sich die adjungierte Dar-
stellung erzeugen, indem 8Q in (2.3.68) von links mit I = QQ iiberschoben
wird.

3.5.2 (M2) Nicht-Lokalitdt der Abbildung

Auch hier gelte die Beschrinkung auf einfache Materialien. Eine lokale vir-
tuelle Konfiguration wird dann punktweise durch die Gréfsen

8F(p) = (8%, Grad(6x), 6x, 67, Grad(é7), 61, 6Q, Grad(6Q), 5Q)|(x¢)

festgelegt. Die Berechnung der beiden letzten Terme erfolgt nach (2.3.68)
und ergibt

§Q = §WQ + s¥Q,
Grad(8Q) = §Q,4®G", mit 6Q,4=8W,4Q+8WQ,4. (2.3.89)
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3.5.3 (M3) Die lokale virtuelle Arbeit

Setzt man nun die Ausdriicke (2.3.68) und (2.3.69) in die lokale virtuelle
Arbeit (2.3.46) ein, indem man dort die affine Mikrostrukturvariable durch
dQ ersetzt, so erhilt man

SW, = W (6x, 1) + /ﬂ [, (H-8Q—T-Grad(5Q) + P - 6Q) dVt.
0
(2.3.70)

Behandelt man die globale virtuelle Arbeit (2.3.47) in derselben Weise, so
kann man schreiben

SW, = §W,(5x, 57) + /J /? (-B)-5Q dvat
+ [ fip (= Ta) - 5Q dSdt +[ [, P 5Q dV]sn

Da in den Gleichungen (2.3.71) und (2.3.70) nur A durch 86Q ersetzt wur-
de, kénnte man meinen, polare Kontinua werden durch dieselben Gleichge-
wichtsbedingungen wie affine Kontinua beschrieben. Dieses stimmt nicht,
weil die virtuelle Rotation 6Q nur 3 unabhéngige skalare Grofen enthilt.
Deshalb liefern die Gleichungen (2.3.71) und (2.3.70) keine 9, sondern nur 3
unabhéngige Gleichgewichtsbedingungen. Eine formal einfache Maglichkeit
diese Gleichgewichtsbedingungen zu beschreiben besteht darin, die 9 Glei-
chungen des affinen Kontinuums durch die 6 Zwangsbedingungen §AAT +
ASAT = 0 zu erginzen. Diese Moglichkeit erlaubt allerdings keinen Einblick
in die spezifische Struktur der Gleichgewichtsbedingungen polarer Kontinua.

(2.3.71)

Es muf also ein Weg gefunden werden, die 3 unabhéngigen virtuellen Grofen
der Variable 0W separat darzustellen. Dieses geschieht, indem man statt der
virtuellen Grofle W deren axialen Vektor 51p = axial(dW) benutzt. Der
axiale Vektor L eines schiefsymmetrischen Tensors € ist definiert als

axial : Skw(E) = E, €2 — w = axial(€d),
mit Qu=w xu, YVuel.
Mit Hilfe der axialen Vektoren a8t sich die Liesche Algebra so(E) in &qui-
valenter Weise darstellen.

Es seien i folgenden S1p = axial(d6W) der zu &YW gehorige axiale Vektor
und d4 = QG, die um Q gedrehten natiirlichen Basisvektoren Gg4. Zu-
nichst sollen die drei Terme T « Grad(8Q), H - $Q und P - 5Q mit Hilfe
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des axialen Vektors 1 dargestellt werden. Fiir den ersten Term findet man

T-Grad(8Q) = (T* ® G,) - (6Q,3 G?E)
=T%.86Q,p=(T"?®G4)-5Q,5=T7.5Q,5 G..

Der Ausdruck 8Q,p G 4 145t sich folgendermafen umformen

6Q,p G4 = (8¥,5Q +5¥Q,5)G4
=6W,pd4s + 6WQ,5 G4
=6\P,pxds + 6P x dyp, mit dyjp=dy,z-TSzdc.

Dann gilt fiir den Ausdruck T « Grad(6Q)

T-Grad(6Q) = TAZ « (5,5 xd 4 + 5 x d4|5)
= (d4 x T*B) . 63p, 5 +(da|p xT45) - 62p. (2.3.72)

Der erste Term in (2.3.72), initilert die Definition eines Momentenspan-
nungstensors 1 := u? ® Gp = (d4 x T48) @ Gp. Mit diesem 1Rt sich der
zweite Term in (2.3.72), als

(dalp XT*B) = (d4 x TAB)|p —d4 x T45|3
= HB‘B —dA X _I]—ABIB (2373)
= Div(u) — d4 x T48|

schreiben und man erhilt anstatt (2.4.60) die tibersichtliche Form

T - Grad(8Q) = p - Grad(61) + Div(p) « 51 — (d4 x T45|p) « 51p.
(2.3.74)

In entsprechender Weise kénnen nun auch H « §Q und P « §Q umgeformt
werden. Es ergibt sich

H.5Q=H".6QG, =H". (51 x dy)
=(dsxH) 5 =m+5Pp mit m:=du x H*,
P-5Q=P4.6QG =P (81 x dg+ 61 x dy)
= (d4 x P4) - 61 + (dg x PA) - 8 (2.3.75)
=58P +5-5Pp—(dgx P4 s  mit s:=dy x P4,
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wobei hier die kinematischen Beziehungen

QG = dWQG, =dWd 4 =P x dy,

8QG 4 = 6Wd4 + §Wd,y = 5 x d,y + 8 x d g
verwendet wurden. Die beiden neuen vektoriellen Gréfen m und s in (2.3.75)
heiffen intrinsischer Momentenvektor bzw. Drallvektor. Der Term B - 6Q

aus (2.3.71) 148t sich analog zu H » §Q umformen und fiithrt auf die neue
GréRe 1 := d4 x B4, welche Momentenlastvektor genannt wird.

Setzt man die Beziehungen (2.3.74) und (2.3.75) in (2.3.70) und (2.3.71) ein,
so ergeben sich nach einigen algebraischen Umformungen die Gleichungen

5W; = 8W(8x,87) + [ [ (m 8w — pe - Grad(5wp) + s+ 81b) dVdt,

5W, = 8W,(8x,80) + [ [ (=1)+ 8w aVidt— [ [ p, -1 dSdt
[, 5e+ 5 dV]an (2:3.76)

3.5.4 (M4) Kompatibilitit und Gleichgewichtsbedingungen

Aus der Kompatibilitdt von (2.3.76); mit (2.3.76), lassen sich 3 Gleich-
gewichtsbedingungen und 9 Randbedingungen ableiten. Neben (2.3.7) und
(2.3.28) sind dies die folgenden Bedingungen fiir die Mikrostruktur

§=m+ Div(u) +1 auf Py x 7,
w, =un auf 9Py xJ, (2.3.77)
st =s auf Py x dJ.

Die E-wertige Gleichgewichtsbedingung (2.3.77); entspricht 3 skalaren Gleich-
gewichtsbedingungen. Dieses macht den Unterschied zu dem mikromorphen
Kontinuum deutlich, wo 9 skalare Gleichgewichtsbedingungen fiir die Mi-
krostruktur auftraten.

Man mag sich nun die Frage stellen, warum der Zustandsraum Q = E x
R x SO(E) nicht von Anfang an durch einen Raum Q = £ x R x [ ersetzt
wurde, indem anstatt der Rotation Q € SO(E) ein Rotationsvektor \p € E
benutzt wird. In Schalentheorien finiter Rotationen finden sich solche An-
satze gelegentlich. Der Rotationsvektor 1 ist ein Eigenvektor von Q, d.h.
es gilt Qp = 1P, und sein Betrag 1 :=| 1p | entspricht dem Drehwinkel um



142 I1. EIN ALLGEMEINES PRINZIP DER VIRTUELLEN ARBEIT

die Drehachse eq = /1. Mit dem Rotationsvektor 1y kann die Drehung
Qu eines Vektors u € E durch

Qu=1u+ sin(\) (WP x u) + 1 — cos(\)

m W x (b xuw)

dargestellt werden (siehe z.B. SIMO & FOX [109],SANSOUR & BUFFLER
[95]). Glaubt man aber, daB durch diese Darstellung eine Betrachtung der
Mannigfaltigkeit SO(E) iberfliissig wird, da nun eine E-wertige Zustands-
grofe vorhanden ist, so macht man einen grundsétzlichen Fehler. Es sei
hier auf MAKOWSK! & STUMPF [68] verwiesen, wo einige Auswirkungen
dieser ,Identifikation“ von SO(E) mit E beschrieben sind. In der Schalen-
theorie fithrt dieser Fehler darauf, daf man anstatt einer Cosserat-Schale
ein 1-Direktor-Modell bekommt. Beide Modelle verfiigen zwar iiber 6 Frei-
heitsgrade, sind aber in ihrer Struktur grundsatzlich verschieden. Auf beide
Modelle wird spéter eingegangen.

3.5.5 (Mb5) Invarianzbedingungen

Invarianz gegeniiber rdumlicher Translation. Diese Invarianzbedin-

gung liefert keine neuen Erkenntnisse, da aus dem Einsetzen von (8x, &7,
5YP) = (c,0,0) in 8W; = 0 gerade der Impulssatz (2.3.10) folgt.

Invarianz gegeniiber raumlicher Rotation. Diese Invarianzbedingung
erfordert, dafl gilt 8W; = 0 fiir alle (8%, 6T, 5) = (£x,0, w), wobei w
durch w = axial(€2) gegeben ist. Die Bedingung 1 = w kann aus den
Transformationseigenschaften von Q hergeleitet werden. Allgemein miifste
man Invarianz von §W; = 0 gegeniiber 6Q = €2Q fordern. Nun gilt aber

6dy = 6QGA = 611) X dA)
woraus mit 6Q = €2Q sofort die Beziehung
0d4 =0QG, =€Qd,; = w xdy

folgt. Dieses bedeutet aber gerade, daf die Beziehung 61 = w in die
Invarianzbedingung eingesetzt werden muf.

Hier liegt auch der Unterschied zur falschen ,ldentifikation” der Rotationen
Q mit den Rotationsvektoren {Po. Wire Q = E x R x [E der entsprechende
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Zustandsraum, dann lieferte 51p = €21p die korrekte Beziehung fiir die
Invarianzbedingung. was im weiteren Verlauf zu v6llig anderen Ergebnissen
fiilhren wiirde.

Nach dem Einsetzen der Invarianzbedingung (8x, 871, 50¢) = (Qx,0, w)
erhdlt man aus der lokalen virtuellen Arbeit die Gleichung

sWy=[ [ (-T+-QF +m- w)dVdt =0. (2.3.78)
0

Da diese Gleichung fiir beliebige Teilkérper P> und beliebige Teilintervalle
3546 gelten muf, folgert man die punktweise Bedingung

me.w=T.QF.

Eine kurze Transformation liefert dann
m-w=T-QF =TF'- Q= (t®d,) - Q
=1’ Qd, =1 (wxd,)=(d, x )+ W

U

m = d, X T = axial(skw(7)),

(2.3.79)

wobei T der Kirchhoffsche Spannungstensor ist. Fiir T kann natiirlich auch
der Cauchysche Spannungstensor o = J~ !t eingesetzt werden. Bis auf die
Gewichtung J = pg/p sind die folgenden Aussagen iiber T auch auf o
ibertragbar.

Das Resultat (2.3.79)3 besagt, daf der intrinsische Momentenvektor m kei-
ne unabhingige Grofe ist, sondern durch den axialen Vektor des schiefsym-
metrischen Anteiles von T bestimmt ist. Dieser Anteil ist fiir nicht-polare
Kontinua identisch null. Nach dem Einsetzen dieses Ergebnisses in (2.3.77);
erhalt man die endgiiltige Form des Mikro-Momentengleichgewichtes

§=d, x T+ Div(u)+1 auf Py x7J. (2.3.80)

Invarianz gegeniiber zeitlicher Translation. Diese Invarianzbedingung
erfordert, dak gilt 61, = SW, fiir alle (8x,8T, 01) = (x, 1, 1])) Setzt man
diese Beziehung in die entsprechenden Gleichungen ein, so ergeben sich ne-
ben den bereits bekannten Termen (2.3.30) folgende zusétzliche Grofen fiir
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die kinetische Energie, die Leistung duflerer Momente und die Spannungs-
leistung

ﬁu, = -/{P S l.l) dV,
Py = [, 1w dV+ [ p, b ds, (2.3.81)
Wy, = /?0 (u . Grad(ti)) —m -1|)) dv.

Der Index (.)y, verweist hier auf die entsprechenden Anteile aufgrund der
polaren Mikrostruktur. Addiert man diese Grofen zu der Energiebilanz in
(2.3.30) und setzt ihre Giiltigkeit fiir beliebige Teilkorper und Teilintervalle
voraus, so erhélt man punktweise die Energiebilanz

é=T-F+ pu-Grad(}p) — m -+ — Div(q) + . (2.3.82)

Bislang beinhaltet Gleichung (2.3.82) aber noch nicht die Invarianzbedin-
gung (2.3.79)3. Setzt man diese ein, so ergibt sich nach kurzer Umformung

¢=TF'+FF'+ u.Grad(p) — (d, x ) -} — Div(q) + 7
=11+ p-Grad(1p) — - ¥d, — Div(q) +r
=1.d+ 71 (w—¥)+u-Grad(yp) - Div(q) +, (2.3.83)

worin zur vereinfachten Schreibweise der Geschwindigkeitsgradient 1 := FF~!
und seine Zerlegung in den Verzerrungsgeschwindigkeitstensor d := %(H-IT)

und den Spintensor w := £(1—17) benutzt wurden. Aus (2.3.83)3 wird deut-
lich, dal der symmetrische Anteil des Kirchhoffschen Spannungstensors T

Arbeit an dem Verzerrungsgeschwindigkeitstensor und der unsymmetrische

Anteil von T Arbeit an der Differenz von Makro- und Mikrospin leisten.

3.6 Elastische Kontinua 2.Grades

Ein Kontinuum 2.Grades beschreibt einen Kérper mit nicht-einfachem Ma-
terialverhalten. Die Mikrostruktur solcher Kontinua ist die gleiche wie bei
den einfachen Materialien. Die lokale Konfiguration wird aber durch Ablei-
tungen bis zur 2. Ordnung beziiglich der Koordinaten der Basismannigfal-
tigkeit M beschrieben. Die entsprechenden Gleichgewichtsbedingungen sind
komplexer und werden durch mehrfache Anwendung des Satzes von Stokes
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bzw. der partiellen Integration gewonnen. Als Beispiel fiir die Herleitung
der Gleichungen eines Kontinuums 2.Grades soll hier die Statik elastischer
Kontinua dienen.

3.6.1 (M1) Geometrische and physikalische Struktur

Als Basismannigfaltigkeit wird hier M = P betrachtet, was der Statik
3-dimensionaler Kontinua entspricht. Der Zustandsraum sei Q = E. Der
Zustand des Korpers wird also durch seine Lage im Raum vollstindig be-
stimmt. Dieses entspricht der Betrachtung elastischer Korper. Eine globale
Konfiguration des Korpers ist durch die Abbildung

q:M=T0—+Q=|E, XHX(X)

festgelegt. Fir die globalen virtuellen Konfigurationen dq kann man nun
wieder 8q(p) : {p} = Ty»Q = E, X — 6x(X) ansetzen, was zwar der bis-
herigen Vorgehensweise entsprache, aber hier nicht (ganz) richtig ist. Bisher
hatte eine solche Konstruktion funktioniert, weil die virtuellen Grofen Ele-
mente des Vertikalbiindels der 1.Jet-Mannigfaltigkeit J'7t von (M x Q, 71, M)
waren. Bei den Materialien 2.Grades wird nun aber die.2.Jet-Mannigfaltig-
keit J27 benutzt, deren Vertikalbiindel eine reichhaltigere Struktur als die
von J!7t besitzt (siehe SAUNDERS [96]). Im Rahmen dieser Arbeit wird auf
diese geometrischen Aspekte nicht weiter eingegangeu.

Der in der globalen virtuellen Konfiguration fehlende Term ist die Norma-
lenableitung 9,(5x), welche auf dem Rand 9P erklart ist. Auf diesen Term
wird spater detailliert eingegangen.

3.6.2 (M2) Nicht-Lokalitit der Abbildung

Wie bereits gesagt, bedeutet die Beschreibung von Materialien 2.Grades, daf
Ableitungen der Zustandsvariablen bis zur Ordnung 2 in Betracht gezogen
werden. Die lokale virtuelle Konfiguration wird dann punktweise durch die
Grofien

5F(p) = (8x, Grad(5x), Grad(Grad(8x)))|x

beschrieben. Fiir den Term Grad(Grad(8x)) wird im folgenden kurz Grad(5F)
gesetzt, wobei F = Grad(x) der referentielle Deformationsgradient ist.
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3.6.3 (M3) Die lokale virtuelle Arbeit

Die lokale virtuelle Arbeit eines elastischen Kontinuums 2.Grades wird durch
den Ausdruck

6Wh@xﬁzé(h-&o—T-M?—H-Gmd@FDdV (2.3.84)

beschrieben. Die lokalen Kraftdichten t = (h, —T, —H) haben den Wer-
tebereich (E, ToE, T3E). Die GroRe H ist ein Tensor 3.Stufe und wird als
Hyperspannungstensor bezeichnet. Sein negatives Vorzeichen definiert ihn
als zuflieflende Grofle.

Wendet man nun den Satz von Stokes auf (2.3.84) an, so erhélt man fiir
T « Grad(8x) die bereits bekannten Ergebnisse. Neu ist dagegen die Trans-
formation von H « Grad(8F). Hierfiir findet man zunéchst die Identitét

H « Grad(6F) = Div(H"*26F) — Div(H) « §F, (2.3.85)

die fiir Tensoren 3.Stufe aus den bekannten Identitdten hergeleitet werden
kann. ¢

Mit der Identitdt (2.3.85) und dem Satz von Stokes erhdlt man folgendes
Zwischenergebnis

/ H + Grad(6F) d / Div(H 5FdV41/ Hn - 6F dS,
(2.3.86)

worin n den nach auffen weisenden Normalenvektor auf der Randflache 3%,
bezeichnet. Fiir die lokale virtuelle Arbeit kann nun geschrieben werden

S Wy (8%) = / (h+ 6x — [T — Div(H)]) - 6F dV — / Hn - §F dS.
(2.3.87)

In TOUPIN [118] wurde gezeigt, dafl es sinnvoll ist, einen verallgemeinerten
Piola-Kirchhoffschen Spannungstensor T geméf

T = T — Div(H) (2.3.88)

8)Die Transposition von Tensoren héherer Stufe als 2 wird in dieser Arbeit durch Angabe der
Permutation der einzelnen Vektoren gekennzeichnet. Man findet z.B. fiir (a ®b ® ¢)T3!2 durch
entsprechende Permutation das Resultat ¢ ® a ® b. Diese Schreibweise 14t sich auf Tensoren
beliebiger Stufe erweitern. Definiert man zusitzlich noch die Kurzform K7 := KTn12-(r=1) fijr
Tensoren n.Stufe, so ist auch die iibliche Transposition AT := AT?! von Tensoren 2.Stufe in
diese Schreibweise eingebunden.
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einzufiihren, um spéter die Gleichgewichtsbedingungen in bekannter Form
schreiben zu kénnen.

Dem Randintegral in (2.3.87) muR groffe Aufmerksamkeit geschenkt werden:
Der Deformationsgradient 8F = Grad(6x) kann nicht in der iiblichen Weise
integriert werden, da hier das Integral nur iber dem Rand 0Py, sonst aber
iber dem Volumen P, definiert ist. Daher muf der Gradient zunéichst in
folgende Bestandteile zerlegt werden

OF = Grad(6x) = Grads(6x) + 9,(6x) @ n. (2.3.89)

Hier bezeichnet Gradg(dx) den Fldchengradienten und 9,(6x) die Norma-
lenableitung beziiglich der Randfliche § = 9%Py. Die Definitionen dieser
Operatoren werden in (2.4.5) angegeben. Das Randintegral in (2.3.87) kann
nun formal als

/a? H.8FdS= [ H- (Grads(6x)+ 8,(6x) @ n) dS,
° ° (2.3.90)

geschrieben werden, wobei H := Hn zur kiirzeren Schreibweise eingefiihrt
wurde. Der letzte Term in (2.3.90) 148t sich als Hn « 8,,(6x) schreiben, kann
aber nicht weiter vereinfacht oder integriert werden. Dagegen kann auf den
Term H - Gradg(6x) ein Integralsatz angewendet werden. Zunachst muf
man sich aber klar machen, daf in dem inneren Produkt H « Grads(6x)
nur solche Anteile von H einen Beitrag liefern, die tangential zur Fliche
S := 0P, sind. Diese Anteile erhalt man durch Projektion von H geméaf

Hs:=HI-n®n)=H-HnQ®n. (2.3.91)
Mit dem Tensor Hg findet man nun die folgenden Identitdten

H- Gradg(éx) = Hs . Gradg(éx) = — Dng(Hg) « Ox + Dng(Hgﬁx),\
(2.3.92)

worin Divg den in (2.4.21) definierten Flachen-Divergenzoperator bezeich-
‘net. Setzt man nun Hg aus (2.3.91) in Divg(Hs) ein, so erhdlt man die
Beziehung

Dng(Hg) = Dng(H) + (trB)Hn, (2.3.93)

welche den Krimmungstensor B der Randflache 0P enthilt. Setzt man in
(2.3.93) fiir H nun wieder Hn ein und beachtet die Beziehung

Divs(H) = Divs(Hn) = Divg(H™'3%)n — H[BT],
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so entsteht aus (2.3.93) das Zwischenergebnis
Divg(Hs) = Divs(H3%)n — HBT — (¢»B)n @ n]. (2.3.94)
Fiigt man (2.3.94) in (2.3.92) und dann in (2.3.90) ein, so erhalt man schlief-
lich
H-5F dS = [ (-Divs(H"**)n - 6x + Hn  8,(6x)) dS
0%

+ /o HB' — t»(B)n ® n] « 6x dS
(]

+/, . Divs(HJ 6x) dS.

0Pq
(2.3.95)

Das letzte Integral in (2.3.95) erlaubt die Anwendung des Satzes von Stokes.
Fiir glatte und geschlossene Randflichen gilt [3p, Divg(HI6x) dS = 0. Ist
die Randfliche nicht glatt, aber 1i8t sich in endlich viele glatte Teilflichen
zerlegen, so ergibt das Integral [sp, Divs(HJb6x) dS auf jeder Teilfléiche §;
den Ausdruck

J Divs(Hjbx) dS = /; , Hsv - bx ds.

In Abb. 2.1 ist eine Zerlegung einer nicht-glatten Oberflache eines Korpers
P in zwei glatte Teilfldchen dargestellt. Da die Normalenvektoren v; auf den
Randkurven 38; nicht entgegengesetzt ausgerichtet sind, d.h. v; # —v,, er-
gibt die Summe beider Randintegrale i.a. einen von Null verschiedenen Wert.
Auf solchen Randkurven, auf denen sich der Normalenvektor v sprunghaft
dndert, definiert man nun die Doppelklammer

[Hgv . 5)(1]33 = (HSVQ . 5x)352 — (Hg‘vl . 5}()351.

Dann 18t sich das Integral [3p, Divs(HZ6x) dS als Kurvenintegral iiber alle
Unstetigkeitskurven 08 schreiben

/. , Divs(H}8x) dS = Js[Hsv - 8x] ds.
Sind keine Unstetigkeiten vorhanden, dann gilt fiir den Normalenvektor
v, = —Vv; und die Doppelklammer wird zu null.
Mit diesem Ergebnis erhilt man nun aus (2.3.87) die endgiiltige Form der
lokalen virtuellen Arbeit
sWa(8) = |, (h+Div(T)) - x dV +
+ [._ (~Tn + Divs(H™**)n — HB" —tr(B)n®n]) - 6x dS

0P
“ (2.3.96)
_ /6?0 Hln® n] - 8,(6x) dS — /as[[Hsv « 8x] ds.
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6?02

Abbildung 2.1: Randkurven nicht-glatter Oberflichen

3.6.4 (M4) Kompatibilitdt und Gleichgewichtsbedingungen

Hier soll nun wieder von glatten Oberflichen ausgegangen werden, so daf
der Unstetigkeitsterm in (2.3.96) zu null wird. Dann ist eine globale virtuelle
Arbeit, die zu (2.3.96) kompatibel ist. durch folgenden Ausdruck gegeben

§Wae(x) = [, (—F) - 6xdV + [ (~t-6x— - 8,6x) dS.
[¢] 0

(2.3.97)

Die Normalenableitung von 6x tritt in (2.3.97) als unabhéngige Randva-
riable auf. Dieses ist ein prinzipieller Unterschied zur klassischen Kontinu-
umsmechanik, wo am Rand 0P, aufler den Randspannungen keine weiteren
Grofen vorgeschrieben werden kénnen.

Die Kompatibilitat von (2.3.97) und (2.3.96) fithrt zusammen mit der Ein-
schrinkbarkeit der virtuellen Arbeit auf beliebige Teilkérper zu einer Gleich-
gewichtsbedingung und zwei Randbedingungen
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0 =h+Div(T)+£f, auf Py,
t = (T — Divs(H"*))n+ HB" —¢»(B)n®n], auf 07,
t=Hn®n], auf 8P, (2.3.98)

Die Randspannungen t sind durch die Beziehung (2.3.98); ins Gleichgewicht
gesetzt. In dieser Beziehung hingen nur die Terme T — Divg (HT132) vom
Normalenvektor der Schnittfliche ab, wihrend in die {ibrigen Terme die
Kriimmung B dieser Fliche eingeht. Die Randspannungen t hingen also
geometrisch von dem Normalenvektor und der Kriimmung der Schnittfla-
che ab. Das Cauchysche Postulat besitzt hier keine Giiltigkeit mehr.

3.6.5 (MS5) Invarianzbedingungen

Invarianz gegeniiber raumlicher Translation. Die Invarianz gegen-
iiber rdumlicher Translation ist erfiillt, wenn gilt W5 = 0 fiir alle 6x = ¢.
Aus dieser Bedingung folgt sofort h = 0. Damit nimmt (2.3.98); die be-
kannte klassische Form

0=Div(T)+f, auf Py (2.3.99)

an. Man beachte aber, daR diese Form nur erreicht wurde, weil T als ein
verallgemeinerter Spannungstensor definiert wurde. Setzt man die Definiti-
onsgleichung (2.3.88) in (2.3.99) ein, so entsteht

Div(Div(H)) = Div(T) + £, auf Py.

Diese Form zeigt deutlich den Unterschied zum klassischen Kontinuum.

Invarianz gegeniiber rdumlicher Rotation. Die Invarianz gegeniiber
raumlichen Drehungen ist erfiillt, wenn gilt 6y = 0 fiir alle dx = Qx.
Durch Einsetzen erhalt man sofort die punktweise Bedingung

T « Grad(Qx) + H - Grad(QQF) =0
=T.QF +H'F,;- Q
= (TF' + H*F,}) - Q
& skw(TF') = —skw(H4F )} ).

(2.3.100)
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Der schiefsymmetrische Anteil des Kirchhoffschen Spannungstensors T =
TFT ist also durch den schiefsymmetrischen Anteil von [HAF,_E bestimmt.
Diese Beziehung zeigt einerseits, daf die Symmetrie des Cauchyschen Span-
nungstensors hier nicht gilt, andererseits ermoglicht sie eine interessante
Interpretation des mikromorphen Kontinuums, die zuerst von BEATTY &
CHEVERTON |[17] gegeben wurde: Legt man dem mikromorphen Kontinu-
um die Zwangsbedingung auf, daf die Mirkovariable A gerade die lokale
Deformation F des klassischen Kontinuums beschreibt, so erhélt man aus
(2.3.51) mit H = 0 sofort die Beziehung (2.3.100)4. Ein Kontinuum 2.Gra-
des léfst sich durch diese Zwangshedingung als ein Kontinuum mit affiner
Mikrostruktur auffassen.

4 Anwendungen auf die Schalentheorie

Es wird nun gezeigt, wie sich das allgemeine Prinzip der virtuellen Arbeit
auf verschiedene Schalenmodelle anwenden 1dft. Die Betrachtung erstreckt
sich auf Membranen, Schalen mit vektorieller Mikrostruktur, Cosserat-Scha-
len und Schalenmodelle 2.Grades. Der einzige (!) Unterschied zur 3-dimen-
sionalen Kontinuumsmechanik besteht darin, daf die Schalenfliche ein 2-
dimensionaler Korper ist. Schalentheorie ist also eine kontinuumsmechani-
sche Feldtheorie auf einem 2-dimensionalen Trager, der Schalenfliche. Um
die Ausfithrungen abzukiirzen, werden die Betrachtungen auf die Statik be-
schrinkt. Eine entsprechende dynamische Formulierung kann aus den Be-
trachtungen des 3-dimensionalen Kontinuums leicht auf die Schalen iiber-
tragen werden.

4.1 Differentialgeometrie einer Flache
im Euklidischen Raum

In diesem Abschnitt werden einige grundlegende Begriffe und Definitionen
iiber materielle Flichen im 3-dimensionalen Euklidischen Raum besprochen.
Diese werden spiter zur koordinatenfreien Beschreibung verschiedener Scha-
lenmodelle benétigt. In der traditionellen Schalentheorie werden die meisten
differentialgeometrischen Beschreibungen in Komponentenschreibweise aus-
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gefiihrt. Die so entstehenden Gleichungen sind oft uniibersichtlich und lassen
sich kaum mit den entsprechenden Gleichungen der 3-dimensionalen Kon-
tinuumsmechanik vergleichen. Hier wird nun gezeigt, daf sich die Schalen-
theorie in gleicher Weise wie die Kontinuumstheorie darstellen 148t, wenn
der 3-dimensionale materielle Korper P durch eine 2-dimensionale Flache
S ersetzt wird. Demnach unterscheiden sich die beiden Theorien nur durch
eine unterschiedliche Basismannigfaltigkeit M.

Um die Ahnlichkeit von Schalen- und 3D-Kontinuumstheorie nicht durch
die unhandliche Komponentenschreibweise zu verdecken, werden hier zu-
nichst die Divergenz- und Gradientenoperationen auf Flachen erklart. Die
vorgestellte Schreibweise orientiert sich an der grundlegenden Arbeit von
GURTIN & MURDOCH [45].

4.1.1 Die eingebettete Flache

Es sei k : F — [ eine Einbettung einer 2-dimensionalen Mannigfaltigkeit &
in den Euklidischen Raum E. Die Mannigfaltigkeit F heife materielle Flache,
wenn sie einen materiellen Korper B der Dimension dim B = 2 darstellt. Es
sei (U, ) eine Karte in der Umgebung eines Punktes Y € U C F. Dann
weist @ dem Punkt Y die materiellen Koordinaten

d:UCTF R, oY)= (8,8 (2.4.1)

zu. Die Hintereinanderschaltung von ¢ mit der Koordinatenprojektion pry :
R™ — R ergibt die Koordinatenfunktion

O* :=praod: UCTF - R, o*(Y) = &%, (2.4.2)

wobei die griechischen Indizes Werte aus {1,2} annehmen. Der Tangenti-
alraum 7yJF an F in Y wird durch die natiirlichen Basisvektoren {0&,}
aufgespannt. Die entsprechenden dualen Basisvektoren, die Kotangenten-
vektoren, werden mit {d&P} € T3 F bezeichnet.

Das Bild 8 := k(F) definiert eine 2-dimensionale Untermannigfaltigkeit
des E und wird Fliche (engl. surface) im Euklidischen Raum genannt. Die
Flache § stellt zwar eine Untermannigfaltigkeit des Vektorraumes E dar,
bildet aber im allgemeinen keinen Untervektorraum.

Wird k; : F — E als Bewegung der materiellen Fldche im Raum interpre-
tiert, so kann dhnlich wie in der 3-dimensionalen Kontinuumsmechanik eine
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Abbildung Ky : F — [ als Referenzabbildung ausgewéhlt werden. Diese Ab-
bildung weist der materiellen Fldche die Referenzplazierung 8y := ko(F) zu.
Die Referenzplazierung kann mit der materiellen Flache identifiziert werden.

Ein materieller Punkt Y € F werde durch Ky in den Raumpunkt Y € E
abgebildet. Der Tangentialraum 7y 8y an Sy in Y ist auf natiirliche Weise
Untervektorraum von Tyt = E. Das orthogonale Komplement von Ty 8 ist
der Orthogonalraum T3 8. Der Tangentialraum Ty F = [ kann dann in die
direkte Summe

TvE=ZE=Ty§ & T{FS(} (2.4.3)

zerlegt werden. Da Ty 8 die Dimension 2 hat, gilt dim Ty 8y = 1.

Die natiirliche oder Gaufsche Basis des Ty8p wird als {Ay} geschrieben
und ist durch

0

AZ = ﬁf(Ko (o) d)_l) (244)
definiert. Eine Basis des Orthogonalraumes legt man durch
Al X AQ .
A, =—" dh.,esgilt |A,|=1 2.4.5
ey gl | A, | (2.45)

fest. Der Tangentialraum TyE wird dann durch die Basis {A, Ag, A} auf-
gespannt.

4.1.2 Inklusion und Projektion

Ein Element aus Ty 8y ist ein Tangentenvektor an 8y in Y. Solch ein Tangen-
tenvektor u € Ty 8, 14kt sich beziiglich der natiirlichen Basis {Aj, Ao} als
u = u*A, darstellen und besitzt die Komponenten (u',4?) € R%. Der Vek-
tor u kann aber auch als Vektor u € E angesehen werden, indem eine Darstel-
lung u = u*A 4 +0A, mit den Komponenten (ul, u?,0) € R? gewihlt wird.
Die entsprechende Umwandlung ist durch die Inklusion [ : Ty8§ — L gege-
ben. Andererseits kann jeder 3-dimensionale Vektor w € E durch Projektion
in einen Vektor in Ty 8 iiberfiihrt werden. Die Projektion P € Lin(E; Ty 8o)
erfiillt die Beziehung

(Ta) « w = (Pw) « u, VueTyS), wel. (2.4.6)
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Mit dem FEinheits-Normalenvektor A, auf der Fliche 8¢ im Punkt Y 143
sich die Projektion und Inklusion folgendermaflen darstellen

P=1-A,®A, (2.4.7)

[ES

Abbildung 2.2: Basisvektoren auf der Referenzfliche

4.1.3 Christoffel-Symbole
Die Christoffel-Symbole [5g auf der Fliche 8¢ sind die Zusammenhangs-

Koeffizienten des Levi- Civita-Zusammenhangs, der durch die Flichenmetrik
A = Ay AT ® A2 induziert wird. Man definiert

1 =
MGo = §AL(AEQ,® + Aeza — Anez)- (2.4.8)



4. Anwendungen auf die Schalentheorie 155

Mit Hilfe der Christoftel-Symbole lassen sich die Ableitungen der Basisvek-
toren {Ay, Ay, A} nach den Flichenkoordinaten £ als

Arq =TghAe + oA,
= MghAe + BraA,, mit Brg = g,
A,fh = -—FéeA@ - rczlsAn,
= —T5eA® + B5A,,  mit B := —T3,
A0 =TpAe + MinAs,
= —BSAp, mit [y, = 0,

schreiben.

4.1.4 Flachengradient und tangentiale Ableitung

Es sei u : 8§ — [ ein rdumliches Vektorfeld auf der Fldche §g, so daf
u(Y) € E die FeldgroRe an der Stelle Y € 8 angibt. Der Flachengradient
des Vektorfeldes, Grads(u), ist ein Tensorfeld, das durch

Gl‘&dg(ll) = Uz ® AZ, mit uy = %u(Y(&l, 5,2)) (2410)

definiert ist. Stellt man u(Y) € E beziiglich der Basis {A], As, A} als
u=u"As +u’A, (2.4.11)

dar, so 148t sich der Flichengradient Grads(u) wie folgt in Komponenten-
form schreiben

Gradg(u) = (u*As +v*A,),0 ®AY,
= ((uelﬂ "U3B8)A6 + (UZBZQ + UB:Q )An) ® AQ, (2'4‘12)

wobei u®|q die kovariante Ableitung von u® € C(8y; R) bezeichnet. Sie ist
als

18| q:= u® q +urle, (2.4.13)

definiert. Der Flichengradient Gradg(u) spaltet sich in einen tangentialen
und einen orthogonalen Anteil auf. Der erste bildet die tangentiale Ableitung
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Ds(.), die durch Projektion des Flachengradienten in den Tangentialraum
definiert ist

Dgu = [P(Gl'a.dg u). (2.4.14)
Aus (2.4.12) und (2.4.7) kann die Komponentendarstellung
Dsu = (u®)q —u’BS)Ae @ AL (2.4.15)

gefunden werden. Gleichung (2.4.15) zeigt, daf8 fiir ein tangentiales Vektor-
feld u € Ty 8o, d.h. u3 = 0, die tangentiale Ableitung genau der kovarianten
Ableitung entspricht.

Die tangentiale Ableitung des Einheits-Normalenvektors A, ergibt den Fla-
chen-Kriimmungstensor B

B = —DsA, = BfAq ® AL, (2.4.16)
dessen Spur als mittlere Kriimmung H bezeichnet wird
1 []
H= Etr(B) = 5(B}Bg - BB)). (2.4.17)

Mit (2.4.16) kann die tangentiale Ableitung von (2.4.11) als
Dsu = Ds(uAs) — u’B (2.4.18)

geschrieben werden.

4.1.5 Flachendivergenz

Die Divergenz eines raumlichen Vektorfeldes u : £ — [ ist als

Divu = tr(Grad u) (2.4.19)
definiert. In Komponentenschreibweise ergibt sich

Divu = tr(u,; ®G!) = tr{u’|; G; @ G') = v, . (2.4.20)

Wird nun der raumliche Gradient (2.4.19) durch die tangentiale Ableitung
ersetzt, so erhilt man die Flichendivergenz Divg. Fiir ein Vektorfeld u :
89 ~ [ definiert man

Divgu = tr(Dsu). (2.4.21)



4. Anwendungen auf die Schalentheorie 157

In Komponentenschreibweise lieft sich (2.4.21) als

Divgu = t‘r((u9|Q ~u*BHHA, © A% = u%g —u’tr(B).
(2.4.22)

Mit Hilfe von (2.4.17) ist es nun moglich, die Flachendivergenz von u in
einen tangentialen und einen orthogonalen Anteil zu spalten

Divs u = Divg(u*Ay) — 2Hu?. (2.4.23)

4.2 Membrantheorie
4.2.1 (M1) Geometrische and physikalische Struktur

Die Membranen bilden das direkte Gegenstiick zur klassischen Kontinuums-
mechanik ohne Mikrostruktur. Die Basismannigfaltigkeit wird durch die Re-
ferenzflache 8y dargestellt, wenn man sich auf die Statik der Membranen
beschrinkt. Der Zustandsraum ist durch Q = [ gegeben, entspricht also
dem Zustandsraum zur Beschreibung eines elastischen Kontinuums. Eine
globale Konfiguration der Membran ist

1:8 =L Y x(Y),

wobel Y einen Punkt auf der Schalenreferenzfliche 8§y bezeichnet, die hier
mit dem materiellen Schalenkorper identifiziert wird. Eine globale virtuelle
Konfiguration ist dann

5C|(p) : {Y} - Tx(Y)l}: = [E, Y — 5X(Y)

Der einzige Unterschied zur 3-dimensionalen Kontinuumsmechanik besteht
bislang darin, daf die entsprechenden Felder hier iiber einer Flache 8y defi-
niert sind, wahrend sie es dort tiber einem Volumen P, waren.

4.2.2 (M2) Nicht-Lokalitdt der Abbildung

Die Betrachtung bleibt hier auf einfache Schalen beschrinkt. Eine lokale
virtuelle Konfiguration ist dann durch 6x und dessen Ableitungen beziig-
lich der Koordinaten £* der Schalenreferenzfliche gegeben. Letztere bilden
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genau den Flichengradienten von 8x, so daf gilt

dF = (bx, Gradg(dx)).
Der Gradient Grads(8x)(Y) ist ein Element von £ ® Ty8y und kann in
beziiglich der natiirlichen Basis {A1, A2} von Ty 8, als

Grads(8x)(Y) = 6x,s @A™

geschrieben werden.

4.2.3 (M3) Lokale virtuelle Arbeit

Da der Flichengradient Grads(6x)(Y) seine Werte in E ® Ty 8y hat, kann
eine entsprechende duale Grofle in E ® 738y definiert werden. Da nun aber
Ty 8y in £ eingebettet ist, kann auf 7y 8y das innere Produkt des Euklidi-
schen Raumes iibertragen werden. Dann kann man fiir die lokale virtuelle
Arbeit folgendes schreiben

sW;(6%) = |, (h+5x — T - Grads(6x)) dA. (2.4.24)

Hier ist dA ein differentielles Flachenelement der Referenzfliche 8y und
T stellt das Gegenstiick zum 1.Piola-Kirchhoffschen Spannungstensor dar.
Man beachte, daf gilt T € £ ® Ty 8.

Wendet man den Satz von Stokes auf (2.4.24) an und beachtet dabei die im
vorigen Abschnitt hergeleiteten Regeln fiir die Divergenz und den Gradien-
ten auf Flachen, so erhilt man

5Wi(8x) = [, (h+8x + Divs(T)) « x dA — [, Tvq - 8x dso.
° ’ (2.4.25)

Hier ist Sy der Rand der Schalenreferenzfliche, dsg ein Linienelement auf
dem Rand und v der nach aufien weisende Normalenvektor der Randkurve.
Ist t; Einheits-Tangentenvektor an die Randkurve, so gilt vo = A, X t;.

4.2.4 (M4) Kompatibilitdt und Gleichgewichtsbedingungen

Die zu (2.4.25) kompatible Form der globalen virtuellen Arbeit lautet
W, (8x) = [ (—F) < Sx dA+ [ (~t) - 5 dso, (2.4.26)
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worin f und t Kraftdichten sind, die nun auf die Referenzfliche bzw. die
Randkurve bezogen sind. Aus (2.4.26) und (2.4.25) gewinnt man durch die
iibliche Einschrinkung auf beliebige Teilflichen $5** die folgenden Gleichge-
wichts- und Randbedingungen

Divg(T)+f+h =0 auf §,

2.4.27
T‘Vo =t auf 880 ( )

Diese Ergebnisse entsprechen formal den Ergebnissen fiir 3-dimensionale
elastische Kontinua. Es wird spéter gezeigt, wie sich diese Ergebnisse in der
traditionellen Schreibweise der Schalentheorie darstellen.

4.2.5 (MS5) Invarianzbedingungen

Invarianz gegeniiber raumlicher Translation. Diese Invarianzbedin-
gung erfordert, daf8 gilt 8W, = 0 fiir alle 5x = ¢. Dann folgt aus (2.4.24)
sofort

[ (h+c—T-Grads(c))dd=0 —  h=0.

Invarianz gegeniiber raumlicher Rotation. Hier ist zu fordern, daf
gilt 8W; = 0 fiir alle dx = €2x. Aus (2.4.24) folgt nun

J T+Grads(Qx)dA=0 — TF -Q=0

. . (2.4.28)
oder TF =FT'.

Der Deformationsgradient F ist hier durch F = x,5 ® AT definiert. In der 3-
dimensionalen Kontinuumsmechanik bedeutet die Bedingung TF' = FT'
die Symmetrie des Cauchyschen Spannungstensors o = J ~ITFT. Auch hier
148t sich ein solcher Tensor definieren:

Es bezeichne a; = x,; die natiirliche Basis der verformten Flache § :=
{X(Y) l Y € So} Die Grofsen Ay = ag * ap und Asq = Az » Aqg
bezeichnen die Komponenten der jeweiligen Metriktensoren auf 138 bzw.
Ty 8o. Die Jacobi-Determinante J ist nun durch

J = det(F) = \/% mit a = det(ays), A =det(Asq)
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gegeben. Der Spannungstensor T habe die Darstellung T = T* ® Ay oder
T = T*a,®As+T°%a,®A;z. Man denke daran, daf gilt T(Y) € EQTyS,.
Nun kann man einen Cauchyschen Spannungstensor fiir die Membranschale
gemaf

n:=J'TF" = JY(T*a, ® ag + T3*a, ® ap)
definieren. Die Komponenten von n zerlegt man in die beiden Anteile
n=n*fa, ® ag + qBaﬂ ® ag,

welche die Membranspannungen und transversalen Schubspannungen in der
Schale beschreiben. Man sieht sofort, dak die Komponenten von T und n
durch

JT* =n*  und JT¥* =¢° (2.4.29)

miteinander verbunden sind. Die Invarianzbedingung (2.4.28) sagt dann
nichts anderes, als daff die Membranspannungen symmetrisch und die trans-
versalen Schubspannungen null sind

n. Q=0 — n*®=nP* und- ¢ =0. (2.4.30)

4.2.6 Bezug zur traditionellen Darstellung

In der Schalenliteratur wiirde die Gleichgewichtsbedingung (2.4.27); in der
folgenden Weise geschrieben

Tz +f = 0. (2.4.31)

Hier wurde bereits h = 0 eingesetzt. Die Gleichung (2.4.31) nennt man
eine gemischte Schalengleichung, da der Spannungsvektor T* der verformten
Schale auf die Basisvektoren Ay der Referenzfliche bezogen ist. Driickt man
den Spannungsvektor in bezug auf die Basisvektoren {a;,as, a,} aus, so
ergibt sich die bereits bekannte Beziehung

Tr = T*%a, + T a,,. (2.4.32)
Die Komponentendarstellung der Flachen-Divergenz von T ist

Dng(T) = T£|£= Tz,): +Tﬂl‘éy_, (2433)



4. Anwendungen auf die Schalentheorie 161

worin T'5s die Christoffel-Symbole auf der Referenzfliche darstellen. Diese
konuen mit Hilfe von A = det(Azq) durch den Ausdruck

rs; = ﬁ(ﬂ),ﬂ (2.4.34)

bestimmt werden. Eine einfache Rechnung liefert nun (2.4.31) in Kompo-
nentenform

T s =T + Ty, + T*Thr + f* =0,
T3 s +T% by + TOTE + f2 =0,

wobei y§, die Christoffel-Symbole in bezug auf die verformte Flache dar-
stellen. Bezeichnet man nun eine gemischte kovariante Ableitung mit

T g= T s + Ty, + TG und  T*Hp= T%,s +T30TE;,

(2.4.35)

so kann man (2.4.35) in der traditionellen Form
Ty —T3%50% 4 f* =0,
Tszlz +T°‘zbaz + f3 =0

prasentieren.

(2.4.36)

Die Komponenten des 1.Piola-Kirchhoffschen Spannungstensors T lassen
sich nur schwer in ihrer physikalischen Bedeutung interpretieren. Darum
schreibt man die Schalengleichungen oft in ihrer Eulerschen Form, 7 in
der man dann den Cauchyschen Spannungstensor n = J 'TF' benutzt,
dessen Komponenten bereits als Membran- und Schubspannungen gedeutet
werden konnten. Die entsprechenden Gleichgewichtsbedingungen fiir die Eu-
lersche Beschreibung lassen sich direkt durch Einsetzen von T = J nF T in
(2.4.27); gewinnen. Zu diesem Zweck leitet man sich die folgende Identitat
her

Divs(JnF~") = Grads(n)[JF '] + nDivs(JF '), (2.4.37)

welche man dann mittels der folgenden Beziehung der Flachengradienten
auf 8y und 8

Gradg(.) = gradg(.)F (2.4.38)

NUnter einer Eulerschen Beschreibung versteht man in der Schalentheorie fast immer eine
riumliche Beschreibung in bezug auf referentielle Koordinaten. Dieses ist also nicbts anders als
eine Lagrangesche Beschreibung mil einem nachfolgenden push-forward in die aktuelle Konfi-
guration.



162 II. EIN ALLGEMEINES PRINZIP DER VIRTUELLEN ARBEIT

in das Zwischenergebnis
Divg(JnF~T) = J divg(n) + Jb%na, (2.4.39)

iberfiihren kann. Der letzte Term in (2.4.39) wird zu null, da gilt na, =
nf(ag - a,) = 0. Setzt man (2.4.39) nun in (2.4.27), ein und beachtet, daf
h = 0 aufgrund der ersten Invarianzbedingung gilt, so folgt

divs(n)+p =0, mit p=J'f. (2.4.40)

Die Bezeichung p fiir den Flidchenlastvektor entspricht der traditionellen
Schreibweise in der Schalentheorie. Dafs sich diese Schreibweise mit anderen
Definitionen (z.B. Impulsdichte p) tiberschneidet, ist hier leider nicht zu
vermeiden. In Komponentendarstellung 148t sich (2.4.40) in Form von 3
Komponentengleichungen darstellen. Dies sind

n*Plg —¢Pbg + p* =0,

2.4.41

Bezieht man nun noch das Resultat ¢® = 0 aus der zweiten Invarianzbe-
dingung ein, so erhilt man die {iblichen Gleichgewichtsbedingungen fir die
Membranschale

af o
+p* =0
( nlp +p (2.4.42)

naﬂba(_’, +p3 == O.

4.2.7 Push-pull-Abbildungen in der Schalentheorie

Die Aquivalenz der Struktur von Membranmodell und klassischem 3-dimen-
sionalen Kontinuumsmodell legt nahe, daf sich in beiden Fallen Lagran-
gesche und ,Eulersche Beschreibungen durch pull-back und push-forward
ineinander iiberfithren lassen. Solche Abbildungen sind in der Schalentheorie
bisher nicht zu finden. Dieses liegt wohl an der uniibersichtlichen Struktur
der traditionellen Komponentenschreibweise, die eine effektive Anwendung
solcher Abbildungen unméglich macht.

Geht man von der virtuellen Arbeit des Spannungstensor n aus, die durch

n - grads(6x) = nP « 6x,5 = nP - 8a, (2.4.43)
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beschrieben wird, so 148t sich durch Einsetzen der Komponenten von n die
Schreibweise

. 1
n - gradg(6x) = n*Pa, - dag = i—n“ﬁéaaﬂ (2.4.44)

finden. Die rechte Seite von (2.4.44) ist gleich der linken, da n*# symmetrisch
ist. Gleichung (2.4.44) setzt die Membranspannungen in Beziehung zum Me-
triktensor a = aypa®* ® aP auf der verformten Schalenfliche. Benutzt man
die Metrik A = Ay AT ® AQ der Referenzfliche, sowie deren push-forward
¢ = F,(A) durch den Flachengradienten F, so kann man einen Dehnungs-
tensor v = 3(a — c) definieren. der dem Almansischen Dehnungstensor der
Kontinuumsmechanik entspricht. Man findet dann

1
n - gradg(dx) = Sheda=n-dy, mit y = %(a - F.(A)).
- (2.4.45)

Nutzt man nun die pull-back-Abbildung, um aus y einen Lagrangeschen
Dehnungstensor zu definieren, so findet man

F=F(y) = FTyF = %(aow — Asg)AT® A2, (2.4.46)

Dieser Dehnungstensor entspricht dem Greenschen Dehnungstensor in der
Kontinuumsmechanik. Wendet man die gleiche Abbildung auf die Spannung
n an, so ergibt sich

N = JF'(n) = JF'nF~ " = Jn°®A; @ Aq. (2.4.47)

Die Jacobi-Determinante wird zur Gewichtung von n in (2.4.47) benutzt,
damit die Spannungen in der Referenzkonfiguration auch auf die Flachenele-
mente dieser Konfiguration bezogen werden koénnen. Fiir die virtuelle Arbeit
der Spannungen lassen sich nun folgende dquivalente Ausdriicke schreiben

T «» Gradg(dx) = N « 8" = Jn - by, (2.4.48)

die jeweils die gemischte, Lagrangesche bzw. Eulersche Darstellung repra-
sentleren.

Man sieht an diesem kurzen Beispiel, daf eine Formulierung der Schalentheo-
rie im Stile der Kontinuumsmechanik von der Anwendung der push-pull-Ab-
bildungen und der Lie-Ableitung profitieren kann. Das Auffinden objektiver
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Zeitableitungen von Tensoren, die auf der aktuellen Flache definiert sind,
wird zu einer blofen Anwendung der im ersten Kapitel vorgestellten Opera-
tionen. Die in STUMPF & BADUR [115] aufgefithrten Beziehungen zwischen
Lagrangeschen und Eulerschen Grofen und deren objektiven Raten lassen
sich auf diese Weise herleiten.

4.3 Schalentheorie mit vektorieller Mikrostruktur
4.3.1 (M1) Geometrische und physikalische Struktur

Eine Schale mit vektorieller Mikrostruktur ist eine Membranschale, der in
jedem Flachenpunkt ein Vektor d angeheftet ist. Diesen Vektor nennt man
Zeiger oder Direktor. Das so entstehende Schalenmodell nennt man auch
Direktor-Modell. Die manchmal verwendete Bezeichnung Cosserat-Schale
sollte vermieden werden, da eine Cosserat-Schale ein ganz anderes Schalen-
modell bezeichnet (siehe (4.4)).

Die Basismannigfaltigkeit sei nun M = 8, d.h. die verformte Schalenflache
wird nun als Trdger der Feldgrofen benutzt. Dieses entspricht der sog. Eu-
lerschen Beschreibung in der Schalentheorie. Eine globale Konfiguration der
Direktor-Schale ist durch

g:8—>ExE y~ (x(y),d(y)) (2.4.49)

gegeben, wobei y einen Punkt auf der Fliche 8 darstellt. Es sei angemerkt,
daR eine Erweiterung auf Schalen mit n Zeigern durch Verwendung einer
Konfiguration

q:S—)[EX[Ex...X[E, y'—)(X(Y),dl(Y)a,dn(Y))

geschehen kann. Die globale virtuelle Konfiguration der 1-Direktor-Schale
entspicht (2.4.49), da gilt

Tq(p)(ﬂ': X [E) = Tx(y)[E X Td(y)[E ~2E x E.

Eine virtuelle globale Konfiguration ist dann durch die E-wertigen Felder
(6x,8d) gegeben.
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4.3.2 (M2) Nicht-Lokalitdt der Abbildung

Es wird hier nur ein einfaches Schalenmodell betrachtet. Die lokale virtuelle
Konfiguration ist p