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Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit wird ein Konzept zur Simulation grofier elastischer Verzerrun-
gen bei Orthotropie erarbeitet. Hierzu wird eine Verzerrungsenergiefunktion entwickelt,
welche zur Beschreibung allgemeiner Deformationszustédnde geeignet ist und nur wenige
Materialparameter enthilt. Die irreduzible Funktionalbasis der Verzerrungsenergiefunkti-
on reflektiert die geometrische Beschaffenheit einer Deformation im représentativen Vo-
lumenelement. Dadurch lassen sich die fiir Isotropie formulierten Konzepte der Polykon-
vexitdt und der Coercivitit, welche die Existenz einer Losung des strukturmechanischen
Variationsproblems gewahrleisten, auf Orthotropie iibertragen. Die Tensorgeneratoren be-
rechnen sich als Gradient der Funktionalbasis und sind ebenfalls irreduzibel.

Zur Beschreibung sehr grofler Dehnungen wird zunichst fiir ein isotropes Kontinuum
eine Verzerrungsenergiefunktion vorgeschlagen, die auf einer exponentiellen Abbildung in
den Hauptinvarianten beruht. Diese bildet den physikalisch motivierten Grundgedanken,
dafl unendliche Spannungen durch gegen unendlich strebende Verzerrungen hervorgerufen
werden, adaquat ab und enthélt das kompressible MOONEY-RIVLIN Modell als Sonderfall.
Die zur Simulation sehr grofler Dehnungen auf einer exponentiellen Abbildung basieren-
de Verzerrungsenergiefunktion wird auf ein orthotropes Kontinuum iibertragen. Auch mit
dem Sonderfall eines linearen Ansatzes in der Integritétsbasis lassen sich grofie Dehnungen
beschreiben und fiir viele ingenieurwissenschaftliche Anwendungen gute Ergebnisse erzie-
len. Dieser Ansatz wird auf eine kontinuumsbasierte Schalenkinematik angewendet und
anschlieflend in das Programmsystem FEMAS 2000 implementiert. Die Leistungsstarke
des Modells wird an einigen Beispielen aufgezeigt.

Summary

The following thesis deals with the formulation of a new material model for a large strain
analysis of orthotropic shells. The proposed stored energy function depends only on a less
number of material parameters. The irreducible functional basis reflects the geometrical
properties of a deformation. This allows the transfer of concepts like polyconvexity and
coerciveness which were formulated for an isotropic continuum to orthotropy. By the
numerical enforcement of the material model to a continuum based shell kinematics in
FEMAS 2000, the capability of the algorithms proposed is demonstrated by numerical
examples involving large strains and finite rotations.
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Verzeichnis hiufig verwendeter Symbole

Gruppenbezeichnungen

Gruppe der allgemeinen linearen (3 x 3)-Matrizen

alle linearen Matrizen mit positiver Determinante M3 = {F € M?; detF > 0}
alle orthogonalen Matrizen mit QQ” =1 und Q € @°

alle eigentlich orthogonalen Matrizen @i ={Q € 0% detQ = +1}

alle symmetrischen Matrizen C = CT, C ¢ §?

alle symmetrischen Matrizen mit positiver Determinante detC > 0, C ¢ S:;

Kontinuumsmechanik

f, ¢
Q, Q¥
X, x
el 02 e3
iy, ig, 13
Gi, g
Gi, gi
6;‘: €ijk
Gij, ij
Gij’ gij
G, g
F=V¢p

trFTF
CofF
J = detF
C, B

7

v
, Q, Q

*HEa

IC) EC) mC

w9

einfach zusammenhéngendes Gebiet 2 (unverformt) bzw. Q¥ (verformt)
das Innere des Gebietes £ bzw. (2%

Ortsvektoren mit X = X*(0',02,0%)i; bzw. x = p(X) = 2(0!,02,0%) i;
allgemeine krummlinige Koordinaten
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kovariante Basisvektoren als Tangentenvektoren an ©% ¢ =1,2,3
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KRONECKER Delta, Permutationstensor

kovariante Metrikkomponenten beider Konfigurationen
kontravariante Metrikkomponenten G¥ = (Gy;)7!, ¢¥ = (g;)~
Determinante mit G = detG;; bzw. g = detg;;

Identitit = G; ® G' =g; ® g°

Deformationsgradient F = RU = VR; V¢ = dx/0X
Singuldrwerte v; = /A; mit A; = A\ (FTF)

1

Spur eines Tensors trFTF = ||F||? mit der L>-Norm ||...||?
Cofaktor-Matrix CofF = (detF) F~T
Determinante

rechter bzw. linker CAUCHY-GREEN Tensor C = FTF, B = FF7T,;
C=C;G G =y9,;G'®G’, B=_G"Yg; ®g;; Figenwerte \; = A\;(F'F)
rechter bzw. linker Strecktensor U = C!/2, V = B1/2

Rotationstensoren mit R, Q, Q € @i

GREEN-LAGRANGE Verzerrungstensor E = 1/2(C — G)

ALMANSI Verzerrungstensor e = 1/2(g — B™') und e = F TEF™; ¢, = Ey;
Hauptinvarianten des rechten CAUCHY-GREEN Tensors:

Ic =trC, Ic = trCofC, ¢ = detC

wahre CAUCHY Spannungen

KIRCHHOFF Spannungstensor 7 = J o

1. PIoLA-KIRCHHOFF Spannungstensor P = 7 F~7

2. P1oLA-KIRCHHOFF Spannungstensor S = F-lr F~T; §9 = 79

Materialmodellierung

W

a

()

Verzerrungsenergiefunktion W = W (F) = W(C) = W(E)
Isotropie: W = W(B) = W(l¢, I, lic) = W(h, Az, M)

objektive Zeitableitung
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materielle Zeitableitung

Elastizititstensor C = C* G; ® G; ® G, ® G, = C* iy, ® ia; @ iag @ ia
C¥* Komponenten nach der linearen Theorie
CZH Richtungsabhingige Komponenten nichtlineare Theorie
ia;,ga;  DBasisvektoren ausgerichtet nach den Hauptmaterialrichtungen
unverformte Konfiguration: orthonormiertes Bezugssystem {iaq, ias, 1a3 }
verformte Konfiguration: beliebige Langen und Winkel {gA1,8A2,8A3}
Gx Gruppe symmetrischer Transformationen Gy C O?
R, Spiegelungen an der Ebene senkrecht zur bevorzugten Richtung is;; ¢ =1,2,3
DY EULERsche Drehmatrizen um die Achse ia; mit 0 < ¢ < 27; i=1,2,3
o Faserwinkel cosa = ix;- G,/vVGi1
Iy A LAME Konstanten .
7 Schubmeodul: Orthotropie 12, fig3, t31; Transversale Isotropie yy, puy
E Elastizitdtsmodul: E\,E,, E3 Ey,E
v Querkontraktionszahl: V1o, Uas, V3 Y|, VL
L, I Modifizierte Hauptinvariante
Orthotropie: Iy, Iy, I3, I3, fl23, I3;; Transversale Isotropie: Iy, I, I}, I,
M; Strukturtensoren M; =i, ® ia;; My + Mo+ M; =1
Mg, Tensorgenerator Mg = IcI — C7;
Orthotropie M¢;, My, Mcs; Transversale Isotropie Mc;, Mc |
Mcy Tensorgenerator Mgy = HcC™!
r'(J) Konvexe Funktion in den Volumeninderungen J =/l
Li(J3) Konvex in den Lingeninderungen J; = +/I;, i=1,2,3
[i(Jx)  Konvex in den flichenhaften Deformationen Jj, = /Iy, 1 #j #k
Schalenkinematik
H Schalendicke
X, x Ortsvektor, kinematische Annahme: x = x + ©3x: ||:1c|| #1
0 1
(...),(...) GroBen der Schalenmittelfliche, Groen in Direktorrichtung
A, A; Tangentenvektoren der Schalenmittelfliche, Normaleneinheitsvektor
E 2D-Verzerrungstensor E = E;; A'® AJ; Ej; = Lo?ij + @32?@- + (93)2]371]‘
Z Shifter Z = G; ® A’

Finite Element Formulierung
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%
N

E
N(G), a

KTJ Pi) Pa

lfT: Pi; Pa
k7, Ps
0V, du

Knotenwerte des Finiten Elementes
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Bilineare Formfunktionen

Zusétzliche (inkompatible) Verzerrungsmoden
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entsprechende Gréflen auf Elementebene

Groflen der Elementsteifigkeitsbeziehung infolge angereicherter Verzerrungen
Weggroflenelemente (System-), Verschiebungsfreiheitsgrade (Elementebene)



Kapitel 1

Einfiihrung

Motivation

Anisotrope Materialien finden seit vielen Jahren, iiberwiegend in Form von faserverstérk-
ten Kunststoffen, die durch eine hohe Festigkeit bei zugleich geringem Gewicht gekenn-
zeichnet sind, Anwendung in der Technik. Ihr Vorteil liegt darin begriindet, daf} ihre
Werkstoffeigenschaften nahezu beliebig konstruiert und sie damit optimal fiir die erfor-
derliche Lastabtrags- und Funktionstiichtigkeit eines Tragwerks angepafit werden kénnen
(Braun 1995; Schultz 1996; Schréder 1996; Gruttmann 1996; Basar & Ding 1997). Dabei
sind die meisten praxisrelevanten Fille anisotropen Materials orthotrop oder transversal
isotrop.

Das Interesse und der Bedarf an einem zuverldssigen Modell zur Simulation grofier De-
formationen in Strukturen mit richtungsabhingigem Materialverhalten nimmt auch bei
fachiibergreifenden Disziplinen, beispielsweise in der Biologie und der Medizin zur Model-
lierung von Blutgefidfilen, Muskeln oder des Trommelfells stetig zu. Bei gummiartigen Stof-
fen konnen durch die Einbeziehung des richtungsabhéngigen Materialverhaltens gezielt
neue Hochleistungswerkstoffe konstruiert werden, beispielsweise zur Erstellung von Damp-
fern oder Verbesserung der Reifentechnik. Damit solch komplexe Strukturen mit einem
breitgefacherten Anwendungsspektrum in den Ingenieurwissenschaften eingesetzt werden
kénnen, sind Konzepte und Methoden der Mathematik sehr niitzlich. Eine Schliisselrol-
le zur Beschreibung grofier reversibler Verzerrungen spielen die Begriffe Polykonvexitét
und Coercivitit, deren Zusammenspiel die Existenz einer Lésung fiir das numerisch, mit-
tels der Methode der Finiten Elemente, umzusetzende Variationsproblem gewihrleistet.
Bei der Behandlung einer gegebenen Anisotropie ist das Erstellen einer geometrisch und
physikalisch sinnvollen, irreduziblen Funktionalbasis aus Invarianten ein Kernproblem. Ist
eine solche Funktionalbasis aber erst einmal erstellt, ist sie allgemein einsetzbar und kann
beispielsweise auch zur Modellierung der Bewehrung im Stahlbetonbau verwendet werden.
Ein wichtiges Anwendungsgebiet zur Simulation grofier Dehnungen in anisotropen Struk-
turen sind biologische weiche Materialien mit dem Ziel der Verbesserung von Implantaten
und der Entwicklung neuer Behandlungsstrategien in der Medizintechnik. Hier konnten
bei den Blutgefifien schon erste Erfahrungen gesammelt werden.



2 Kapitel 1. Einfiihrung

Biologische Strukturen weisen nicht nur eine evolutionsbedingte optimale Funkti-
onstlichtigkeit auf, sondern auch eine zumeist hohe Flexibilitét beziiglich ihres Einsatzbe-
reiches. Wird beispielsweise eine Vene in die Stromungsbahn einer Arterie eingepflanzt, so
wird die Venenwand allméhlich zur Arterienwand umgebaut, d.h. die Dicke der Gefdwand
pafit sich den verdnderten Druckverhiltnissen an. Der mittlere Blutdruck eines jungen
Erwachsenen betriagt bei einer Vene 2 kPa, in einer Arterie 10 — 13 kPa. Grofle reversi-
ble Verzerrungen treten infolge von Dehnung und Kontraktion der Muskelfasern in der
Gefafiwand auf. Die Anordnung der Muskelfasern bewirkt die Richtungsabhéngigkeit des
Beanspruchungsverhaltens der Struktur.

o Myosinfilament

Entspannt e /J<— Aktinfilament
— il
—< ——— >
R N~
Kontrahiert - 7 Querschnitt
< —— o o o 0
vd S N se'ee
S d eleleie’e
— ele 0’0
\ Z-Scheibe s’ e
ol
o
Sarkomer

Abb. 1.1: Strukturdarstellung eines Muskels

Eine Muskelfaser! besteht aus Eiweifistrukturen, die sich aufgrund ihrer Proteinkompo-
sition in diinne Aktinfilamente und dicke Myosinfilamente einteilen lassen (Abb. 1.1).
Jeweils mehrere dicke und diinne Filamente sind in der Muskelfaser in gewissem Ab-
stand hintereinandergeschaltet, so dal die Léngeninderung der Muskelfaser nach der
Gleitfilament- Theorie als Folge von Langenanderungen unzihliger hintereinandergeschal-
teter Sarkomere? durch das teleskopartige Ineinandergleiten der Aktin- und Myosinfiden
resultiert (Buddecke 1989; Weineck 1988).

Bei gummiartigem, oder biologisch weichem Material kann aufgrund vernachléssig-
bar kleiner Hysterese-Effekte elastisches Materialverhalten postuliert werden. Das Ver-
nachléssigen der Geschwindigkeitsabhingigkeit des an sich viskosen Materials erlaubt
die Formulierung einer Potentialfunktion zur Simulation grofler, reversibler Verzerrungen.

1Bei den Muskelfasern wird zwischen einem lingsverlaufenden und einem querverlaufenden Rhren-
system unterschieden; zwischen beiden Systemen besteht keine direkte Verbindung.

2Die Struktur- und Funktionseinheit zwischen zwei Z-Membranen wird als Sarkomer bezeichnet und
stellt mit einer Linge von 1.5 pm die kleinste kontraktile Einheit im Muskel dar. Eine Kontraktion fiihrt
zu einer Verkiirzung des Sarkomers um ca. 0.5 pm; bei einer Dehnung verringert sich die Uberlappung
der Aktin- und Myosinfilamente und ein Sarkomer kann eine Linge von iiber 3.0 um erreichen. Die
Lange der Aktin- und Myosinfiden 4ndert sich dabei nicht. Der molekulése Mechanismus beruht auf
einer reversiblen Komplexbildung zwischen Aktin und Myosin, welche durch die Konzentration freier
Kalziumionen gesteuert wird.



Schidigungs- und Deteriorationsaspekte infolge von Strukturénderungen, die aus Krank-
heit oder Alterungsprozessen folgen, bleiben unberiicksichtigt. Es werden quasistatische
Zustidnde vorausgesetzt.

Zielsetzung der Arbeit

Das Ziel der Arbeit besteht darin, ein Materialmodell zu entwickeln, das zur Simula-
tion grofler Deformationen in orthotropen Strukturen geeignet ist. Das Erstellen eines
ingenieurwissenschaftlichen Modells fordert eine Vielzahl von Annahmen hinsichtlich des
Materialverhaltens und der Kinematik. Viele der bisher vorgeschlagenen konstitutiven
Beziehungen versagen bei der Simulation biologisch weichen Gewebes oder aber sie sind
mathematisch so komplex, dafl ihr praktischer Einsatz schwierig ist (Vorp, Rajagopal,
Smolinski & Borovetz 1995). Schon die Behandlung finiter Dehnungen bei Isotropie er-
fordert eine sehr komplexe mathematische Umgebung. Dennoch kann bei Isotropie die
Existenz einer Losung des strukturmechanischen Variationsproblems gewihrleistet wer-
den, wenn die Verzerrungsenergiefunktion bei hyperelastischem Material polykonvex ist
und der Coercivitdtsungleichung geniigt (Ball 1977; Ciarlet 1988), zwei Bedingungen, auf
deren grofie Bedeutung im Laufe der Arbeit ausfiihrlich eingegangen wird.

Bei anisotropen Strukturen ist schon bei kleinen Verzerrungen das Beanspruchungsverhal-
ten wesentlich komplexer als bei Isotropie. Hier fiihrt eine reine Schubbelastung zu Deh-
nungen, Gleitungen und Volumendnderungen; ein hydrostatischer Spannungszustand ruft
ebenfalls Dehnungen und Gleitungen hervor. Das Argument der orthotropen Verzerrungs-
energiefunktion ist eine irreduzible Funktionalbasis, welche die Symmetrieeigenschaften
des Materials widerspiegelt. Damit das Modell vielseitig einsetzbar ist, steht die Simula-
tion allgemeiner Deformationszustinde im Vordergrund. Auf vereinfachende Annahmen
wie die vielfach in diesem Zusammenhang verwendete Inkompressibilitdtsbedingung wird
daher verzichtet®. Die irreduzible Funktionalbasis soll in der Form motiviert werden, da8
die fiir Isotropie entwickelten Konzepte der Polykonvexitdt und Coercivitit, die zur Si-
mulation grofler Verzerrungen sinnvoll sind, auf Orthotropie iibertragen werden kénnen.
Anschlieffend wird das Materialmodell auf eine kontinuumsbasierte Schalenkinematik an-
gewendet. Daher konnen grofle Deformationen in Strukturen beliebiger Dicke simuliert
werden?.

3Gummiartiges und biologisch weiches Material verhilt sich in einigen Situationen nahezu inkompres-
sibel. Deshalb werden in vielen Modellen die volumetrischen Deformationen vernachlissigt und das Mate-
rialverhalten vereinfachend als inkompressibel angesehen (Humphrey 1995; Holzapfel, Eberlein, Wriggers
& Weizsicker 1996; Fung 1993). In einem Experiment wiesen CHOUNG und FUNG jedoch eine nennenswer-
te Volumeninderung der Wand einer Aorta nach, ein Indiz fiir die existierende schwache Kompressibilitit
der GefaBwand (Vorp, Rajagopal, Smolinski & Borovetz 1995).

“Eine klassische Schalentheorie vom Typ KIRCHHOFF-LOVE oder REISSNER-MINDLIN basiert auf ei-
nem ebenen Spannungszustand und postulierter Dehnungsfreiheit in Dickenrichtung. Diinne bis moderat
dicke Strukturen werden bei kleinen Verzerrungen vereinfacht durch Funktionen der Mittelflachenkoordi-
naten bei héchstens linear verinderlichen Dehnungen und Spannungen iiber die Tragwerksdicke beschrie-
ben (Bagar & Kriitzig 1985). Auf genauere Approximationen des 3D-Kontinuums wird in (Koiter 1960;
Zerna 1967; Kritzig 1971; Naghdi 1972) eingegangen. Bei anisotropen Strukturen mit kleinen Verzerrun-
gen lassen sich mit dem, auf einem ebenen Spannungszustand basierenden, LEKHNITSKII Formalismus
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Gliederung

Die vorliegende Arbeit gliedert sich neben dieser Einfithrung in acht weitere Kapitel.

Die Kontinuumsmechanischen Grundlagen werden in Kapitel 2 bereitgestellt. Dabei
steht die nichtlineare Deformationsbeschreibung dreidimensionaler Kontinua bei einer LA-
GRANGE Betrachtungsweise im Vordergrund.

Ausgehend von den allgemeinen Prinzipien zur Formulierung eines makroskopischen Ma-
terialmodells liegt der Schwerpunkt in Kapitel 3 bei der Behandlung reversiblen Mate-
rialverhaltens.

Die Simulation grofier elastischer Verzerrungen ist durch den physikalischen Gedanken mo-
tiviert, dal unendliche Spannungen aus gegen unendlich strebenden Verzerrungen hervor-
gerufen werden. Diese Annahme 148t sich bei Hyperelastizitit in Restriktionen beziiglich
des Aufbaus der Verzerrungsenergiefunktion umsetzen. Die Erlduterung der in diesem
Zusammenhang stehende Begriffe wie Polykonvezitdt und Coercivitit ist Gegenstand des
4. Kapitels. Dariiberhinaus wird auf die exponentielle Abbildung eingegangen.

In Kapitel 5 wird eine polykonvexe Verzerrungsenergiefunktion entwickelt, die auf einer
exponentiellen Abbildung in den Hauptinvarianten basiert und die Coercivititsunglei-
chung erfiillt. Damit lassen sich finite Verzerrungen bei allgemeinen Deformationen mit
wenigen Materialparametern physikalisch sinnvoll beschreiben.

Zur Beschreibung eines richtungsabhéngigen Beanspruchungsverhaltens wird in Kapi-
tel 6 eine irreduzible Funktionalbasis vorgeschlagen, die durch das Grenzverhalten ortho-
tropen Materials bei finiten Verzerrungen motiviert ist und die geometrische Beschaffen-
heit einer Deformation beriicksichtigt. Sie ermoglicht die Ubertragung der fiir die Isotropie
entwickelten Konzepte der Polykonvexitét und der Coercivitdt auf eine orthotrope Ver-
zerrungsenergiefunktion.

Das Materialmodell wird auf die in Kapitel 7 beschriebene, kontinuumsbasierte Schalen-
kinematik mit einem linearen Verschiebungsansatz angewendet und mittels der Methode
der Finiten Elemente numerisch umgesetzt. Dabei auftretende Locking-Effekte werden
durch diverse Stabilisierungsalgorithmen beseitigt.

Anhand einiger Beispiele wird die Leistungsfahigkeit des erstellten Materialmodells-und
der implementierten Algorithmen in Kapitel 8 aufgezeigt.

In Kapitel 9 werden die erzielten Ergebnisse zusammengefafit und abschliefend wei-
terfiihrende Problemstellungen aufgezeigt.

bzw. dem, auf einem ebenen Verzerrungszustand basierenden STROH Formalismus besonders bei einer
durch Singularititen geprigte Aufgabenstellung gute Ergebnisse erzielen (Ting 1996).



Kapitel 2

Grundlagen der
Kontinuumsmechanik

Den allgemeinen Rahmen zur Modellierung von Materialeigenschaften bildet die Kontinu-
umsmechanik, eine makroskopische Theorie mit der Annahme, dafl die Materie im Raum
kontinuierlich verteilt ist. Ein reprasentatives Volumenelement wird losgelést von einem
materiellen Korper betrachtet. Alle Aussagen iiber individuelle Materialeigenschaften sind
Beziehungen zwischen lokalen Kraftwirkungen und lokalen Deformationen vor dem Hin-
tergrund der Bilanzgleichungen, den universalen Naturgesetzen der Mechanik.

Die Darstellung der kontinuumsmechanischen Grundlagen erfolgt in tensorieller Absolut-
schreibweise. Es gilt die EINSTEINsche Summationskonvention fiir gegenstdndig indizierte
Groflen. Lateinische Indizes stehen fiir das Wertetripel {1, 2,3}, griechische Indizes neh-
men die Werte {1, 2} an.

Die Beschreibung der Kinematik orientiert sich weitgehend an den Arbeiten von (Ciarlet
1988; Bagar & Weichert 2000; Green & Zerna 1968; Ogden 1984; Truesdell & Noll 1992).

2.1 FRECHET Ableitung

Das Differentialkalkiil wird im dreidimensionalen reellen EukLIDischen Vektorraum R®
verwendet sowie im Raum der reellen skalarwertigen Funktionen und der allgemeinen
Matrizen M3,
X und Y stellen reelle normierte Vektorraume dar. Eine Abbildung f : @ C X — Y, defi-
niert im offenen Gebiet 2 des Raumes X mit Werten in Y, ist im Punkt a differenzierbar,
wenn die FRECHET Ableitung f’(a) im Raum L£(X;Y") existiert, d.h. es gilt:
fla+h)=f(a) + f'(a)h + o(h) mit }lli_r)r‘ljo—(hh—) =0. (2.1)
Die Notation o(h) = ||h|| e(h) stellt das Restglied der TaAyLOR-Formel dar, welches mit
lim,,pe(h) = 0 gegen Null strebt. Vielfach kann f'(a) € £L(X;Y) als GATEAUX Ableitung
in Richtung eines beliebigen Vektors A in X berechnet

fla+6h)—fla) d
= flaton)| €Y (2.2)

f(a)h = lim

850 g
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und iiber die partiellen Ableitungen
. o . :

fl(@)h=0;f(a) ' mit §;f(a) = % € L(X%Y) (2.3)
firalle h = (h!, h?, A%) € X' x X? x X% = X hinsichtlich der Koordinaten ©* zerlegt wer-
den. Voraussetzung ist, dafl sich X als solches kartesisches Produkt von reellen normier-
ten Vektorriumen X* schreiben 1a8t. Aus der FRECHET Differenzierbarkeit ergibt sich
die GATEAUX Ableitung in jede Richtung h. Die Umkehrung ist im allgemeinen nicht
zuléissig.

Mit ¥ = R berechnet sich die Ableitung einerreellwertigen Funktion f : 2 C X — R, die
im HILBERT Raum X definiert ist, aus dem inneren Produkt

f'(a) = (gradf(a), h). (2.4)
Hierdurch wird gradf(a) definiert. Fiir den Raum X = R® mit dem Skalarprodukt
a-b = a b resultiert

'(a) b = grad f(a)n = 2L

Entsprechend gilt fiir eine Funktion auf dem Raum X = M?® mit dem matriziellen inneren
Produkt A:B = trATB fiir quadratische Matrizen A, B € M3

' _Of vy Of
f'(A)H = 2 (A):H = 5.

h; V he R®. (2.5)

(A)H;; YV HeM®. (2.6)

2.2 Kinematik

Im dreidimensionalen EuKLIDischen Raum R3 kann jeder Punkt X mit seinem Ortsvektor

X = X'(0!,0% 6%i, (2.7)
mittels krummliniger, konvektiver Koordinaten ©7 identifiziert und abhingig von einer
orthonormierten Bezugsbasis geschrieben werden.

Mit Hilfe des Tensorkalkiils werden finite Deformationen eines materiellen Punktes X €
der Referenzkonfiguration in seine verformte Lage z = ¢(X) € (0¥ beschrieben. Die De-
formationen sollen hinreichend glatt, injektiv und orientierungsbewahrend im Innern des
Gebietes ) (also Q) sein. Infolge Selbstkontakt des festen Kérpers kann die Injektivitit
nur auf dem Rand O verloren gehen. Selbstdurchdringung der deformierbaren festen
Struktur im Inneren des einfach zusammenhingenden Gebietes §2 ist auszuschlieflen.
Die Notation sieht vor, daff grole Buchstaben Gréflen der unverformten Referenzkonfi-
guration beschreiben sowie kleine Buchstaben Gréflen der aktuellen Momentankonfigura-
tion!. Entfillt die Unterscheidung zweier Konfigurationen iiber die Groff- und Kleinschrei-
bung, wird fiir den verformten Zustand zusitzlich die Deformation ¢ als hochgestellter
Index eingefiihrt.

Die differentialgeometrischen Elemente des unverformten bzw. verformten Kontinuums
(Abb. 2.1) berechnen sich wie folgt:

!Eine Ausnahme bildet der linke CAUCHY-GREEN Tensor B und der linke Strecktensor V, zwei rium-
liche Verzerrungstensoren.
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Abb. 2.1: Unverformte und verformte Konfiguration

Die kovarianten Basisvektoren sind die Tangentenvektoren an die konvektiven, krummli-
nigen Koordinatenlinien

0xX, ozt .

G'J' = 6—@-7 ¥ bzw. g; = 5@ 1;. (28)
Ihr Skalarprodukt ergibt die kovarianten Komponenten des Metriktensors

Gij = GG, bzw.  gi; =g:g;. (2.9)
Das KRONECKER Delta &} reflektiert die Orthogonalititsbeziehungen der dualen Basen

(5; = ij Gik = GJ"Gi = gj-gi. (210)
Die kontravarianten Komponenten der Metrik sind

G = (Gy) ' =G-“GI baw. ¢ =(g;) " =g'g’. (2.11)

Mit der Regel vom Herauf- bzw. Herunterziehen der Indizes folgen die kontravarianten
Basisvektoren

G' =GV G; bzw. g'=g"g;. (2.12)
Die Determinante gibt das Volumen des durch die kovarianten Basisvektoren aufgespann-
- ten Parallelepipedes an

G = (G1 x G2)-Gg bzw. g = (g1 X 82)'8s - (2.13)
Der Identitatstensor wird iiber das dyadische Produkt der gegenstindig indizierten Basen
eingefiihrt

I=i,RI'=G=G;®G'=g=g,®¢g". (2.14)

Deformationsgradient. An jedem Punkt der verformten Konfiguration werden lokale
Deformationen iiber drei Tangentenvektoren 9;¢(X) erfafit, die sich als partielle Ablei-
tung nach den materiellen Koordinaten X7 berechnen. In der Terminologie der Differen-
tialgeometrie definieren sie den Tangentenvektorraum am Punkt X der Mannigfaltigkeit
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int ¢ (). Als FRECHET Ableitung der Abbildung ¢ reprisentieren sie den Deformations-
gradienten F = V¢ mit den neun unabhéngigen Komponenten (V¢);; = 9; ¢;. Aufgrund
der Restriktion auszuschlieBender Selbstdurchdringung wird eine positive Determinante
des Deformationsgradienten gefordert

oz oz o0k

F=-—-1i®1j:@li®ml

5% ;=g ®G’ und FeM}. (2.15)

Gewdhnlich wird der verformte Zustand iiber den Verschiébungsvektor u bzw. der Defor-
mationsgradient iiber den Verschiebungsgradienten Vu € M? ausgedriickt

x=¢p=X+u bzw. V¢=I+Vu:g%. (2.16)

Abb. 2.2; Volumen-, Flichen- und Linienelement in der unverformten und verformten Konfi-
guration

Die Beschreibung finiter Deformationen kann in zwei verschiedenen Betrachtungsweisen
erfolgen. Bei einer LAGRANGE Betrachtungsweise wird jedem materiellen Punkt X zur
Zeit t, iiber eine tensorielle Abbildungsvorschrift ein Punkt z der Momentankonfiguration
zur Zeit t zugeordnet

z = (X, t) XeQ, ze€Q%. (2.17)

Analog wird bei einer EULER Betrachtungsweise jedem raumlichen Punkt z, der zur Zeit
t auf der aktuellen Momentankonfiguration definiert ist, iiber die inverse Abbildungsvor-
schrift sein entsprechender Punkt X auf der Referenzkonfiguration zugewiesen

X =Yz, ). (2.18)

Im Rahmen dieser Arbeit wird eine LAGRANGE Betrachtungsweise verwendet.

Volumenelement

Fiir eine addquate Deformationsbeschreibung ist es erforderlich, Transformationsbezie-
hungen zwischen der unverformten und verformten Konfiguration aufzustellen. Invariante
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Groflen des verformten Kontinuums werden daher in Grofien des unverformten Zustandes
ausgedriickt (Abb. 2.2).
So kann die Volumenberechnung fiir ein deformiertes Kontinuum B%

volBY = dv? = Vg 40 de’ deF (2.19)
Be Be
iiber eine Substitution des Integrationsbereiches
dv¥ g
J = detF = — G (2-20)
auf eine Berechnung in der Referenzkonfiguration transformiert werden
volBY = / J dv. (2.21)
B
Linienelement

Im dreidimensionalen Kontinuum beinhaltet die Metrik (2.9) alle Informationen Giber die
Absténde einzelner Punkte im Raum. Mit dem iiber das Differential des Ortsvektors
dX = G, d©" aufgebauten differentiellen Linienelement

ds = {dXT-dX}'? = \/G;; 46 d67 in X =X(0!,6%e% (2.22)

resultiert der Abstand s zweier Punkte einer beliebigen, iiber ¢ parametrisierten Raum-
kurve.

tr
5= / \/ Gij ©67 dt Oidt = 4o (2.23)
to

Das differentielle Linienelement ds in Gleichung (2.22) wird in der Differentialgeometrie
als 1. Fundamentalform der Mannigfaltigkeit bezeichnet.

Im deformierten Kontinuum kann das Differential des Ortsvektors dx = F dX {iber den
rechten CAUCHY-(GREEN Tensor

C=FTF = Ci; G'QG! mit C;; =g¢;; und C € Si (2.24)

auf die Referenzkonfiguration bezogen werden, so da8 sich ein differentielles Linienelement
ds¥ iiber die Metrik der verformten Konfiguration bestimmen l4ft

ds? = {dx" dx}'/? = {dXTC X} = \/g;; dO7dO7 . (2.25)

Fiir den Abstand zweier Punkte entlang der deformierten Raumkurve folgt

t
5% :/\/g,-j ©i0idt  mit ©dt = dO'. (2.26)
to

Der linke CAaucHY-GREEN Tensor lautet
B=FF'=GYg;®g; mit B €S . (2.27)
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Starrkdorperbewegungen werden iiber eine affine kontinuierliche Abbildung
p(X)=a+QX (2.28)

charakterisiert mit der Translation a € R® und der Rotation Q € @_3,,. Da Starrkorperbe-
wegungen keinen Einflufl auf den Verzerrungszustand haben, korrespondieren zwei Defor-
mationen ¢ und %), die sich mit

o(X) = a+Quyp(X) (2.29)
ineinander iiberfiihren lassen, zum selben rechten CAUCHY-GREEN Tensor
C=Ve'Ve=(QVy)T(QVY) =VpTVy firalle X €Q. (2.30)

Polarzerlegung. Der geometrische Charakter einer Deformation wird iiber eine Po-
larzerlegung des Deformationsgradienten F in einen Rotationstensor R € @i und einen
symmetrischen, positiv definiten Strecktensor U,V € S3> sichtbar

F=RU=VR. (2.31)
Eine Singuldrwertzerlegung des Deformationsgradienten
3
F=Q {Z % (FTF) n; ® Ni} QT (2.32)
i=1

mit Q, Q € @1 zeigt, dafl die CAUCHY-GREEN Tensoren

3 3
C:Q{Z)\i Ni®N,-} Q7 und B:Q{Z,\i ni®nz}QT (2.33)
i=1 i=]1
mit den Eigenwerten )\; = A\ (FTF) des symmetrischen Tensors C = F?F orthogonal
dquivalent sind:

B = RCRT mit R=QQT. (2.34)
Gleiches gilt fiir die Strecktensoren U = vC und V = vB.
Die Singuldrwerte des Deformationsgradienten entsprechen den Eigenwerten der Streck-

tensoren und berechnen sich als reelle Wurzeln in den Eigenwerten der CAUCHY-GREEN
Tensoren

vi = V. (2.35)

Verzerrungstensoren. Die Differenz zwischen den Quadraten eines differentiellen Li-
nienelementes der verformten und unverformten Konfiguration definiert den GREEN-
LAGRANGE Verzerrungstensor mit ( ds?)? — (ds)?

E=}(C-G)=3(5-Gy)G'®G. (2.36)
Er gliedert sich in die Familie der Verzerrungstensoren
E™(U) :== (U™ -G) fir m>0
(2.37)

e™(V) = (V" —g) fir m<0
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mit m =2 ein. Fir m = -2 folgt der ALMANSI Verzerrungstensor. Eine pull-back
Operation des ALMANSI Verzerrungstensors bzw. push-forward Operation der GREEN-
LAGRANGE Verzerrungen

¢*(e)=FTeF bzw. ¢, E)=FTEF!, (2.38)
zeigt, daf die kovarianten Komponenten beider Betrachtungsweisen identisch sind
Eij = eij =5 (95 — Gij) - (2.39)
Fiir den Grenzfall m = 0 resultieren die HENCKY Verzerrungen
H:=IhU bzw. h:=InV. (2.40)
Flidchenelement

Eine beliebige, einfach zusammenhéngende Fliche F C R? wird tiber zwei krummlinige
Koordinatenlinien ¢! und ¢? auf dem Gebiet Q C R? parametrisiert. Der Inhalt einer
geschlossenen Fliche

0X 00X

area}':/TdA:/f B—GXZ??

berechnet sich mit den Tangentenvektoren A, = 0X/3¢“ und der Fldchennormalen N.

N=9X 00X _ A xA,=|A)[|As] sin® N

d¢tde?. (2.41)

= B_Cl X W =
(2.42)
sin® = 1 — cos2 ® cos® = A1 Az
[A1]l [|A]
Das differentielle Flichenelement dA ist wie folgt darstellbar
X X 1 1,2 ] L 12

Die Kriimmungseigenschaft einer Fliche wird iiber Normalschnitte charakterisiert. Sie
folgt aus dem Grenziibergang X* — X (Abb. 2.3)

1 de® dt dt _ dX

= —_ . dt=—"— 2.44

R ds ds ds N und ¢ ds ( )
mit der Tangente t (2.22), dem Kriimmungsradius R (Bagar & Kriitzig 1985) und mit

t - N = 0 als Quotient der 1. und 2. Fundamentalform der Mannigfaltigkeit
1 dt - dN

R dsz ’

die 2. Fundamentalform lautet dt - dN. Die GAUss-Kriimmung ist {iber den Quotienten

der Hauptkriimmungsradien definiert
1 1

Rmaa: -Rmz'n

und ist eine Moglichkeit, das Membranverhalten von Schalentragwerken zu charakterisie-

ren (Bagar & Kritzig 1985).

(2.45)

K = (2.46)
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Abb. 2.3: Normalschnitt im Punkt X

7= 2R =X

K >0 K=0 K<0
elliptischer Punkt parabolischer Punkt hyperbolischer Punkt

Abb. 2.4: Klassifizierung der Flachen

Eine verformte Flache 148t sich {iber den Cofaktor-Tensor des Deformationsgradienten
CofF = (detF) F~T in die Referenzkonfiguration transformieren

area? — / 449 = / ||[CofF N|| dA. (2.47)
Fe F
Die Orientierung der verformten Fléche wird durch die Normale n beschrieben
CofF N
= 2.48
% = [CofF N|| (2.48)
Invarianten

Auf dem Raum aller Matrizen M3 existiert eine Gruppenwirkung von M? auf M3

w: M x M® — M3 (2.49)
durch die Formel
w(C, Q) =Q'CQ, CeM*, QeQl. (2.50)

Wird C festgehalten und durchliuft Q die Gruppe M?®, bilden alle Matrizen
Q'CQ € M3 die Bahn B¢ der Gruppenwirkung w durch C in M?:

Be:={C=Q!CQ, QeM}. \ (2.51)
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Haufig wird diese Situation eingeschrinkt auf die Gruppenwirkung der orthogonalen
Gruppe (D)i und die symmetrischen Matrizen C € S3>

C - QlcQq, Ccest, Qe0}. (2.52)
Die Invarianten dieser Gruppenwirkung sind beispielsweise die reellwertigen Funktionen

f:S2 R, (2.53)
die auf jeder Bahn der Gruppenwirkung konstant sind

f(C)=f(Q'CQ) firalle Qe 0. (2.54)

Ohne Einschrankung der Allgemeinheit 148t sich ein symmetrischer Tensor, wie der rech-
te CAUCHY-GREEN Tensor C, dargestellt in orthogonal kartesischen Koordinaten, iiber
einen eigentlich orthogonalen Tensor Q € Q% diagonalisieren, d.h. es gilt

3 N
C=> AN;®N; mit ||Ng|=1 und X = )(C). (2.55)
i=1
Jeder zu ihm konjugierte Tensor (Euler & Steeb 1992) bzw. koaxiale Tensor (Bagar &
Weichert 2000) erfiillt das gleiche charakteristische Polynom

det(C — AI) = = X3 + IcA?2 — DA+ Hlc = 0. (2.56)
Die Hauptinvarianten sind die elementarsymmetrischen Funktionen in den Eigenwerten
IC = )\1 + /\2 + )\3

EC = /\1)\2 + )\2/\3 + )\3)\]_ (257)
Oc = MAzAs
und berechnen sich leicht als Polynom in den Grundinvarianten trC, trC?, trC?
IC = trC = an
Ic = trCofC = { [(trC)? — trC? = } (C} €%, — C% CY) (2.58)

IIc = detC = L [(trC)® — 3 trC trC? + 2 trC?%] = e, C C% Ck
mit dem Permutationstensor €.
Unter Verwendung des CAYLEY-HAMILTON Theorems
—C 4+ IcC? - IcC+ HI=0 (2.59)

148t sich eine beliebige Potenz in einem invertierbaren Tensor iiber folgendes Polynom
darstellen

Cp = O:op(bc)]: + Ollp(bc)c + agp(bc)CQ . (260)

Die Koeffizienten aqp,0p, 2, sind polynomial in den  Hauptinvarianten
tc = {Ic, Ic, lIc} fiir ganzzahlige p > 0 und Polynome multipliziert mit (Z¢)P fiir
ganzzahlige p < —1 (Ciarlet 1988).

Fiir die Eigenwerte gilt (Ting 1985; Saywers 1986; Morman Jr. 1986):

Ai = % (Ic+2\/ IC2 —3EC COS%(G"QWZ)) T = 11273 (2'61)
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mit
21c® — 9Icdc + 2711,
cos = ¢ —dlelet 2tllc. (2.62)
2(Ic” - Ic)Y
Eigenprojektion

Bei der numerischen Umsetzung eines in Eigenwerten formulierten Materialmodells? erge-
ben sich in der Regel numerische Schwierigkeiten bei gleichen Eigenwerten. Diese konnen
mit einer Eigenprojektion des Tensors umgangen werden. Die Eigenprojektion C; ist ei-
ne linear unabhingige und normierte Basis bezogen auf k£ unterschiedliche Eigenwerte
Ai = M(C) 1 <4 <k (Bruhns 1992; Ciarlet 1988)

k
C=) MC; fiir 1<k<3. (2.63)
=1
und es gilt

® k=2, )\175A2=A3; Cl=N1®N1 und C2=I—N1®N1 (265)
o k=1, A =X =2 Ci=\I umd I=3Y2 N;®N;. (2.66)
Angewandt auf die Familie der Verzerrungstensoren (2.37) folgt

k k
E™"=3Y f(v,)U; bzw. e™=> f(v»,) V;, 1<k<3
=1 =1
(2.67)

. . #(Uim—].) fiir m7é0
mit  f(v;) := { In v; fiir m=20
mit den Eigenprojektionen U;, V; und der Skalierungsfunktion f(v;), in Abhéngigkeit der
Eigenwerte v;.

Deformationsgeschwindigkeit

Der DeformationsprozeB eines materiellen Punktes X € €2 vollzieht sich mit der Geschwin-
digkeit

dx
T
Wihrend der Deformationsgradient F Anderungen eines differentiellen Linien-, Flichen-
und Volumenelementes beschreibt, reprisentiert der rdumliche Geschwindigkeitsgradient
L die Geschwindigkeit, mit der sich diese Anderungen vollziehen

ov - ov 0 [ ox
L—a—xF, F_LF—aT(—a(gk—). (2.69)

?Literatur: (Barthold 1993; Reese & Wriggers 1995a; Eberlein 1997; Basar, Itskov & Eckstein 1999;
Bagar & Weichert 2000)

v=x(t) = (2.68)
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Er setzt sich aus dem symmetrischen Tensor der Verzerrungsgeschwindigkeit D und dem
schiefsymmetrischen Rotationsgeschwindigkeitstensor W zusammen.
L = i@+L7)+3@L-17)
(2.70)
= D + w

o]

Zur Berechnung EULERscher Raten ist eine objektive Zeitableitung (...) erforderlich,
welche die Bewegung des Bezugssystems beriicksichtigt

h =h+hQ" — Qh (2.71)

und sich aus der materiellen Zeitableitung {...) und dem Spin " =W + Y(B, D),
der wiederum den Rotationsgeschwindigkeitstensor und eine schiefsymmetrische, isotrope
Tensorfunktion Y enthilt, zusammensetzt. Unter Verwendung von HENCKY Verzerrungen
h ist die logarithmischen Zeitableitung Lésung fiir (2.71).

h=h+hQt_Q%h=D (2.72)

Dabei 138t sich der logarithmische Spin Q'8 iiber die Eigenprojektion (2.63) des linken
CAUCHY-GREEN Tensors (Xiao, Bruhns & Meyers 1998a) beispielsweise wie folgt dar-

stellen®
k
QE=W+)
i£]
Auch die OLDROYD Zeitableitung der ALMANSI Verzerrungen liefert den Verzerrungsge-
schwindigkeitstensor und ist objektiv. Bei der OLDROYD Zeitableitung oder einer Zeitab-
leitung nach dem Konzept der LIE Ableitung (Marsden & Hughes 1994) ist der Typ
von den Tensorkomponenten zu beriicksichtigen. Die einfachste Zeitableitung ist die
ZAREMBA-JAUMANN Ableitung 2* = W. Aufgrund von Instabilitdten in Form von Oszil-

lationen bei groflen Scherwinkeln ist sie jedoch fiir viele Problemstellungen nicht zuléssig.

()\j+/\i+ 2

B,DB,, 9.
Aj—)\.,; ln/\j—ln/\i) D J ( 73)

2.3 Gleichgewichtsaussagen

Im Folgenden wird der statische Fall betrachtet. Die Berechnung einer Struktur unter auf-
gebrachten Volumen- und Flichenlasten basiert auf den Spannungsprinzipen von EULER
und CAUCHY, welche in Abhingigkeit des CAUCHY Spannungsvektors

t¥: ¥ x 5, - R3 mit S; = {n € R% ||n|| = 1} (2.74)

formuliert sind. Invariant bezliglich der Wahl des Koordinatensystems représentiert er
eine wahre, mefibare Grofile der Momentankonfiguration und bildet in Form von Ober-
flichenkriften, abhiingig von dem nach auflen zeigenden Normaleneinheitsvektor n, mit
einer auf dem NEUMANN Rand I'Y N 0B% wirkenden Flichenlast g# := T'¥ — R® einen
Gleichgewichtszustand

t¥(z, n) = g¥(x). (2.75)

3Literatur: (Lehmann, Guo & Liang 1991; Xiao, Bruhns & Meyers 1996; Xiao, Bruhns & Meyers
1998b)
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Unter einer Volumenlast f# := Q¥ — R® befindet sich das Teilgebiet B2 C (¥ im Gleich-
gewicht, wenn das aus dem Impulssatz resultierende Kriftegleichgewicht

/f"”(:t:) dv? + /t“’(:c, n)dAY =0 (2.76)
B¢ o8¢
und das aus dem Drallsatz folgende Momentengleichgewicht erfiillt sind
/x x £2(z)dV? + / x X t¥(z, n)dA¥ = 0. (2.77)
B¥ By
Eine der wichtigsten Konsequenzen der Spannungsprinzipe sind das CAUCHY Theorem
t?(z, n) = o(z) n o(z): Q¥ e M? (2.78)
und die Symmetrie der CAUCHY Spannungen
o=0c" a(z): Q¥ e (2.79)
Die Divergenzstruktur des Spannungstensors
/ dive dV? -—-/ ondA¥ (2.80)
Qe ane

ermdglicht eine Uberfiilhrung der partiellen Differentialgleichungen, die aus den Axiomen
(2.76) und (2.77) resultieren,

—dive(z) = f°(z) fir alle z€Q¥
(2.81)
oc(r)n = g¥(z) z eIy
in eine dquivalente Variationsformulierung
/ o:V¥e°dv® :/ f“’-B‘”dV‘p—i-/ g¥-0v dA¥ (2.82)
Qv Qv r¥

mit den auf dem DIRICHLET Rand T =TIY- I'Y verschwindenden Variationen
0¥ : Q¥ — R3. Diese schwache Form des Gleichgewichts ist auch als Prinzip der virtu-
ellen Arbeit bekannt.

Gleichgewicht in der Referenzkonfiguration

Uber eine P1o1.A Transformation

P(X) := (detF) o(z)F T = o (z) Cof F z = p(X) (2.83)
mit den Eigenschaften
DivP(X) = (detF)dive(z) (2.84)
P(X)NdA = o(z)n dA?

wird das rdumliche Spannungsfeld auf die Referenzkonfiguration bezogen und der
1. P1oLA-KIRCHHOFF Spannungstensor P(X, F) € M® definiert. Die Divergenzstruktur
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des elliptischen Differentialgleichungssystems bleibt dabei erhalten

-DivP(X) = f(X) firalle X e€Q
P(X)N = g(X) X T,
PFZ = FPT

und die dquivalente Variationsformulierung lautet:

/P:VB dV=/f-9dV+/ g-0dA.
Q. Q It

Fiir die Lastvektoren gilt anaiog zu (2.21) und (2.47)
f(X) = (detF) f?(z) wund g(X)=|CofF N| g¥(z).

Der symmetrische 2. PIOLA-KIRCHHOFF Spannungstensor berechnet sich iiber

S(X) = F'P(X) mit  S(X,F) e §®.

(2.85)

(2.86)

(2.87)

(2.88)

Die Formulierung des Gleichgewichts erfolgt stets in energetisch konjugierten Variablen

(Bruhns 1987; Bagar & Weichert 2000; Haupt 2000).
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Kapitel 3

Aspekte der Materialmodellierung

Da das Randwertproblem mit den Gleichgewichtsbedingungen allein nicht 16sbar ist, wer-
den materialspezifische Gleichungen zur Berechnung des Deformations- und Spannungs-
zustandes ben6tigt. Physikalisch sind die konstitutiven Gleichungen iiber das unterschied-
liche Verhalten eines jeden Materials auf &uflere Einwirkungen motiviert. Mit dem Prinzip
der Matertalobjektivitdt und unter Ausnutzung gegebener Symmetrien des Materials kann
die Klasse der Abbildungen zur Beschreibung des Materialverhaltens reduziert werden.
Die Symmetrieeigenschaften des Materials sind in der unverformten Konfiguration defi-
niert. Das legt bei Anisotropie eine LAGRANGE Befrachtungsweise nahe. Bei gummiarti-
gen oder biologisch weichen Strukturen wie Arterien, Muskeln oder Haut kann aufgrund
vernachlidssigbar kleiner Hysterese-Effekte elastisches Materialverhalten postuliert wer-
den.

Eine ausfiihrliche Darstellung der thermodynamischen Grundlagen findet sich in (Trues-
dell & Noll 1992; Bruhns 1992; Haupt 2000; Malvern 1969). Auf Aspekte der Elastizitits-
theorie wird in (Ciarlet 1988; Bagar & Weichert 2000; Green & Zerna 1968; Ogden 1984;
Stein & Barthold 1995) besonders eingegangen.

3.1 Thermodynamische Grundlagen

Grundlegende Prinzipien allgemeiner konstitutiver Gleichungen sind nach (Truesdell &
Noll 1992)

e Das Prinzip des Determinismus, d.h. die Spannungen sind iiber die Geschichte des
Zustandes eines Korpers festgelegt.

e Das Prinzip von der lokalen Wirkung, d.h. die Spannungen sind von Bewegungen
auBlerhalb einer beliebig kleinen Umgebung unabhingig.

e Das Prinzip der Objektivitit

e Das Prinzip des nachlassenden Geddchinisses, d.h. die momentanen Spannungen
setzen sich aus einem Gleichgewichtsanteil und einem Gedéachtnisanteil, welcher mit
verstreichender Zeit abklingt, zusammen.
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Eine mogliche Klassifizierung allgemeinen Materialverhaltens ist eine Unterteilung
(Bruhns 1992) in

o geschwindigkeitsunabhingige Phinomene, die eine Folge thermodynamischer Gleich-
gewichtszustinde darstellen, wie z.B. in der Elastizitéit bei reversiblen, energieerhal-
tenden und in der Plastizitit bei irreversiblen, dissipativen Prozessen, und in

e geschwindigkeitsabhdngige Phinomene, die sich als Funktional der Prozefigeschwin-
digkeit durch thermodynamische Nicht-Gleichgewichtszustinde bei viskosem Mate-
rialverhalten in Form von Relaxation und Kriechen charakterisieren lassen, wie z.B.
bei Viskoelastizitdt und Viskoplastizitit.

Der erste Hauptsatz der Thermodynamik
. : L
u=W—;;d1vq+r (3.1)

besagt, daB die zeitliche Anderung der spezifischen inneren Energien gleich der Summe
aus inkrementeller Verzerrungsarbeit W und der zugefiihrten Wirme in Form von Ener-
giefluldichte q und spezifischen Energiequellen r ist. Die innere Energie ist abh&ngig von
thermodynamischen Zustandsvariablen wie den reversiblen Verzerrungen E,, der spezifi-
schen Entropie s sowie den internen Variablen g¢,, welche den Verfestigungszustand cha-
rakterisieren

u=u(E,, s, ¢.). (3.2)

Es werden isotherme Prozesse vorausgesetzt, d.h. es liegt keine thermo-mechanische Kopp-
lung vor und das Materialverhalten kann niherungsweise als geschwindigkeitsunabhingig
angesehen werden. Bei allgemeinen, aus elastischen und inelastischen Anteilen bestehen-
den Deformationen lassen sich Entropie und reversible Verzerrungen schwer messen. Des-
halb werden sie mit Hilfe einer doppelten LEGENDRE Transformation durch die Tempe-
ratur 7" und den Spannungen S ersetzt. Das fiihrt zur spezifischen Enthalpie

1
Y =9Y(S, T, qn)zu—;S:ET—Ts. (3.3)
Reversible Forménderungen werden iiber die thermische Zustandsgleichung beschrieben
S
E,.=E S T, ¢.)=—-p—. 3.4
(5,7, 4a) = —p3g (3.4)

Der zweite Hauptsatz der Thermodynamik gibt in Form der CrAUSIUS-DUHEM Unglei-
chung

iy = —ii L T >

Sqg = T—Wd - qu iz 0 (35)
die Prozefirichtung thermodynamischer Vorgénge mit den dissipativen Anteilen (...); an
und wird hdufig benutzt, um bei der Gestaltung von Materialmodellen deren Grenzen
auszutesten oder auch als Integrabilitidtsbedingung fiir Materialparameter zum Aufbau
von Funktionalen.
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3.2 Elastizitit

In der Elastizitit werden reversible, isotherme Prozesse vorausgesetzt, das sind umkehr-
bare Vorgéinge ohne Vorgabe der Prozefirichtung mit konstanter Prozefitemperatur. Der
CAUCHY Spannungstensor o(z) ist daher an jedem Punkt z = (X) € Q¥ vollstindig
iiber den Deformationsgradienten V(X ) des entsprechenden Punktes X € Q der Refe-
renzkonfiguration festgelegt (Ciarlet 1988). Damit ist der Spannungszustand unabhéngig
von der Deformationsgeschichte; die Spannungsarbeit jedoch meist wegabhéngig. Die Ant-
wortfunktion fiir elastisches Materialverhalten 146t sich iiber die Abbildungsvorschrift

F: (X, F)eQxM} »46(X,F)es® (3.6)
in der Momentankonfiguration formulieren, so daf} fiir die konstitutiven Beziehungen folgt:
o(z) =a(X, V) und z = ¢(X) . (3.7

Analog ergeben sich die Gleichungen (3.6) und (3.7) mit dem 1. oder 2. PiloLa-
KircHHOFF Tensor. Die Definition elastischen Materials impliziert die Eigenschaft, daf3
an einem beliebigen Punkt X € Q der Referenzkonfiguration und fiir einen beliebigen
Deformationsgradienten F € M eine Deformation ¢(X) mit Ve (X) =TF existiert.
Dies schliefit Materialien mit inneren Zwangsbedingungen, wie die der Inkompressibi-
litdt, a priori aus, da ein solches Material nur eine beschrinkte Klasse an Deformationen
ausfiihren kann (Ciarlet 1988). Die konstitutiven Gleichungen sind aufgrund der geforder-
ten Invarianz des Spannungsfeldes gegeniiber Starrkorpertranslationen und Rotationen
unabhiingig von der Deformation ¢ (X).

Prinzip der Objektivitéit

Ein Axiom der Physik besagt, dafl jede beobachtbare Griofie unabhéngig von demjenigen
Bezugssystem sein muf}, in dem sie berechnet wird. Uber das Prinzip der Objektivitat
wird fiir den CAUCHY Spannungsvektor t

t(Qn) = Q t(n) mit n € 5 (3.8)
unter Verwendung des CAUCHY Theorems (2.78)
t(n) = o n o:eM®

die Klasse an Abbildungen o : Q x M3 — S® reduziert, welche zur Beschreibung der kon-
stitutiven Gleichungen erforderlich sind (Ciarlet 1988). Die Spannungstensoren geniigen
der Objektivitiitsforderung, wenn gilt

6(QF) =Q6(F)QT, P(QF) = QP(F), FeM}, Qe0}

) ) _ (3.9)
$(F) = §(FTF) = §(C) Ces?.

Materielle Symmetrie mit dem Sonderfall der Isotropie

Die Symmetrieeigenschaften eines gegebenen Materials sind in der Referenzkonfiguration
definiert. Kénnen bei einer Formulierung der Spannungsantwort im Deformationsgradien-
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ten nur Drehsymmetrien des Materials beriicksichtigt werden
PFQ)=P(F)Q S$(FQ =Q"S(F)Q QeGxcO0’, (3.10)
sind es bei einer materiellen Formulierung der Spannungsantwort im rechten CAUCHY-

GREEN Tensor Rotationen und Spiegelungen mit der Gruppe symmetrischer Transforma-
tionen Gy

S(C) = 5(Q7TCcQ) Q € Gx C 0. (3.11)

Isotropie ist gekennzeichnet durch die Richtungsunabhingigkeit des Kontinuums, d.h. es
liegt Invarianz unter allen kontinuierlichen Drehungen und Spiegelungen der orthogonalen
Gruppe Gx = O vor. Daraus folgt eine Formulierung der Spannungsantwort im linken
CAUCHY-GREEN Tensor

&(F) = &(FFT) = (B) Qe Gy =0 (3.12)

RIVLIN-ERICKSEN Reprisentationstheorem

Unter Beriicksichtigung des Prinzips der Materialobjektivitat (3.9;) und der Isotropie
(3.12) lassen sich die konstitutiven Beziehungen (3.7) im RIvLIN-ERICKSEN Reprisenta-
tionstheorem

&(B) = fo(t)l + b1 (¢8)B + B2(en) B’ (3.13)

darstellen mit den reellwertigen Funktionen (y, (4, (2 abhingig von den Hauptinvarian-
ten ¢ = {Im, I's, llz}. Aus einer solchen Darstellung folgt, daB B und &(B) fiir einen
beliebigen Deformationszustand coaxial sind (Bagar & Weichert 2000), d.h. die Hauptrich-
tungen sind fiir Spannungen und Verzerrungen identisch. Die Anzahl der unterschiedli-
chen Eigenwerte in den Verzerrungen verdeutlicht die charakteristischen Merkmale der
Spannungsfunktion. Folgt bei drei verschiedenen Eigenwerten eine Formulierung nach
Gleichung (3.13), resultiert bei zwei unterschiedlichen bzw. drei identischen Eigenwerten

(B) = Go(eB) I+ f1(eg) B bzw. &(B) = Gol(en) 1. (3.14)
Fiir den 2. P10LA-KIRCHHOFF Tensor lautet das Reprisentationstheorem
S(C) = %(ec)T + m(tc)C + 72(tc)C? (3.15)

mit den reellwertigen Funktionen -+, 71, 72 abhdngig von der Integrititsbasis
tc = {Ig, Ic, llc}. Die Hauptinvarianten beider CAUCHY-GREEN Tensoren sind iden-
tisch.

Klassische Elastizitédtstheorie
Unter Verwendung des RIVLIN-ERICKSEN Représentationstheorems (3.15) existiert eine
Antwortfunktion S : M, — §°

S(C) = S(E) = A(trE) I + 24E + o(E) , (3.16)
die fiir kleine Werte in ||E||, d.h. fiir moderate Dehnungen (Ciarlet 1988), giiltig ist.
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Die Materialparameter werden nun fiir kleine Verzerrungen nahe der spannungsfreien Aus-
gangskonfiguration bestimmt.
Die Deformation ¢ : X € Q sei linear abhiingig vom infinitesimalen Parameter ¢, sein
Deformationsgradient diesbeziiglich konstant und das Vektorfeld & : @ — R® von ¢ un-
abhéngig

P=X+u"=X+ef+ole) = Ve =I+eVE+o(e). (3.17)

Dann berechnen sich die wahren Spannungen nahe der spannungsfreien Ausgangskonfi-
guration mit G := V§

o° = e{A(trG)I + u(GT + G)} + o(e) . (3.18)

Bedingungen fiir den Wertebereich der Materialparameter werden mittels idealer Experi-
mente und physikalischer Intuition ausgehend von Koérpern einfacher geometrischer Form
wie einem Quader unter Schubbeanspruchung, einem Kreiszylinder unter einaxialem Zug
sowie einer Kugel unter Innendruck bestimmt. Das prinzipielle Vorgehen soll anhand des
letztgenannten Beispiels erldutert werden.

Das Verschiebungsfeld u®= —eX + 0(e) korrespondiert zum Deformationszustand
G = —I mit der Spannungsfunktion nach (3.18)

o = —(3A+2u) I+ oe) (3.19)
und den erwarteten CAUCHY Spannungen

of = —mel+ oe) mit &,7>0. (3.20)

Es resultiert die Ungleichung 3 4+ 24 > 0 fiir den Kompressionsmodul & = $(3X + 2p),
der die relative Anderung des Druckes 7° = 7 & bezogen auf den Kugelradius beschreibt.

3.3 Hyperelastizitit

Mit dem Postulat der Existenz einer Verzerrungsenergiefunktion W : Q x M3 — R be-
rechnet sich der 1. PIOLA-KIRCHHOFF Spannungstensor iiber den Gradienten der Verzer-
rungsenergiefunktion

A~

o ow -

P(X,F) = 6—F(X,F) fir alle X €, Fe M3 . (3.21)
Daher sind Be- und Entlastungspfad identisch, d.h. auf einem geschlossenen Deformations-
pfad wird keine Energie dissipiert und die innere Energie berechnet sich iiber W = P:F.
Zur Gewéhrleistung positiver Verzerrungsenergie wird die Elliptizitat des Elastizitédtsten-
sors gefordert

A oP W W

CX,F)= —=(F) = ——— =——(X,F) G, ; 3.22

( ’ ) 8F( ) 8F6F(X’F) 8F,-j5Fkl(X’ )G1®GJ®Gk®Gh ( )

d.h. es gilt fiir inkrementelle Energiezuwiichse

-
dWw = G Fy, dF; > 0 und Gkt = _IW (X,F). (3.23)

B OF;; OFy
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Aus dem Funktional der totalen Energie

1) = {Wa(¥) + [F(¥) + G(¥)]} (3.24)
resultiert fiir die in der Tragstruktur gespeicherte innere Energie
= / W (V) dV (3.25)
bei konservativer B\/’olumenlast
F:{4:Q =R} — F¢) = / F(p)dv (3.26)
mit der GATEAUX Ableitung )
F'() 0 = / £.0dv (3.27)
und konservativerQFlachenlast
G:{p:Q-R} >GW)= | G, Vi)dA (3.28)
mit )
G'(¢) 6 = /F g0 dA (3.29)
das Prinzip der vir::uellen Arbeit (2.86) aus der Extremalbedingung
I'(y) 6= / (F):ve dV — /f-BdV - /F g-0dA. (3.30)
2 ¢

Unter allen klnematlsch zuldssigen Verformungen 9 stellt sich das Gleichgewicht fiir die-
jenige Verformung ¢ ein, welche das elastische Gesamtpotential I'(¢) @ = 0 minimiert

I(p) = én% IM) mit ped:={y: Q>R ¢ =u’aufl,} (3.31)

€
fiir alle auf dem DIRICHLET Rand I', verschwindenden Variationen 6. Das Variations-
prinzip wird auch Prinzip vom Minimum des Gesamipotentials genannt. Analog ist auch

eine Formulierung des Variationsprinzips in anderen energetisch konjugierten Variablen
moglich.

Prinzip der Objektivitit
Analog zur CAuCHY [Elastizitit geniigt eine Verzerrungsenergiefunktion
W : Q x M3 — R dem Prinzip der Materialobjektivitit mit
W(QF) = W(F) fiir alle F € M3 und Q € O3
= W(FTF) = W(C) mit W:Qx82 5R.
Uber eine Berechnung des 1. P10LA-KIRCHHOFF Spannungstensors (3.21) in Termen des
Gradienten OW /9C resultiert der 2. P1OLA-KIRCHHOFF Tensor (Ciarlet 1988)
oW oW
5c (@ = a5 ")

(3.32)

S(F)=8§(C) =2— (3.33)




3.3 Hyperelastizitat 25

fiir alle F € Mi und dem GREEN-LAGRANGE Verzerrungstensor E € S2. Das Prin-
zip der Materialobjektivitdt und die Bedingung orientierungsbewahrender Deformationen
detF > O flihren dazu, daf die Konvexitdt der Verzerrungsenergiefunktion im Deformati-
onsgradienten auszuschliefien ist (Kap. 4.1).

Isotropie

Bei Isotropie 148t sich die Potentialfunktion mit der Eigenschaft
W(F) =W(FQ) fiir alle F € M2 und Q € 0% (3.34)

als symmetrische Funktion in den Eigenwerten des rechten CAUCHY-GREEN Tensors dar-
stellen.

W(C) = W(QCQT) = WAL, do, Ag) = W(Ig, Ic, HG) (3.35)
Der KIRCHHOFF Spannungstensor
oW oW
_ _ T _ v T _oY""
T =Jo =FSF —zFaC(C)F ZaB(B)B (3.36)

mit J = detF wird auch gewichteter CAUCHY Spannungstensor genannt. Die kontravari-
anten Komponenten -

§9 =19 (3.37)

des 2. PIOLA-KIRCHHOFF Tensors und des KIRCHHOFF Spannungstensors sind identisch.
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Kapitel 4

Simulation grofler Dehnungen

Fiir die Modellierung hyperelastischen Materialverhaltens im Bereich grofler Verzerrun-
gen wird von dem, das Grenzverhalten vieler weicher Materialien charakterisierenden,
Grundgedanken ausgegangen, dafl unendliche Spannungen durch gegen unendlich stre-
bende Verzerrungen hervorgerufen werden (Hencky 1928; Antman 1970; Ciarlet 1988).
Eine solche Eigenschaft 148t sich nur schwer in Termen der Spannungsfunktion zur Re-
priasentation des Materialverhaltens darstellen (Antman 1983a; Antman 1983b) und kor-
respondiert bei Hyperelastizitit zu der Forderung, dafl die Verzerrungsenergiefunktion fiir
diese Grenzfille gegen unendlich strebt. Zur Gewahrleistung der Existenz einer Losung
des strukturmechanischen Variationsproblems wird gefordert, daf§ die Verzerrungsener-
giefunktion polykonvez ist und der Coercivitdtsungleichung geniigt (Antman 1970; Ball
1977; Ciarlet 1988). Die Anwendung von LiE Transformationsgruppen auf strukturme-
chanische Problemstellungen ermdéglicht beispielsweise eine addquate Beschreibung des
Deformationsweges bei einer materiellen Betrachtungsweise.

4.1 Konvexitat

In einem Vektorraum V ist ein Gebiet U konvex, wenn es zu jeden beliebigen zwei Punkten
u; und u; auch ihre Verbindungsstrecke {u;, u;] enthalt. Zu jedem beliebigen Gebiet U
existiert eine konvexe Hiille colU, welche als kleinst mogliche konvexe Menge durch alle
denkbaren konvexen Kombinationen innerhalb diesen Gebietes geformt wird

colU =3 bpu, mit > fp=1und 0<6,<1,u,eU. (4.1)
=1 p=1

col

(a) coU (b) ‘
O\

Abb. 4.1: Konvexes Gebiet (a) und nicht konvexes Gebiet (b) mit konvexer Hiille
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Die Konvexitiatsbedingungen einer Funktion J : U C V — R, die auf dem konvexen Gebiet
U des normierten Vektorraumraumes V definiert sind, lauten:

e Die Sekante zwischen zwei Punkten u;, u; € U ist grofier als ihr Funktionswert (Abb.
4.2a)

J(Ou; + (1 — 0)u;) < 0J(u;) + (1 —6)J(u,) 6 €[0,1]. (4.2)

e Die Funktionswerte in jedem Punkt u; des Gebietes U liegen oberhalb ihrer Tan-
gentialebene (Abb. 4.2b)

e Fiir die 2. Ableitung einer mindestens zweimal differenzierbaren Funktion J gilt
J”(Ui)(’u]' — Ugy U5 — 'LL,;) 2 0. ) (44)

Auf einem nichtkonvexen Gebiet U des Vektorraumes V ist die Konvexitiat einer Funktion
J* iiber ihre Konvexitatseigenschaft (4.2) auf der konvexen Hiille coU gegeben (Abb. 4.3)

J*(u;) = J(us) mit J:coU =R, J*:U—=R. (4.5)
J(u) J(u)
(2)] o)
qﬂl’
. it - el
uz U.j Uy

Abb. 4.2: Parallelen zwischen Konvexitit (a) und einer Ableitung (b)

(a) N / (b) M
A U U

Abb. 4.3: Konvexe Funktion (a) und nichtkonvexe Funktion (b) auf einem nichtkonvexen Gebiet
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Polykonvexitit der Verzerrungsenergiefunktion. Obwohl die Konvexitit der Ver-
zerrungsenergiefunktion im Deformationsgradienten

W:FeM - W(F)eR (4.6)

beispielsweise in Form von F — trF7F = ||F||?> das assoziierte strukturmechanische Mi-
nimierungsproblem direkt l6sen wiirde, steht sie zu einigen grundlegenden Prinzipen der
Physik im Widerspruch (Ciarlet 1988). Die explizite Abhéingigkeit im Deformationsgra-
dienten ist einerseits inkompatibel zur geforderten Simulierbarkeit extremer Stauchung
(Antman 1970)

i ) # @7
und fiihrt andererseits unter Beriicksichtigung des Prinzips der Materialobjektivitiat zu
den folgenden Ungleichungen in den Eigenwerten der CAUCHY Spannungen

m+720, m+m3>20, 3+7 >0 und 7, =XN(o) i=1,2,3. (4.8)

Diese Ungleichungen werden schon bei einer Kugel unter Innendruck nicht erfiillt (Co-
leman & Noll 1959; Truesdell & Noll 1992). Mit einer solchen Forderung wird daher
die Simulierbarkeit einer Spannungsantwort auf eine allgemeine Verformung stark einge-
schrankt.

Der Deformationsgradient ist wegen der Restriktion orientierungsbewahrender Verformun-
gen auf einem nichtkonvexen Gebiet definiert. Deshalb ist die Konvexitéit der Verzerrungs-
energiefunktion iiber ihre Konvexitatseigenschaft auf der konvexen Hiille gegeben. In der
Elastizitit sind zwei konvexe Hiillen von besonderem Interesse:

coM? =M® und M3 ={F eM?; detF >0} (4.9)
co{(F, CofF, detF) € M* xM? xR; Fe M3}

4.10)
= M3 x M3x 10, +oof. (

Weil die Konvexitdt der Verzerrungsenergiefunktion im Deformationsgradienten auszu-
schlieflen ist, fiihrte BALL (1977) eine schwiichere, physikalisch sinnvolle Forderung ein,
ndmlich die der Polykonvezitit.

Die Bedingung fiir Polykonvexitit lautet (Ciarlet 1988):

Eine Verzerrungsenergiefunktion W : {1 x Mi — R ist polykonvex, wenn eine konvexe
Funktion

W M? x M®x |0, oo[ = R (4.11)
existiert, so daf gilt
W (F) := W(F, CofF, detF) fiir alle F € M3 . (4.12)

Dem Konzept der Polykonvexitét entsprechend baut sich eine Verzerrungsenergiefunktion
aus konvexen Funktionen dreier unabhéngiger Variablen auf

W(F) := W(F,H, J) F,H,J e M®* x M*x 0, oo , (4.13)

denn weder der Cofaktor-Tensor CofF noch die Determinante detF ist eine konvexe
Funktionin F € M:o;_
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Eine einfache polykonvexe Verzerrungsenergiefunktion ist nach (Ciarlet 1988) das kom-
pressible MOONEY-RIVLIN Modell in Form von

W(F) = a||F|? + b||CofF||? + ['(detF) + e a,b>0,eeR (4.14)

mit einer konvexen Funktion I'(detF). Der Term e ist so zu wéhlen, dafl die Referenzkon-
figuration frei von Verzerrungsenergie ist.

4.2 Coercivitit

Die Formulierung eines hyperelastischen Materialmodells fiir endliche Verzerrungen setzt
die Simulierbarkeit des folgenden intuitiv motivierten Grenzverhaltens voraus:

Die Verzerrungsenergiefunktion soll fir gegen unendlich strebende
Dehnungen und Stauchungen ebenfalls gegen unendlich gehen.

Das bedeutet fiir die Argumente der Verzerrungsenergiefunktion (Ciarlet 1988)

o bei einer Formulierung in Eigenwerten, daf die Verzerrungsenergie gegen unendlich
strebt, wenn

— bei extrem grofler Stauchung einer der Eigenwerte gegen Null geht
M(FTF) — 0 = W) - o, (4.15)
— bei extrem grofler Dehnung einer der Eigenwerte gegen Unendlich geht

A(FTF) = 400 = W(F) 00 und (4.16)

¢ bei einer Formulierung in F, CofF', detF dem Konzept der Polykonvexitit entspre-
chend, dafl die Verzerrungsenergie gegen unendlich strebt, wenn

— ein differentielles Volumenelement unter allseitigem Druck zu einem Punkt de-
generiert, d.h. es gilt

detF — 07 =  W(F) =00, (4.17)

— ein differentielles Linienelement grofle Dehnungen erfahrt oder der Fléachenin-
halt eines differentiellen Fliachenelementes unter biaxialer Zugbeanspruchung
sehr grofl wird oder sich ein differentielles Volumenelement entsprechend auf-
blaht

{|IF|| + |CofF|| + detF} = +00 =  W(F) = co. (4.18)

Eine strengere Bedingung zur Simulation endlicher Dehnung des Materials ist die Coer-
civitatsungleichung

W(F) > of||F||P + || CofF||? + (detF)"} + a>0, feR (4.19)
mit
p>2, gqg>—"—, r>1. (4.20)
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Die Coercivitiatsungleichung ist ein Maf fiir den Widerstand des Materials und gewahr-
leistet neben positiver Verzerrungsenergie eine Mindeststeigung der Verzerrungsenergie-
funktion in der LP-Norm von F, CofF und detF (Ciarlet 1988). Eine solche Forderung
ist sinnvoll, da beispielsweise fiir eine Membran unter Innendruck keine Lésung existiert,
wenn die Verzerrungsenergiefunktion nicht hinreichend schnell in der Norm des Deforma-
tionsgradienten wichst (Antman 1970).

Gelost wird das strukturmechanische Variationsproblem (2.86) in den passenden HIiL-
BERT Riumen (Braess 1992). Sind die deformationsabhingigen Tensorfelder im BANACH
Raum! L? = W™ hinreichend oft im Sinne einer Distribution differenzierbar, dann ist
die PoINCARE Ungleichung (Ciarlet 1988; Braess 1992) erfiillt und es existiert unter
Beriicksichtigung von Polykonvexitit und Coercivitit eine klassische Losung? des struk-
turmechanischen Variationsproblems (3.24) mit den gesuchten Deformationen ¢ € 9

9 :={y: W(Q), CofVy € LI(Q), detVep € L7(Q),
¥ =@y auf Ty, detVep > 0in 0},
so daB I(y) = infy g 1(29) erfiillt ist.

(4.21)

4.3 Deformationsprozef}

Gewohnlich tauchen in der Physik LiE Gruppen als Transformation zur Lésung von Diffe-
rentialgleichungen auf (Euler & Steeb 1992). Eine LiE Transformationsgruppe G operiert
auf einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit M = 2, wenn eine differenzierbare Abbildung
existiert

¢:GxQ—-Q (4.22)

mit (9192, ¥) = €(91, (g2, ¥)) und ¢(e, y) =y, der Identitit e, den Gruppenelementen
g1, 92, ¢ € Gund y € Q C R3. Entspricht die LIE Gruppe einer klassischen Gruppe?,
folgt

Y =¢(A,y)=Ay. (4.23)
Kontinuijerliche Transformationen kénnen bei festem y € ) beispielsweise iiber eine ein-
parametrige Funktionenschar ¢, (¢) mit ¢ € R beschrieben werden

Y =¢(e)=Al)y. (4.24)

!Der BANACH Raum beinhaltet die LP-Norm und es liegt m-fache Differenzierbarkeit im Sinne einer
Distribution vor.

?Die Lsung des Randwertproblems wird durch Funktionen gestiitzt, welche die Differentialgleichungen
2. Ordnung unter Berticksichtigung der gegebenen DIRICHLET und NEUMANN Randbedingungen erfiillen.
Sie stellen eine klassische Losung dar.

3Eine klassische LIt Gruppe ist eine Untergruppe der allgemeinen linearen Matrizen M® wie die
Gruppe der orthogonalen Matrizen ©Q°® oder die der speziellen orthogonalen Matrizen @i, die eine diffe-

renzierbare, glatte Fliche in dem Raum M3 = R*** darstellt. Die Multiplikation und die Inversenbildung
sind differenzierbare Abbildungen.
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Hierzu ist die Einparameter-LiE-Transformationsgruppe auf Standardform zu reparame-
trisieren (Euler & Steeb 1992), d.h. die Zusammensetzungsvorschrift ist gegeben durch

A(El + 52) = A(Ez) A(El) €1, €2 € R. (425)

Fiir die Identitit ¢ = 0 gilt A(0) = I und fiir die Inverse A~'(¢) = A(—¢). Uber eine
TAYLOR Reihe resultieren die Funktionswerte nahe des Entwicklungspunktes

Ale)=A +€de‘ +—r—7 +O(53) _
(4.26)
=A0)+ A + ?T A+ O
+
mit der Ableitung in £ = 0 und dem infinitesimalen Generator A
dA
JA = A =g— 4.27
€ ¢ de 5—0 ( )
Fiir hohere Variationen gilt
kA = 6(651A). (4.28)
Die Reparametrisierung einer LIE Gruppe ist die exponentielle Abbildung?
+
A = exp(eA) = exp(dA). (4.29)

Starrkdrperrotationen. Nimmt man eine Kurve R(g), € € (—a, @) von orthogona-
len Matrizen mit R(0) =1, so folgt aus der Gleichung RT(¢)R(¢) = I, dafi R'(0), als
der Tangentenvektor an R(e), schiefsymmetrisch ist, d.h. die Tangentialebene an die
Flache (D)fr C M?3 besteht aus den schiefsymmetrischen Matrizen. Die Tangentialebene
der schiefsymmetrischen Matrizen ist die LIE Algebra zu Oi. Eine Reparametrisierung
der Einparameter-LIE-Transformationsgruppe ist die exponentielle Abbildung

R = exp(ed) (4.30)
mit
o = {d e LE®, RY D+ =0} (4.31)
und
d (mT _ (dRT r dR
L@®R)|_-= ( 4R R+R da)

(4.32)
= 9 RO +RT0)® = o0.

4Nach dem 1. Fundamentaltheorem von LIE ist die Reparametrisierung der LIE Gruppe Aquivalent
zum Losen einer Differentialgleichung

Y o_e)  mit &)= 00l
3 =0

im Tangentenvektorraum L(R? R®). Eine Losung ist die exponentielle Abbildung

y =exp(eZ)y mit Z=§y)-V
mit dem NABLA Operator V. Die Ldsungen der Differentialgleichung miissen nicht fiir alle £ definiert sein.
Es ist ausreichend, wenn sie lokal in einer kleinen Umgebung existieren. Der infinitesimale Generator Z ist
das LIE-symmetrische Vektorfeld einer Einparameter-LiE-Transformationsgruppe (Euler & Steeb 1992).
Bei Mehrparameter-L1E-Transformationsgruppen bestehen hiufig funktionale Abhingigkeiten zwischen
den einzelnen Parametern. Die Reparametrisierung einer solchen LIE-Transformationsgruppe ist dann
dquivalent zur Lésung eines Differentialgleichungssystems.
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Analog lassen sich finite Rotationen iiber folgende geschlossene Formel ermitteln
sind . 1-—cosd »-

R=1+——d+—7—99. (4.33)

Bei einer geometrisch nichtlinearen Strukturanalyse berechnet sich der Rotationstensor
im (k + 1)-ten Iterationsschritt mit

R**! = exp(ed ) RE. (4.34)

EULER Verzerrungen. Bei inelastischem Materialverhalten bildet nur der reversible
Anteil in den Verzerrungen eine Zustandsvariable. Mit einem hypoelastischen Material-
modell kénnen elastische Verzerrungsraten abhéngig von einer Fliebedingung in den
CAUCHY Spannungen berechnet werden. Die objektive logarithmische Zeitableitung (. . .)'%
liefert fiir die in der Eigenprojektion (2.63) dargestellten HENCKY Verzerrungen den Ver-
zerrungsgeschwindigkeitstensor®

InV=InV+D und D= (InV)e. (4.35)

Der Deformationsweg wird durch Addition logarithmischer Verzerrungsraten auf einen be-
kannten Verzerrungszustand InV exakt beschrieben und der Grenzfall unendlicher Stau-
chung physikalisch sinnvoll abgebildet.

LAGRANGE Verzerrungen. Wird der rechte CAUCHY-GREEN Tensor in seiner Spekt-
raldarstellung (2.55) dargestellt C = E?=1 A; N; ® N;, kann der Deformationsprozef ex-
akt liber eine exponentielle Abbildung in den Eigenwerten beschrieben werden

3
C(e) = Y exp(d\) N;® N; mit €T = [g; &9 ¢3]
=1 (436)

und 65X =, 9 i=1,2,3.

Bei hyperelastischem Materialverhalten berechnen sich die Verzerrungen in Abhéngigkeit
des Verschiebungsvektors u

E=:(C-I) =1i(Vu+ (Vo) + (Vu)'Vu). (4.37)

g;=0

SDie wahren HENCKY Verzerrungen sind energetisch konjugiert zu den wahren CAUCHY Spannungen
(Xiao, Bruhns & Meyers 1996).




34

Kapitel 4: Simulation groBer Dehnungen




Kapitel 5

Hyperelastisches isotropes Material

Auf der Grundlage bereits existierender Modelle zur Simulation grofier elastischer Dehnun-
gen in isotropem Material, die im allgemeinen durch viele Materialparameter gekennzeich-
net sind (Rivlin 1960; Ogden 1972a), wird ein neues, auf einer exponentiellen Abbildung in
den Hauptinvarianten basierendes Materialmodell entwickelt, das sehr grofle Verzerrungen
bei allgemeinen Deformationen mit sehr wenigen Materialparametern abbildet.

5.1 Die klassische Theorie

Empirische Untersuchungen haben gezeigt, da8 die klassische Theorie, die auf einfache
Verformungen sowie Oberflichenlasten beschriankt ist, nahe der als spannungs- und ver-
zerrungsfrei angenommenen Referenzkonfiguration linear elastisches Materialverhalten als
einen Aspekt realen Materialverhaltens in ideeller Form reprisentiert (Truesdell & Noll
1992)

W(E) = 1 ) (trE)? + ptrE? + o(||E||?) A pu>0. (5.1)

Die LAME Konstanten A und p werden iiber Grunddeformationszustinde (Kap. 3.2) er-
mittelt und auf allgemeine strukturmechanische Problemstellungen mit grofien elastischen
Dehnungen iibertragen. Die Riickfiihrung eines Materialmodells auf die klassische Theorie
ermdglicht eine Formulierung der Materialparameter in Abhéingigkeit der LAME Konstan-
ten. Diese sind auch bei grofien Deformationen konstant.

Das St. Venant Kirchhoff Modell resultiert aus der Vernachlidssigung aller Terme
héherer Ordnung'. Die Verzerrungsenergiefunktion ergibt sich damit zu

W = %(’crE)2+,utrE2
= p(lc—3) + 2528 (1o - 32 - & (I - 3) (5.2)
= Aoy AU e 4 A pCofC + L

Literatur: (St. Venant 1844; Kirchhoff 1852; Ciarlet 1988; Bagar & Weichert 2000)
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Das Materialverhalten ist durch eine lineare Spannungs-Dehnungsbeziehung S = C:E cha-
rakterisiert. Das Modell ist aufgrund des negativen Vorzeichens von trC sowie fehlender
Abhingigkeit von den Volumeninderungen weder polykonvex?, noch erfiillt es die Coer-
civitdtsungleichung. Es ist daher zur Simulation grofler elastischer Forménderungen un-
geeignet.

S = AMtrE) I+ 2uE = (3MIc — 3) — ) I+ pC

5.3
={(367 grs - BFH) G¥ + 4G* gu G} G G, >3
C = (% Gii GH +,uG“‘Gf") Gi®G;8G,®G (5.4)

5.2 Innere Zwangsbedingungen

Kinematische Restriktionen wie die Inkompressibilitdt oder die richtungsgebundene Inex-
tensibilitit® schrinken die Verformbarkeit einer Struktur a priori ein. Bei Hyperelastizitit
wird eine solche innere Zwangsbedingung iiber eine skalare Funktion 4(F) im Deforma-
tionsgradienten F € M2 formuliert (Truesdell & Noll 1992). Sie geniigt dem Prinzip der
Materialobjektivitat mit

YF) =%(C) =0. (5.5)

5.2.1 Inkompressibilitit

Wird exakte Inkompressibilitit des Materials postuliert, dann ist das Volumen eines be-
trachteten Korpers unter einer gegebenen Beanspruchung konstant, d.h. es gilt

detF =detC =1. (5.6)

Die Verzerrungsenergiefunktion ist um die korrespondierende Zwangsfunktion ¥(C) =
detC — 1 und die Spannungsfunktion um den hydrostatischen Druck pI zu erweitern.
Die Annahme eines Verschiebungsfeldes schliefit inkompressibles Material bei der Berech-
nung einer Spannungsantwort fiir einige Deformationszustinde aus (Ciarlet 1988). Den-
noch wurden die ersten Materialmodelle fiir gummiartige Materialien unter der Annahme
exakter Inkompressibilitat entwickelt, auch wenn diese thermodynamisch nicht konsistent
ist (Ogden 1972b).
Bei einer Formulierung in den Eigenwerten des rechten CAUCHY-GREEN Tensors kann
die Inkompressibilitidtsbedingung in die Kinematik eingeflochten werden

1

TN

2Ein genauer Nachweis {iber die fehlende Polykonvexitit des ST. VENANT KIRCHHOFF Modells ist in
(Ciarlet 1988) aufgefiihrt.

3Die Bedingung der Inextensibilitit kann ggf. bei hochfesten faserverstérkten Laminaten sinnvoll sein
(Spencer 1984).

detC = A\ A3 =1 = A3 (57)
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5.2.2 Nahezu inkompressibles Material

Basierend auf dem multiplikativen Split des Deformationsgradienten F = J~1/3F zur
separaten Beschreibung von isochoren detF € |0, +oo[ und deviatorischen Verzerrungen
F € SM3, CofF € SM’, mit

F € SM2 = {F € M detF = +1} (5.8)

enthalten die ersten beiden Hauptinvarianten nur noch Verzerrungsanteile beziiglich der
Gestaltanderung des Materials

Ic=J"]s, Ic=J7?3 1, J = detF. (5.9)

Eine hierauf basierende Verzerrungsenergiefunktion setzt sich additiv aus einem volume-
trischen und einem deviatorischen Teil zusammen*

W =W, Ic)+U(J); (5.10)

die Spannungen entsprechend aus einem Kugeltensor und einem Deviator. Haufig sind
solche Modelle® abhingig vom Kompressionsmodul £ = 3 (3A + 2.) und dem Schubmo-
dul g formuliert.

Kann auch nahezu inkompressibles Materialverhalten auf diese Weise effizient simuliert
werden, treten bei moderat kompressiblem Material und grofien volumetrischen Dehnun-
gen, wie sie in pordsen Medien vorkommen (Ehlers 1989), schon bei einem einfachen
Zugversuch unphysikalische Ergebnisse auf (Ehlers & Eipper 1997).

5.3 Polynome in allgemeinen Potenzen

Materialmodelle, die auf einem polynomialen Ansatz in den Hauptinvarianten oder den
Eigenwerten (Rivlin 1960; Ogden 1972a; Ciarlet 1988) basieren, enthalten sehr viele Mate-
rialparameter. Eine qualitativ bessere Strukturantwort kann mit Polynomen hohen Grades
im allgemeinen nicht garantiert werden (Hartmann 2000).

5.3.1 Potenzreihe in den Hauptinvarianten

Im RIVLIN Modell® wird vorausgesetzt, daf} die unendlich oft differenzierbare Verzerrungs-
energiefunktion eine konvergierende TAYLOR Reihe besitzt

W(le, Ic, o) = Y. cparllc = 3)7 (Fc - 3)" (g — 1) (5.11)
p,q,r=0
mit den ganzzahligen Exponenten p,q,7 = 0,1,2,... und den deformationsunabhéngi-

gen Koeflizienten c,g,. Mit dem Analogon zum Satz der klassischen Funktionentheorie,
kann solch eine analytische Funktion in eine Potenzreihe um den Ursprung entwickelt

4Literatur: (Flory 1961; Penn 1970; Ogden 1986; Peng & Landel 1975; Fong & Penn 1975)

Literatur: (Barthold 1993; van den Bogert & de Borst 1994; Miehe 1994; Reese & Wriggers 1995b;
Bagar & Weichert 2000)

SLiteratur: (Rivlin & Saunders 1951; Rivlin & Saunders 1952; Rivlin 1960)
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werden (Martensen 1968). Zur Gewédhrleistung verschwindender Verzerrungsenergie und
Spannungsfreiheit in der Referenzkonfiguration gilt

coop = 0 und C100 + 2¢p10 + co01 = 0. (5.12)

Die Zahl auftretender Materialparameter wird gewohnlich iiber Annahmen reduziert wie
o0 oo o0

W = ZCPOO (Ic — 3)p + ZCOQO (l[c — 3)(] + ZCOOT (MC - 1)7‘ . (513)
p=0 g=0 r=0

Bei der Wahl eines Ansatzes ist mindestens ein nichtlinearer Term in einer Hauptinvari-
anten erforderlich, um die Riickfiihrbarkeit auf die klassische Theorie zu gew&hrleisten.
Das schliet den Fall p = ¢ = r = 1 aus. Meistens werden nichtlineare Terme in den Volu-
menanderungen beriicksichtigt oder es wird eine separate Funktion in den Volumenénde-
rungen addiert.

Bei exakt erfiillter Inkompressibilitdtsbedingung folgt das MOONEY-RIVLIN Modell

W = ClOO(IC — 3) + C()]()(EC - 3) y (514)
mit dem Sonderfall des NEO-HOOKE Modells fiir ¢y = 0
W = CIOO(IC - 3) . . (515)

Der Ansatz (Haupt & Sedlan 1999; Hartmann 2000)7
W = cip0{lc — 3) + cowo{dlc — 3)
+ CllO(IC - 3)(”0 — 3) + ngo(ﬂc - 3)2 + 6300(10 - 3)3

liefert bei einer Zug-Torsions-Beanspruchung gute Ergebnisse. Die auftretenden Material-
parameter konnen iiber die Methode der kleinsten Fehlerquadrate identifiziert werden.

(5.16)

5.3.2 Polynome in allgemeinen Potenzen der Eigenwerte

Nach der Valanis-Landel Hypothese wird bei exakt erfiillter Inkompressibilitat po-
stuliert, daf sich die Verzerrungsenergiefunktion bei Isotropie aus symmetrischen Funktio-
nen in jeweils einem Singularwert des Deformationsgradienten aufbaut (Valanis & Landel
1967)

W (01, v2,v3) = wlvy) + w(vg) + w(vs) . (5.17)

Versuche zeigen eine gute Ubereinstimmung bei Gummi im Bereich 0.2 <wv; < 3.5 fiir
verschiedene Funktionen w(v;) mit ¢ =1,2,3.

Das Ogden Modell basiert bei der Simulation endlicher Dehnungen auf einer Potenz-
reihe in den Singuldrwerten des Deformationsgradienten (Ogden 1972a)

W = Z apqr{[vlp (’Uzq +'U3q) +’U2p (’U3q+’U1q) 'i"Ugp (’U1q+’U2q)] (’U1_ (7)) ’Ug)r —6}(518)
pyg,r=0

7 Alternative Ansitze sind in (James, Green & Simpson 1975; Isihara, Hashitsume & Tatibana 1951;
Tschoegl 1971; Lion 1997; Treloar 1975) aufgefiihrt.
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Die Bedingung der verschwindenden Verzerrungsenergie W(l, 1,1) = 0 und die der Span-
nungsfreiheit 8W /dv; (1,1,1) =0 mit ¢ = 1,2,3 werden in der Referenzkonfiguration
erfiillt. Die vorgeschlagene Verzerrungsenergiefunktion ist in den Singuldrwerten des De-
formationsgradienten »; symmetrisch, d.h. die Verzerrungsenergiefunktion geht bei jeder
beliebigen Permutation von v;, v3, v in sich selbst {iber.

Als Sonderfall ist in (5.18) die bekannte Form des OGDEN Modells® enthalten:

M
W = Z -gﬁ (1% + V%" + 3% —~ 3) mit vvev3 =1 " (5.19)
p=0 P
mit der Inkompressibilitdtsbedingung und

M
Y mop=2p (5.20)
p=>0
als Nebenbedingung, den reellwertigen Parametern oy, p, und dem Schubmodul f. Die
Beschrinkung auf ganzzahlige Exponenten «, ist aufgrund fehlender Produkte in den
Eigenwerten nicht erforderlich (Ogden 1984).
Mit der VALANIS-LANDEL Hypothese folgt

M
W =w() +w() +wlvs)  mit wly)= % (v —1) i=1,2,3. (5.21)
p=0 P .
Fiir A; A\2A3 = 1 sind die Sonderfille des MOONEY-RIVLIN Modells
W=ci(h+d+tds—3)+e(A\ +27 + 251 -3) (5.22)
und des NEO-HOOKE Modells
W =r¢ ()\1 + Ao+ A3 — 3) (5.23)

enthalten. Auf die Identifikation der Materialparameter wird in (Benjeddou, Jankovich &
Hadhri 1993) eingegangen.

Das Modell nach Ciarlet ist eine Klasse polykonvexer Verzerrungsenergiefunktio-
nen zur Modellierung des in (Kap. 4.2) beschriebenen Grenzverhaltens hyperelastischen
Materials. Gepragt ist das Modell durch die geometrische Beschaffenheit einer Deforma-
tion ¢ € (®. Korrespondiert die Langeninderung eines differentiellen Linienelementes zu
C = FTF und F = Vo, kann eine flichenhafte Deformation mit CofF assoziiert werden.
Die Determinante im Deformationsgradienten detF beschreibt die Volumen&dnderungen
eines reprisentativen Volumenelementes.

Die vorgeschlagene Klasse an Verzerrungsenergiefunktionen 143t sich in den Singuldrwer-
ten des Deformationsgradienten formulieren

Jh

W(F)

() 4 v+ o)
(5.24)

||'M2 I M

bi ((v1v2)% + (vou3)% + (v311)%) + T'(v1v2v3)

8Literatur: (Ogden 1972b; Ogden 1972a; Ogden 1984; Treloar 1975)
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und enthélt die positiven, reellwertigen Materialparameter a;, v;, b;,d; > 0 sowie eine kon-
vexe Funktion I' :]0, +00[ in den Volumenénderungen J = detF zur Simulation endlicher
Stauchung (Ciarlet & Geymonat 1982)

I(J)=cJ*—c*InJ c, c">0. (5.25)

Die isotropen Verzerrungsenergiefunktionen sind in den Singularwerten des Deformati-
onsgradienten symmetrisch. Der polynomiale Ansatz 148t sich mit

tr(C)*/? =v] +v] + v e

(5.26)
tr(CofC)%/2 = (vyu3)? + (v3v1)° + (v1v2)?
sowie detF = vivov3 in folgende Darstellung iiberfiihren
M N
W(F) = > a;tr(FTF)%? + % " b; tr(Cof FTF)"/2 + T'(detF). (5.27)

i=1 =1
Polynome im rechten CAUCHY-GREEN Tensor C"/? = (FTF)"/2 = U" erinnern an die

Familie der Verzerrungstensoren (2.37). Dabei konnen ganzzahlige Potenzen v > 3 mit
(2.60) iiber ein Polynom in {I, C, C?} ausgedriickt werden. Die Coercivititsungleichung

~

W(F) > of||F||” + ||CofF||?} + I'(detF) + 8 a>0, BeR (5.28)
ist mit p = max;y;, ¢ = max;d; erfiillt, denn es gilt
tr(C)/? > ¢, (trC)?/? = ¢, |F||"
(C) > ¢y (trC) cy [[F] (5.29)

tr(CofC)%2 > ¢;(trCofC)%? = ¢;||Cof F||°.

Fiir diesen Typ von Verzerrungsenergiefunktionen ist die Existenz einer Lésung des struk-
turmechanischen Variationsproblems gewahrleistet.

5.4 Exponentielle Abbildung

Es wird eine polykonvexe Verzerrungsenergiefunktion entwickelt. Dabei werden endliche
Stauchungen wie bisher iiber den Logarithmus in den Volumenénderungen abgebildet. Zur
Simulation endlicher Dehnungen wird eine exponentielle Abbildung in den Hauptinvari-
anten vorgeschlagen. Das erméglicht die Simulation endlicher Dehnungen mit nur wenigen
Materialparametern.

Die geometrische Beschaffenheit einer Deformation ¢ € {)* spiegelt sich, dem Gedanken
von CIARLET (1988) folgend, in den Argumenten einer polykonvexen Verzerrungsener-
giefunktion F, CofF,detF wider mit F = V. Berechnet werden die Langen&nderun-
gen differentieller Linienelemente iiber ||F||2, Deformationen infolge Schub, Dehnung oder
Stauchung eines im reprisentativen Volumenelement beliebig orientierten differentiellen
Flachenelementes iiber ||CofF||?; die Volumeniinderungen folgen mit (detF)2. Das sind
genau die Hauptinvarianten des rechten CAUCHY-GREEN Tensors, die in F, CofF, detF
konvexe Funktionen darstellen

Ic=||F|]?,  Ic=|CofF|]?, I = (detF)2. (5.30)
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Es wird postuliert, dafi sich eine Verzerrungsenergiefunktion additiv aus zwei Teilen zu-
sammensetzt:

T/LV([C, Ic, .mc) = WD(I(:, Ic, Mc) + Ws(MC) . (531)
Endliche Stauchungen werden iiber
Ws(Mc) = -—% ¢*In MC (532)

simuliert, weil der Logarithmus den Grenzfall verschwindenden Volumens aufgrund seiner
Unstetigkeit an der Stelle Null physikalisch. sinnvoll abbildet. Zur Beschreibung endlicher
Dehnungen wird ein neues Konzept entwickelt, das iiber die Funktion Wp beriicksichtigt
wird.

Aus der intuitiven Idee, dafl gegen unendlich strebende Dehnungen zu gegen unendlich stre-
benden Spannungen und bei hyperelastischem Materialverhalten dariiberhinaus zu gegen
unendlich strebender Verzerrungsenergie fihren, folgt, dafl die Verzerrungsenergie propor-
tional zu ihrem Gradienten, den Spannungen, wichst. Dieses Phinomen wird durch eine
Differentialgleichung folgenden Typs beschrieben
1 .

y=-y mit y=y). (5.33)
In der Physik werden solche Differentialgleichungen vielfach durch die Reparametrisierung
einer LIE Transformationsgruppe gelost (Kap. 4.3). Eine Lésung der Differentialgleichung
ist dann die exponentielle Abbildung

y=e*. (5.34)
Angewandt auf denjenigen Teil der Verzerrungsenergiefunktion, welcher grofie Dehnungen
beschreibt, resultiert die Differentialgleichung
OWp
6C_'ij
mit den Komponenten des GREEN-LAGRANGE Verzerrungstensors E;; = 1/2 (Cyj — Gyj)
und den Komponenten des rechten CAUCHY-GREEN Tensors C; = g;;. Der Gradient ist
der dehnungsbeschreibende Teil Sp des 2. PIOLA-KIRCHHOFF Tensors S. Damit eine
Loésung des strukturmechanischen Variationsproblems gewéhrleistet ist, wird gefordert,

daff die Verzerrungsenergiefunktion polykonvex ist (Kap. 4.1) und auf ihrer konvexen
Hiille

WD = SD E=2 (C) Ei' (5.35)

co{(F, CofF, detF) € M* xM* xR; FeM}}
= M x M*x 0, +oo.

definiert ist. Die Gruppe der allgemeinen linearen Matrizen M® ist eine klassische LIE
Gruppe und somit zur Transformation einer solchen Differentialgleichung geeignet. Es
wird angenommen, daf sich die Verzerrungsenergiefunktion, analog zum Aufbau der Coer-
civitdtsungleichung und der von CIARLET (1988) vorgeschlagenen Klasse an Verzerrungs-
energiefunktionen, additiv aus konvexen Funktionen in F, CofF, detF aufbaut

W OWpa W3
. g D3 g 36
30, 50, (CofC) By +2 G (detC) E;; (5.36)

WD:2
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mit C = FTF. Fiir eine eindeutige Spannungsantwort ist die Abhingigkeit der Verzer-
rungsenergiefunktion von einer irreduziblen Funktionalbasis erforderlich. Die Hauptinva-
rianten (5.30) bilden eine solche Basis und korrespondieren dariiberhinaus zu physikali-
schen Gréflen wie beispielsweise der Langeninderung eines differentiellen Linienelementes
|F|| = VtrFTF = /Ic. Es ist deshalb sinnvoll zu fordern, daf$§ sich die Verzerrungsener-
giefunktion in Abhéngigkeit der Funktionalbasis schreiben 148t

WD(Ic, I, MC) = WDl(IC) -+ ng(ﬂrc) + ng(MC) . (5.37)

Die Spannungsantwort berechnet sich nach der Kettenregel

OWpy 8l , Wpo 8l , OWps O,
250 = F12t 5C + BIe ¢ T alls ac (5.38)

%LQ=1, e = ro1-cr, %o - goc. (5.39)

Fiir das Verhalten der Verzerrungsenergiefunktion und seines Gradienten im Bereich sehr
grofler Deformationen ist der Aufbau der Verzerrungsenergiefunktion in seiner Integritéts-
basis entscheidend. Analog zu (5.34) ist die exponentielle Abbildung in den Hauptinvari-
anten ein physikalisch sinnvoller Ansatz zur Beschreibung sehr grofler Dehnungen

mit

Wp(Ic, Ic, Hc) = o3 4 ¢fTc=3) 4 eellle-1) 4 (5.40)
mit den positiven Materialparametern a, b, ¢ > 0. Die Bedingung verschwindender Verzer-
rungsenergie in der spannungslosen Referenzkonfiguration wird mit k = —3 erfiillt. Die

Exponentialfunktion ist injektiv, konvex und wéchst stirker als jede beliebige Potenz in
ihrem Argument. Die Coercivititsungleichung ist somit erfiillt und es kann die Existenz
einer Losung auf eine allgemeine Deformation gewihrleistet werden. Dargestellt als Reihe
mit der spannungslosen Ausgangskonfiguration als Entwicklungspunkt

Wpr=elle3) =14a(lc~3)+ La?(Ic - 3)%+... (5.41)
bildet der Abbruch nach dem linearen Glied
Wpr=1+a(lc—3), (5.42)

zusammen mit einem linearen Ansatz in den anderen Hauptinvarianten, die Basis fiir den
dehnungsbeschreibenden Teil einer Verzerrungsenergiefunktion vom Typ eines kompres-
siblen MOONEY-RIVLIN Modells (4.14), das als Sonderfall enthalten ist.

Wp(c, Ic, Ic) = a(lc — 3) + b(Ic — 3) + c(Hc — 1) (5.43)

Er beschreibt kleine Transformationen der Integrititsbasis in der Tangentialebene. Diese
einfache, der Coercivitdtsungleichung geniigende, polykonvexe Verzerrungsenergiefunk-
tion ist dennoch zur Simulation grofer Dehnungen geeignet (Ciarlet 1988).

Die vorgeschlagene Verzerrungsenergiefunktion lautet fiir ein isotropes Material:
W = etllc=3) 4 tlc=5) 4 gellc=1) — Lo*In Jlc — 3. (5.44)
Der 2. P10LA-KIRCHHOFF Tensor folgt mit

_ oW _ a(Ic—3) b(Ec—3) _

S =2 (Ic, I, Ic) = 2ae*ic=3) I 4 2petTe—3) (J.I — C)
oC (5.45)

+(20 - ecle=1) _ C*) Cc!.




Kapitel 6

Modellierung orthotropen Materials

Es wird eine Verzerrungsenergiefunktion zur Simulation allgemeiner Deformations-
zustande in kompressiblem, orthotropen Material entwickelt. Die vorgeschlagene irre-
duzible, algebraische Funktionalbasis resultiert aus der Zerlegung eines orthotropen re-
préasentativen Volumenelementes hinsichtlich der bevorzugten Materialrichtungen. Seine
Tensorgeneratoren berechnen sich als Gradient der Funktionalbasis; sie sind vollsténdig
und irreduzibel. Mit einer solchen irreduziblen Représentation lassen sich die fiir Isotro-
pie entwickelten Konzepte der Polykonvexitdt und der Coercivitit auf eine orthotrope
Verzerrungsenergiefunktion iibertragen. Die Simulation endlicher Dehnungen erfolgt iiber
eine exponentielle Abbildung unter Beriicksichtigung der geometrischen Beschaffenheit
einer Deformation. Sehr grofie elastische Dehnungen, wie sie z.B. in biologisch weichen
Strukturen auftreten, kénnen mit diesem Modell addquat simuliert werden.

6.1 Charakterisierung

Makroskopisch anisotrope Strukturen sind in den meisten praxisrelevanten Fillen ortho-
trop oder transversal isotrop. Die Beschreibung des Materialverhaltens erfolgt in einem
rechtshéndigen, orthogonal kartesischen Bezugssystem {ia,, iag, ias}, dessen Koordina-
tenachsen nach den Hauptmaterialrichtungen orientiert sind. Die Strukturgeometrie wird
iiber die Tangentenvektoren G;, mit den physikalischen Groflen G ;5 = G;//Gy, erfafit.
In den meisten Fillen ist daher ein Wechsel des Bezugssystems auf Materialpunktebene
erforderlich. Der Winkel « gibt, angelehnt an den Basisvektor G, die Faserrichtung

an.
sin(¥ — a) i
= ( Gos + A Gy,

ir, = - 1
Al sin ¥ sin

; (6.1)
. COS\VU — &

Inz = — éin ) Gas + %‘G<2>

Cos&x = iA]_' G<]_> ) COSI? = G’(l)’ G<2> (62)

ias = ia; X iy liasll = lliazll = [[ias]l = 1. (6.3)
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In einem solchen Bezugssystem {ia;,ias,ia3} bestimmen die Symmetrieeigenschaften
des Materials den Aufbau des Elastizitdtstensors. Seine Koeffizienten C* enthalten eine
minimale Anzahl an nicht-Null Elementen, die unabhéngig von der Metrik sind (Green &
Adkins 1960; Schultz 1996)

C:CijkliAz-(@iAj@iAk@iAl . (64)
Aufgrund symmetrischer Verzerrungen und Spannungen sowie positiver Verzerrungsener-
gie gilt ‘

ikl — ikl _ ckli ik - (6.5)
Ebenso ist die Charakterisierung der Anisotropie iiber die Eigenwerte moglich oder in den
Invarianten des Elastizitédtstensors (Xiao 1996a).

6.1.1 Lineare Elastizititstheorie

Bei linearem Verschiebungsfeld und linearem Spannungszustand werden die Materialpa-
rameter an einfachen Systemen ermittelt und auf mehraxiale Beanspruchungen sowie auf
strukturmechanische Problemstellungen mit groflen elastischen Dehnungen iibertragen
(Jones 1975; Altenbach, Altenbach & Rikards 1996). Bedingungen fiir den Wertebereich
der Ingenieurkonstanten (Anhang A) werden iiber die Nachgiebigkeitsbeziehung

E= C“I:S mit Eij = (C_rjl)-ijkl Skl (66)

formuliert. Fiir die aus dem Zugversuch resultierenden Abhingigkeiten zwischen den Ela-
stizitdtsmoduln und den Querkontraktionszahlen folgt mit der Symmetrie der Nachgie-
bigkeit

I/.,;j = Vji % . (67)
Dabei beziehen sich die Elastizititsmoduln E; auf die Hauptmaterialrichtungen ia;,
die Querkontraktionszahlen »;; auf die Symmetrieebenen. Orthotropie ist gekenn-
zeichnet durch insgesamt neun unabhéngige Ingenieurkonstanten: drei Elastizitdtsmo-
duln E;, E;, F3, drei Schubmoduln pis, o3, 31 sowie drei Querkontraktionszahlen
V12, Vo3, v31. Fiir den Sonderfall der transversalen Isotropie geben fiinf Ingenieurkonstan-
ten die Eigenschaften des Materials parallel und senkrecht zur bevorzugten Materialrich-

tung an; im isotropen Fall sind es nur noch zwei.
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Orthotropie
1 _ 11— 1/251132 i 2222 _ 1 — 1/1%1/3] . 3333 _ 1 — V1ol
Ci +2 3 Ci +1 3 Ci f1 2
1122 _ V2 1 Viglso 133 _ V Vialaz 2233 __ Vz&; Vo1V13
Cr™ = KE1f3 O kErﬁz O = 1B
Ci*? =22 Cr*" =23 ; CP? = 2 s
A= EFIEE (1 — viavgy — Vi3l — VasVag — 2U31V19V3)
Transversale Isotropie
bevorzugte Richtung X} -Richtung: E|=E; V=13 =Vig; My = H13 = g
ny| = V31 = Vo1 n:EL/E“
Isotropie-Ebene X% X3-Ebene: E; = FEy =FE3; vy = Vg3 =v3g;
. __ Ey
KL = K23 = 2(1 T 1/23)
2 1-—nv?
cun — 1 li ; 03222 — OB = ” [
2
022 yl+ve) o133 . o223 - L +nY
£ =m0 £ =
cimz= a2y = 113 CBB = B2 _ BB =9y
__1 . 2 2
A= EEL (1 2nyy — vy 2n1/”1/J_)
Isotropie
E = Ey = E, = E3, V=19 = U3 = 3, M= 12 = 3 = K23 = ﬁ
E(l1—-v)
1111 _ (12222 __ (3333 _
G =0 = = gy — A2
1122 _ 1133 _ 2233 _ Fv —
G =0 =0 =gy ~ A
CI12 = O3 — 02 . 022 _ OPB 9
oy onz ogus g 0 0
ch2 cnn 0 0
ikl _ C8E3 0 0
L 011,212 0 0
sym. CB 0
BB

Tab. 6.1: Koeffizienten des Elastizitatstensors fiir Orthotropie, transversale Isotropie, Isotropie
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6.1.2 Gruppe symmetrischer Transformationen

Das Erstellen eines Systems irreduzibler Invarianten erfolgt bei makroskopischer Anisotro-
pie liber die materialspezifische Gruppe symmetrischer Transformationen. Sie ist eine Un-
tergruppe der orthogonalen Gruppe Q° und enthilt alle Drehungen und Spiegelungen, mit
der sich die Basisvektoren des Materialkoordinatensystems {ia1,ia9,ia3} in einer dqui-
valenten Position angeben lassen, die von der Referenzkonfiguration nicht unterscheidbar
ist.

ia) = Qia; mit Q€ Gx C O° (6.8)

Fiir anisotrope Strukturen lassen sich die Gruppen symmetrischer Transformationen® G x
ausgehend von der Mitte des letzten Jahrhunderts fiir die ZweiunddreiBig kristallinen
Klassen entwickelten Gruppen auf Makroebene iibertragen. Dabei sind nur diejenigen
Gruppen interessant, welche die zentrale Inversion Q = —1I als symmetrische Transforma-
tion enthalten, da sich eine Struktur in diametraler Richtung gleichermaflen ausdehnt.

Orthotropie ist gekennzeichnet durch drei paarweise orthogonale Hauptmaterialrich-
tungen is; (¢ = 1,2,3). Die Gruppe symmetrischer Transformationen enthilt u.a. die
Spiegelungen R;, R;, R3 an den Symmetrieebenen, die durch die Flichennormalen
ia1,ia9,1a3 bestimmt sind,

-1 0 0 1 0 0 1 0 0
Ri=| 0 1 0|, Ry=| 0 -1 0{, Rs=| 0 1 0| (69
0 0 1 0 0 1 0 0 -1

und die Drehungen DY, DY, D¥ um die bevorzugten Materialrichtungen ia,,ia9,ia3 mit
einem Winkel von 180°.

1 0 0 -1 0 0 -1 0 0
DI=| 0 -1 0|, DI=| 0 1 0|, Di=| 0 -1 0 |(610)
0 0 -1 0 0 -1 0 0 1

Transversale Isotropie ist ein Sonderfall der Orthotropie, charakterisiert durch eine
einzige Hauptmaterialrichtung. Die Rotationssymmetrie um diese bevorzugte Richtung
charakterisiert die Isotropieebene senkrecht dazu. Die Gruppe symmetrischer Transfor-
mationen enthilt neben den Transformationen (6.9) und (6.10) alle kontinuierlichen Dre-
hungen um die bevorzugte Richtung.

Mit der X ;-Achse als bevorzugter Materialrichtung folgt

1 0 0
D{= |0 cosy sing 0<p<2r. (6.11)
0 —sing cosy

Isotropie ist charakterisiert durch die Richtungsunabhingigkeit des Materials. Die
Gruppe symmetrischer Transformationen ist gleich der orthogonalen Gruppe.

!Literatur: (Green & Adkins 1960; Xiao, Bruhns & Meyers 1999)
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6.2 Basis irreduzibler Invarianten

Das zentrale Problem der Invariantentheorie ist, fiir ein gegebenes System an Variablen
und eine gegebene Gruppe von Transformationen eine Basis bestehend aus irreduziblen
Invarianten festzulegen?. Hiervon soll sich keine Invariante als Funktion anderer Inva-
rianten ausdriicken lassen. Doch ist auch die Integritdtsbasis minimal, eindeutig ist sie
nicht, denn ausgehend von einer gegebenen irreduziblen Integritidtsbasis lassen sich stets
andere Invarianten erzeugen. Die Irreduzibilitidt der Integrititsbasis ist zur Modellierung
einer eindeutigen Spannungsantwort mit wenigen Materialparametern erforderlich.

Resultate der klassischen Invariantentheorie. Polynomiale Invariante werden aus-
gehend von der linearen Gruppe hergeleitet (Weyl 1939; Gurevich 1964). Eine Kernaussage
ist das HILBERT Theorem. Es besagt in “plakativer Form”

Fiir eine begrenzte Basis an Vektoren und Tensoren
existiert eine begrenzte Integritdtsbasis.

Das rechtfertigt die Suche nach einer solchen Basis (Weyl 1939; Spencer 1971).

Die klassische Invariantentheorie ist geometrisch motiviert. Die algebraischen Hauptinva-
rianten

Ic=|F|’, Ic=|CofF|*,  Hc= (detF)’ (6.12)
und die rationalen Grundinvarianten

trC = g; G¥  trC* = g;; G gy G%,  trC® = g;; G7* gy G'™ gn G™  (6.13)
erfiillen mit G* = (G;;)~! die algebraische Gleichung

—trC® 4+ IgtrC? — IctrC+30c =0.
Polynomiale Invariante sind die Summe homogener polynomialer Invarianten in Form von

rC=CY%,  aC?=C4%¢Y%, wC®=ChCl ok . (6.14)
Die Studie algebraischer Invarianten reduziert sich somit auf homogene polynomiale In-
variante.

Ein Algorithmus zum Erstellen einer polynomialen Integrititsbasis matrizieller Polynome
fiir Tensoren 2. Stufe basiert auf einer Verallgemeinerung des CAYLEY-HAMILTON Theo-
rems (Rivlin 1955; Spencer 1971) beispielsweise mit dem rechten CAUCHY-GREEN Tensor
C und den Strukturtensoren M und N '

MNC + MCN + NMC + NCM + CMN + CNM

—M(trNC — trN trC) — N(trCM ~ trC trM) — C(trMN — trM trN)
—(NC + CN) ttM — (CM + MC) trN — (MN + NM) trC (6.15)
—I(trtM trN trC — trM trNC — trN trCM
—trC trMN + trMNC + trCNM) = 0.

?Desweiteren kénnen unter beliebigen Gruppen von Transformationen Syzygien festgelegt werden.
Das sind polynomiale Relationen zwischen den Invarianten, die es jedoch nicht gestatten, eine beliebige
Invariante als Polynom der {ibrigen auszudriicken.
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Ziel des Verfahrens ist die Elimination von Termen héherer polynomialer Ordnung. Schon
die Spur eines Tensorproduktes siebter Ordnung kann als ein Polynom in Matrixproduk-
ten, deren Ordnung kleiner als sieben ist, dargestellt werden und ist daher reduzibel.

6.2.1 Verwendung von Invariantentheoremen

Ein anderes Konzept zur Herleitung einer polynomialen Integritdtsbasis beruht auf In-
variantentheoremen (Green & Adkins 1960; Spencer 1971). Die Basis polynomialer In-
varianten folgt unter der diskreten Gruppenwirkung orthogonaler Transformationen aus
der Gruppe symmetrischer Transformationen Q € Gx C ©@°. Diese wirken auf die Kom-
ponenten des GREEN-LAGRANGE Verzerrungstensors.

Orthotropie. Unter der Gruppenwirkung symmetrischer Transformationen
Gx = {Ry, Ry, R3, D], D], D7} resultiert folgende irreduzible Integritédtsbasis als
Argument einer Verzerrungsenergiefunktion

W = W(E, Es, Ess, E1d®, Ex? Ei3°, E;nEnEs)

(6.16)
= W(Ey1, Ea, Ess, Ei2®, Ep?, Ep?, Hc).

Transversale Isotropie. Ist die X} -Achse die bevorzugte Materialrichtung, dann folgt
mit GX = {D‘f, Dg, g, Rl, Rg, R3}

W= W(IC) HC) MC: E117 ElaEal) a = 2,3 (617)

6.2.2 Methode der Strukturtensofen

Bekannte Reprisentationen isotroper Funktionen lassen sich {iber die Methode der Struk- ‘
turtensoren (Boehler 1979; Spencer 1984) auf makroskopische Anisotropie iibertragen?.
Ein solcher Strukturtensor

M=isQia, lliafl =1 (6.18)

entsteht durch das dyadische Produkt eines in Faserrichtung zeigenden normierten Ein-
heitsvektors ia. Ist die Verzerrungsenergiefunktion in dem rechten CAUCHY-GREEN Ten-
sor und einem Strukturtensor formuliert, ist sie in den Verzerrungen invariant unter den
orthogonalen Transformationen der Gruppe Gx

W(C,M) = W(QCQT, M) Qe Gx C 0°, (6.19)
sowie in den Verzerrungen und dem Strukturtensor invariant unter den Transformationen
der gesamten orthogonalen Gruppe Q*

W(C,M) =W (QCQ",QMQ") Qe 0°. (6.20)

3Weitere Literatur: (Smith, Smith & Rivlin 1962; Xiao 1995; Xiao 1996b; Xiao 1996c; Xiao 1997)
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Orthotropie. Die Simultaninvarianten eines orthotropen Kontinuums lassen sich mit
den Strukturtensoren

M] :iA1®iA1 Mg :iA2®iA2 M3 = iA3®iA3, (621)
welche die Nebenbedingung M, + M, + Mj = I erfiillen, wie folgt formulieren:

Korrespondieren die ersten drei Simultaninvarianten zu den Lingendnderungen der be-
vorzugten Materialrichtungen

trCM; = i5;Cia; = Cpy
trCM; = i2,Ciag = Cop (6.22)
trCM3 = ig3Cipss = Css,

so haben die iibrigen Simultaninvarianten keine physikalische Bedeutung
trC?M; = ia;C%iay = Cui? + Cia® + Ciy?
trC2M, = ia,C2igs = C12? + Coo? + Ca3? (6.23)
trC*M = ig3C?ias = Cis® + Cos” + Cas?;

ebenso wenig wie die Grundinvariante trC?. Die Basis polynomialer Invarianten entspricht
bei Orthotropie einer irreduziblen Funktionalbasis.

Alternativ kann eine Integrititsbasis auch ausgehend von einem isotropen Grundkontinu-
um formuliert werden (Spencer 1984).

Transversale Isotropie. Die Basis irreduzibler Invarianten besteht aus den Grundin-
varianten {trC, trC?,trC3}, zur Modellierung des isotropen Grundkontinuums, und den
Simultaninvarianten

tI‘CMZiACiA, tI‘C2M:iAC2iA. (6.24)

6.3 Physikalisch motivierte Invariante

Zur Formulierung eines einfachen Materialmodells soll nun eine geometrisch anschauliche
Basis irreduzibler Invarianten konstruiert werden, damit die Materialparameter physika-
lisch sinnvoll in das Materialmodell einflieflen kénnen. Zur Simulation endlicher Verzer-
rungen im orthotropen Kontinuum werden dariiberhinaus weitere Grenzzustinde als Re-
striktionen an das Materialmodell formuliert, welche in die Konstruktion der Invarianten
mit einflieflen.

In einem isotropen Kontinuum wird zur Gewihrleistung der Existenz einer Losung
eines mit groflen Dehnungen behafteten strukturmechanischen Variationsproblems gefor-
dert, daB8 die Verzerrungsenergiefunktion polykonvex ist und der Coercivitatsungleichung
geniigt. Liegt eine bevorzugte Richtung im Material vor, soll die Verzerrungsenergiefunk-
tion so formuliert werden, daff diese Konzepte auf die anisotrope Struktur iibertragen
werden konnen. Eine bevorzugte Richtung im Material ist vergleichbar mit einem diffe-
rentiellen Linienelement und kann seine Léinge und seine Orientierung im reprasentativen
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Volumenelement dndern. Es wird gefordert, dafl die Verzerrungsenergie bei gegen unend-
lich strebender Dehnung bzw. Stauchung ebenfalls gegen unendlich strebt. Extrem grofie
Stauchungen bedeuten in diesem Zusammenhang die Degeneration einer Faser zu einem

Punkt.
Es wird das Bezugssystem {ia;, ias, ias} verwendet?.

6.3.1 Modifizierte Simultaninvariante

Ist die X} —Achse die bevorzugte Materialrichtung, dann soll die Verzerrungsenergie gegen
unendlich streben, wenn

¢ sich die Faserrichtung unendlich dehnt

Ci1 — 00 = W(C, Cy1) = +o00, (6.25)
e die Faser zu einem Punkt degeneriert

Cy — 0t = W(C, C1) = +o0. (6.26)

Physikalisch sinnvoll werden die Stauchungen auch hier iiber logarithmische Verzerrungen
abgebildet

—% a; ln gA11 - 400 mit gA1l = Cll . (6-27)

In einer Verzerrungsenergiefunktion sind die Terme in den Langenénderungen der bevor-
zugten Richtung so zu wéihlen, daf§ sie zu denjenigen Termen kompatibel sind, welche
die Lingenanderung eines beliebig im représentativen Volumenelement orientierten Lini-
enelementes beschreiben.

Transversale Isotropie. Ist die X}-Achse die bevorzugte Materialrichtung, berechnen
sich die modifizierten Simultaninvarianten dhnlich wie die Hauptinvarianten:

Ipn = trCM = i3;Cia, = Cn

I5 = trCofCM = £ [(ia;Cia1)? — ia:1C%ia;] = —1 (Cra® + Cis?).
Die Invariante 5 beriicksichtigt die Richtungsédnderungen der bevorzugten Richtung in-
folge von Schubdeformationen (Liirding 1999; Liirding, Bagar & Hanskotter 1999). Die
Integritatsbasis Iq, I, M, Ia, Ia ist daber physikalisch sinnvoll, minimal und polyno-
mial.

(6.28)

4In einem orthogonal kartesischen Koordinatensystem fallen das ko- und kontravariante Basissystem
zusammen. Es wird daher nur das kovariante Bezugssystem verwendet.
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Orthotropie. Weil jede Koordinatenebene eine unterschiedliche Schubsteifigkeit hat,
ist die Verkniipfung der Materialparameter mit entsprechenden Verzerrungskomponenten
bei diesem Ansatz schwierig.

Ip = % [(ia1Cia1)* —ia1C?iay] = ‘%(0122 + 0132)
Taz = 3 [(1a2Ciaz)? — 1a2C%ias] = —3(C12” + Co3?) (6.29)
T3 = 5 [(1a3Cia3)? — ia3C%ias] = —5(C1a® + Cos?)

6.3.2 Modifizierte Hauptinvariante

Ein neues Konzept zum Aufbau einer irreduziblen Funktionalbasis besteht darin, ausge-
hend von einem, hinsichtlich der Hauptmaterialrichtungen in differentielle Linien- und
Flachenelemente zerlegten, orthotropen repriasentativen Volumenelement, eine geome-
trisch anschauliche Basis irreduzibler Invarianten zu formulieren, damit Lingen&nderun-
gen der bevorzugten Materialrichtungen und flichenhafte Deformationen der Symmetrie-
ebenen auf einfachem Wege beschrieben werden kénnen.

Lingeninderungen der bevorzugten Materialrichtungen berechnen sich iiber

I, =Cn =gan > I = Cy = gam, I3 = C33 = gas; (6.30)
mit der Metrik der verformten Konfiguration ga,; und es gilt
Ic=0L+ 1L+ 1I;. (6.31)

Flichenhafte Deformationen umfassen sowohl die Schubdeformationen sowie Deh-
nungen und Stauchungen eines differentiellen Fldchenelementes.

Liegt ein solches differentielles Flichenelement in der X} — X% —Ebene vor, dann berech-
nen sich die Winkelanderungen der Basisvektoren ia; und ia, tiber

a1 =cos¥* mit 0<cos?¥ <1. (6.32)

BAc 1> "BAcs = m

Es werden im Folgenden zur Definition von Invarianten zwei Grenzfille orthotropen Ma-
terials betrachtet. Es wird gefordert, dafl die Verzerrungsenergie gegen unendlich strebt,
wenn

e infolge grofler Schubbeanspruchung zwei Koordinatenachsen zu einer Achse ver-
schmelzen

_ 2
_jpJaudan T 9ar
gA11 GA22

911 Gaz — gary” — 0F = — o0, (6.33)

e cine Fliache unter biaxialer Druckbeanspruchung zu einem Stab degeneriert
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Beide Grenzfille lassen sich physikalisch sinnvoll iiber logarithmische Verzerrungen abbil-
den. Die Invarianten werden wie folgt definiert

I = gan 9a2 — 9A122 s A3 = gass Gass — 9‘A232 , I3 = gay9ass — 9A132(6-35)
und es gilt
Ic=1Ihs+ I3+ I3 . (6.36)

Orthotropie ist charakterisiert durch sieben irreduzible Invariante als Argumente der
Verzerrungsenergiefunktion:

W =W(L, I, Is, Iz, Iz3, I3, Hc) (6.37)
mit Cy; = ga,; folgt:
I, = Ch, Iy, = C11Ch% — C13C
I, =Cyp, I3 = CpnCs— CCh, (6.38)
Iy =Cs, I3 = C33ChH — C5Ch3, e = detC .

Als Gradient der Verzerrungsenergiefunktion berechnet sich der 2. P1OLA-KIRCHHOFF
Spannungstensor

1q_ oW _ oW oW ow

(6.39)
oW oW oW ow
+ EEMCI + mMcg + HFEMCB + WEMCV
mit den Tensorgeneratoren
M, = g% =ia; ®ia
M, = glcz = ia2 ® iAo (6.40)
M; = oLy _ iaz®iag
MCI = oI
= Cy3ipg ®@ian + Croiaz ®iaz — Cias ®ias — Coziag ®ian
oIl
M =
“2~9C (6.41)

= Coia; ®ia; + Ci1ias ®iag — Co1ia, ®iay — Cioia, ®ia,
Mcy = %ﬂ]—-c- = l¢c Cc! (6.42)

und es gilt M; + My + M3 = I sowie M¢; + Mg, + Mcs = Mg = Icl — CT. Die Basis
irreduzibler Tensorgeneratoren M, My, M3, Mc1, Mcs, Mc3, Mgy ist vollstdndig und
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berechnet sich als Gradient der algebraischen Funktionalbasis. Die Représentation ist
minimal und irreduzibel.

Alternativen zur Darstellung von Tensorgeneratoren fiir Orthotropie sind in (Boehler
1987; Xiao 1995; Xiao 1996b) aufgefiihrt.

Transversale Isotropie. Diese Integritétsbasis (6.38) 148t sich in eine irreduzible Funk-
tionalbasis fiir transversale Isotropie iiberfithren

W=W(I”, IJ_, IH, IJ_, ﬂc), (643)

wobei (...); und (...), die Verzerrungsterme parallel und senkrecht zur bevorzugten Rich-
tung kennzeichnen. Mit der X3 -Achse als bevorzugte Materialrichtung resultiert:

I” = Il = 011

I, = L+1l; =Cy»+Cy

Iy = o+ I3; = C11Ca + C11C33 — C13Ca1 — C13Cy (6.44)

I, = Iy = Cx0Cs3—Culs

Ic = detC.
Die Spannungen folgen '

1q_ OW oW oW oW

5 S = _3_M” + HHMJ_ + mMCH + B—EIMCJ_ + HM—CMCV (6.45)
mit den Tensorgeneratoren

_ 9]
M, = M, = (_";lt = ia; ®iag

(6.46)
M, =M;+M; = %%‘ =ips ®ias +ia; Dias

or
Mgy = Go+Gs = Bﬁﬂ
= (Co 4 Cs3)ia1 ®ia1 + C1y (a2 ®iaz — ia3 @ ias) (6.47)
—Co ia1 ®ia3 — Cip 143 ®iny
—Csp ips®ia3 — Cos ia3 ®@iay
Mc, = G = 9%
= C33ia2 ®ias + Cr1ia3 ®iag — Cs1ia) ®ias — Ci3ia; ®@iag

sowie Mcy = Hlc C~! und es gilt: M” + M, =1, MCH + Mg, = Mcg; Mgy =
Ic CcL .

(6.48)

Isotropie. DBeigegebener Richtungsunabhingigkeit resultiert als irreduzible Funktional-
basis

Ic=hL+1+1;, Ic = I+ Iy + I3, (6.49)
den Gleichungen (6.31, 6.36) entsprechend sowie f[c. Der Spannungstensor folgt

1§ — %VEI + gj%(lcl —CT)+ gIV”V—CGV (6.50)




54 Kapitel 6: Modellierung orthotropen Materials

mit den Tensorgeneratoren (5.39)

%%:I, MC:%:I(_';I—CT, MCVz%%Q:MCC_I.

6.4 Orthotropie und grofie Verzerrungen

6.4.1 Auswirkungen einer bevorzugten Materialrichtung

Bei transversal isotropem Material wird hiufig ein Materialmodell ausgehend von einem
isotropen Grundkontinuum formuliert. Die Steifigkeitseigenschaften der bevorzugten Ma-
terialrichtung werden mittels modifizierter Simultaninvarianten beriicksichtigt. Als erster
Schritt zur Simulation grofier Dehnungen sowie grofier Stauchungen in der bevorzugten
Materialrichtung wird ein kompressibles NEO-HOOKE Modell erweitert

W(C, M) =}y (Ic - 3) + T(J)

+z0(c=3)Ia—1) ~ (1 — po) Ia +T(J).
Zur Simulation von grofien Dehnungen sowie Stauchungen sowohl in der bevorzugten
Materialrichtung als auch in den Volumeninderungen werden gleich aufgebaute konve-
xe Funktionen in den Volumeninderungen J = /Hc und den Lingeninderungen der
bevorzugten Materialrichtung Jj = v/T5 verwendet

T(J) =1AL(J—1)2 =y InJ

L) = 3 A1 () = 1 =y InJj,
fiir 0 < J, Jj < 2. Kopplungen zwischen den Verzerrungstermen der bevorzugten Richtung
und denen der Volumenénderungen sind mit (Ic — 3)(Is — 1) und In J#LJ}" gegeben.
Orientierungsianderungen der bevorzugten Richtung werden iiber die zweite modifizierte
Simultaninvariante I, erfaft. Die Materialparameter lassen sich durch die Riickfihrung
des Modells auf die klassische Theorie fiir kleine Verzerrungen nahe der Referenzkonfigu-
ration in Abhéngigkeit der Ingenieurkonstanten formulieren (Anhang A).

(6.51)

(6.52)

6.4.2 Polykonvexitit

Der Begriff Polykonvexitét (Kap. 4.1) bezieht sich auf den Aufbau der Verzerrungsener-
giefunktion in den Argumenten F, CofF, detF. Sie beriicksichtigt die geometrische Be-
schaffenheit einer Deformation und ist unabhingig von den Materialeigenschaften.

Im Folgenden wird ein differentielles Linienelement betrachtet. Bezogen auf ein orthogonal
kartesisches Bezugssystem {is;,ias,ia3} berechnet sich die Linge eines differentiellen
Linienelementes abhéngig von den Komponenten der verformten Metrik ga;;, 920, 9A33
dem Satz von PHYTAGORAS entsprechend

IF|l = \/9a11 + gan + gass = VJi2 + J2% + Js? (6.53)

mit

h=vVh=lganll, R=vVEh=|ganl, Js=v1I=|gasl. (6.54)
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Bei Orthotropie werden den Hauptmaterialrichtungen {ia;,ia5,143} lediglich unterschied-
liche Steifigkeiten zugewiesen, d.h. zur Berechnung der Verzerrungsenergie werden die
Komponenten der Metrik den Steifigkeiten der Hauptmaterialrichtungen entsprechend
gewichtet. Fiir Orthotropie wird der Begriff Polykonvezitdt nun folgendermafien erwei-
tert:

Eine orthotrope Verzerrungsenergiefunktion gilt als polykonvex, wenn

e sich ihre irreduzible Funktionalbasis I1, Iy, I3, I12, I23, I31, flc auf eine irreduzible
Reprisentation fiir den Sonderfall der Isotropie zuriickfithren 1a8t, d.h. es gilt

W =W (I, b, Is, Iz, I, I3, Hc) = W(Ig, Ic, Hc) . (6.55)
mit

Ic= L+L+IL =|F|? (6.56)

Io=0p+ 0+ 15 = ”COfF”2 (657)

e sie sich aus konvexen Funktionen in .Ji, Jy, J3 sowie in Jyq, Jo3, J31 und in J aufbaut
mit

n=vE  h=vE &=V

(6.58)
J12 - \/ﬂ12 J23 - \/”23 J31 = \/E31 J = ﬂC-

6.5 Entwicklung eines orthotropen Materialmodells

Die zur Simulation sehr grofler Dehnungen fiir isotropes Material formulierte Verzerrungs-
energiefunktion (5.44) wird im Folgenden auf ein orthotropes Material iibertragen. Auch
hier wird gefordert, daf sich das Material der physikalisch motivierten Grundidee entspre-
chend verhilt und die Verzerrungsenergie gegen unendlich strebt, wenn die Verzerrungen
gegen unendlich gehen. Das fithrt zu folgendem Ansatz:

W =Ws+ Wp

und WD — oM (h~1)+ez(Ia—1}+aa(lz—1) (659)

+ eb1(H23—-1)+b2(lT31—1)+b3(ﬂ';z—l) 4 ec(ﬂc—l) -3 ,

der die Bedingungen aus (Kap. 6.4.2) erfiillt. Der Sonderfall transversaler Isotropie ist
mit (6.43) enthalten

WD — ea”(I"—l)-FaJ_(IJ-—Z) + eb|i(E”—2)+bJ-(HJ-—l) + eC(MC—l) _ 3 . (660)
Fiir Isotropie folgt (5.40).

Fiir viele strukturmechanische Anwendungen mit grofien Dehnungen liefert ein linearer
Ansatz bereits gute Ergebnisse
WDL = 01(11 - ].) + CLQ(IQ — ].) + 63(13 - 1)

+ by (fas — 1) + bo(fay — 1) + b3(Myg — 1) + c(Hc — 1). (6.61)
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Fiir Isotropie folgt das kompressible MOONEY-RIVLIN Modell.

Die geforderte Riickfiihrbarkeit des Materialmodells auf die klassische Theorie fiir kleine
Verzerrungen nahe der spannungslosen und verzerrungsfreien Ausgangskonfiguration lie-
fert Bedingungen fiir die Materialparameter und ihren Definitionsbereich sowie fiir den
Aufbau der Verzerrungsenergiefunktion hinsichtlich der die endlichen Stauchungen be-
schreibenden Funktion Wg. Das Vorgehen® orientiert sich an (Ciarlet 1988).

6.5.1 Orthotropie

Der Ansatz
W=ua(-1) +ala—1) + a3(l3—1)
+ by (T3 — 1) + ba(f31 — 1) + bs(Iha ~ 1) + c(llc— 1)+ Ws
korrespondiert mit Wy = Wg(1ly, Iz, I3, Io, Ip3, I31, lIc) und der Konvexititsforderung
(Kap. 6.4.2) zu der Gleichung

W =T (J1) + Ta( o) + T3(Js) + T1(Jas) + Do(Jsn) + Ta(Jiz) + T(J) +e.  (6.63)

(6.62)

Wahl konvexer Funktionen. Zur Simulation von Lingeninderungen, flichenhaften
Deformationen und Volumenadnderungen werden analog aufgebaute konvexe Funktionen
gewahlt. Im Rahmen dieser Arbeit wird der von (Ciarlet & Geymonat 1982) vorgeschla-
gene Ansatz in den Volumeninderungen

[(J)=cJ?—c" InJ c,c' >0 (6.64)
auf die Langenénderungen der Hauptmaterialrichtungen
T(J1) =a Ji>—a} InJ ay,at >0
To(Js) = ag Jo* — a3 In J, ag,ay >0 (6.65)
[3(J3) = az Js> —a} InJs az,al >0
und die flichenhaften Deformationen der Symmetrieebenen iibertragen
T1(Ja3) = by Joz® — b} In Jog by, b >0
T2(Js1) = ba J5y® — b3 In Jyg by, b5 > 0 (6.66)
T3(Ji2) = bs Jia? — b5 In Jp b3, b5 > 0.

Die sich ergebende Verzerrungsenergiefunktion lautet:
W= a(l; -1) + ax({2—1) + a3(lz3—1)
+ by(f2s — 1) + bo(d31 — 1) + b3(M12 — 1) + c(fc — 1)
satln; — lajlnl, — lajhnls
— tindy — ibyInly — sbiInl, ~ fclnlic.

(6.67)

5Die Riickfiihrbarkeit eines Materialmodells auf die klassische Theorie kann auch iiber eine Lineari-
sierung der Spannungsfunktion gezeigt werden (Drozdov 1996). Hier kann die Konvexititseigenschaft der
Verzerrungsenergiefunktion jedoch nicht mehr zur Reduktion von Materialparametern genutzt werden.
Wird die Konvexitit der Verzerrungsenergiefunktion in den Variablen F', CofF, detF gefordert, berechnet
sich der 2. P10LA-KIRCHHOFF Spannungstensor als Gradient nach dem rechten CAUCHY-GREEN Tensor
C =FTF.
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Thre vierzehn Materialparameter werden auch bei grolen Deformationen als konstante
Grofen angesehen.

Fiir kleine Verzerrungen ergeben sich die folgenden Terme im wesentlichen aus einer
TAYLOR-Entwicklung, die nach dem quadratischen Term abgebrochen wird. Somit folgt
fiir

e die Langendnderungen Jy, Jo, J3 der Hauptmaterialrichtungen

Il=1+2E11 12=1+2E22 I3=1+2E33 (668)

Ji=vT =1+ En — 5 (En)* +O(|E[?)
Jo = \/I—g =14+ Foy — % (E22)2 + O: |E||3) (669)
J3=VEh =1+ E3 — 3 (E)* + O(|E|°),

e die flichenhaften Deformationen Jys, Jos, J3; der Symmetrieebenen

Iy =1+2(Bn + Ex») + 4(E11E» — En®) + O(|E|]?)
I =142 (E22 + E33) +4 (E22E33 — E232) + O(||E”3) (670)
.”31 =1 + 2 (Ell + E33) + 4 (E11E33 - E132) + O(||E||3)

J12 = 1 + E11 + E22 + E11E22 - 2E122 - %E112 - %E222 + O(”E”3)
Jos =1+ Egy + Eg3 + EgpEy3 ~ 2 Egs® — L B0 — L B3 + O(||E|®)  (6.71)
Js1 =1+ En + Ess + EnnEss — 2 Byy? — 1 By ® — L E3® + O(||E|®)

mit Jip = /Io, Jog = v/ l23, J31 = /[3 und

e die Volumenénderungen J = /Il des reprisentativen Volumenelementes

Hc=1+2 (Ell + F5y + E33) +4 (E122 + E232 + E312) (6 72)
— 4 (B Exy + ExpF33 + E Eg3) + O(||E|P) , ‘
J =14+ FEy+ Fas + E33+ Ej1Eys + FooE33 + Ey Egg

K 6.73
— 2(B19® + Exs® + E?) - 3 (BEn’ + Ex® + E35*) + O(|E|)?) - (673)




o8

Kapitel 6: Modellierung orthotropen Materials

Angewendet auf die Verzerrungsenergiefunktion (6.63) folgt

W =
_+_
+

+

+

1) + TH(1){Exn — 1E»’} + 1T4(1)(Ex)?

(6.6
T1(1) + TY){En — §En®} + 4T (1) (En)?
( 2(1)(
T3(1) + T4(1){Ess — 3E35°} + 3T%(1) (Ess)?

(

+
i

D{En + Ep + BBy — 2B, — L B,y? — £ Ey?)

3(1)
+ %fg(l){E112 + E222 + 2E11E22}
Ty(1) + T,(1) {Ex + Ess + ExBss — 2Eps® — L En® — L E3s?) (6.74)
+ iTY(1) {Ex® + Ess® + 2EpE33} '
f2(1) + f;( 1){Ew + B33 + EnnEs3 — 2E13” — %Eu2 - %E332}
+ tTH(D{Eu’ + E33® + 2E11 E33}

(1) + T'(1) {Ewu+ Ex+ Ess + Eni By + Ei1F33 + ExnFEsg
—2 (B2 + E13® + Ex®) — L (Bn® + Eag® + Ess®)}
+ T"(1){Ew® + Ex’ + E33® + 2(E11Ex + By E33 + ExFEs3)}
e+ O(|E®).

Aus einem Komponentenvergleich mit der klassischen Theorie

+
+

1 1111 2 1 2222 2 1 3333 2
ECL E11 + ECL E22 + ECL E33

CR12E.2 | CPBE? 4+ CBBE,? (6.75)
C£122 E11 E22 + 02233 Egg E33 + C},133 Ell E33

ergibt sich nach einigen Vereinfachungen folgendes Gleichungssystem

=/

(1)

~

=i

it
TR W~ N

=

!

1
1
1

Lo |1 B WLy 1
w

oy )
x
N TN N P S N S N

— =
PO,
—

r“(1

)
)
)
)
)
)
[y (1)
[5(1)

1) =
1) = -

—_ __% 0%323 _ F’(l)
—Lopis (1) (6.76)
01212 P’(l)

— 0%233 + %0%323 _ Fu(l)
— C£133 4+ %Ci313 l'w( ) (677)
— 011,122 + %C}?lz F”(l)

C}'212 _{_0114313) + 1’\/(1)

L
= %EC +CF) 4 1(1) (6.78)
2

01313 + 0%323) 4 F'(l)

Cllll 01122 C%BS _ (01212 +01313) —I—F”(]_)

1
¥ — 02222 01122 0125233 % (01212 + 02323) F"(l) (6.79)
Fs(l) = 3

02333 _ 02133 . 0%233 (01313 + 02323) P"(l)

in den partiellen Ableitungen der konvexen Funktionen (6.64, 6.65, 6.66), ausgewertet in
der Referenzkonfiguration

IM"l)=2¢c—c" (1) =2¢ +¢* (6.80)
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Fi(1) = 2a; (1) = 2a; + a; i=1,2,3 (6.81)
(1) = 2b; — b* T, (1) = 2b; + b i=1,2,3. (6.82)

Die Materialparameter berechnen sich als Funktion der neun Ingenieurkonstanten
El; Eg, E3, H12, MHe3, K31, Y12,V23,V31 nach (Tab 6.1) und der freien Parameter c, c*

a) = 0.25 (C;!' — C}'# — C'?) +c (6.83)
a’l =0. 50 (Cllll 01122 Célss 01212 C£313) + C* (684)
ay = O 25( 2222 01122 02233) +e (6.85)
CL2 — O 50( 2222 01122 02233 01212 Cg323) + C* (686)
as = 0.25 (CP% - CI13 _ 083 +c (6.87)
a = 0.50 (03333 C£133 _ 02233 B C£313 _ 02323) 4 (6.88)
b, =025 C¥3 —c (6.89)
b} = 0.50 (C#3 4+ CB8) — ¢ (6.90)
by =025 C}'3 —c (6.91)
by = 0.50 (C}133 4 C1313) — ¢* (6.92)
by = 0.25 C;'*# —c (6.93)
b = 0.50 (C}'#2 + C12'%) — ¢*. (6.94)

6.5.2 Transversale Isotropie

Mit der Xj—Achse als bevorzugter Richtung wird der Ansatz (6.63) unter
Beriicksichtigung der Nebenbedingung C#% = C7*22 — C?*3 mit ay = a1, a1 = as + as,
b = by = b3, by = by auf den Sonderfall der transversalen Isotropie reduziert.

W = Ty(J1) + Ty(Jr2) + Ty (Jar)
+ T (Jp) + T u(J5) + Tu(Jog) + I'(J) +e.

Fiir kleine Verzerrungen nahe der spannungsfreien Ausgangskonfiguration fiihrt das Glei-
chungssystem (6.83 - 6.94) auf

a:i __ * _— 1 (C 122 + C[1/212) + et (696)

Werden positlve Materialparameter afL > 0 und b|"| > () vorausgesetzt, ergibt sich

(6.95)

@l =—b =0 bzw. (C“22 cy . (6.97)

Die in der Referenzkonfiguration ausgewerteten Funktionen I'(J),I'"(J) nach Gleichung
(6.80) sind mit ¢* = 3 (I'"'(1) — (1)) 4quivalent zu der Geradengleichung

I'"(1) = C'*2 + Ci2 + I'(1) (6.98)
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fiir die Variablen I'*(1) und I(1). Das fiihrt zur Reduktion eines unabhingigen Materi-

alparameters.
Es resultiert eine Verzerrungsenergiefunktion der Form

W=a(h-D)+ar (I —-2)+b(Iy—1) +b (I —2) +c(flc—1)
- %aﬁ In Jj w—3b Indl;, —ic InMg; (6.99)
sie ist abhingig von der irreduziblen Funktionalbasis (6.44)
Li=1, I,=5L+1, =My + I3, I =1y, Ie.

Mit einem solchen Ansatz werden die Richtungsinderungen der bevorzugten Richtung
erfaBt, sowie der Ubergang von transversaler Isotropie zu allgemeiner Anisotropie.

Die Materialparameter lassen sich abhingig von den Ingenieurkonstanten Ey, B, p, i1,
v\ nach (Tab. 6.1) und dem freien Parameter I"(1) festlegen:

D)+ (1)) = § (CH + CFP1%) + 3T'(1)
(0%122 _ 6%212)
a’“ — Cilll _ C£122 + C}JZlQ) + %Fl(l)

1

1

2

l

at =1 (CIM ~ O} — C}»2) = konst. (6.101)

il

1

4

1

2

‘ (6.100)

I

c*

ar = L(CP?+CF®) + 4T()
(C28 — ol _ o2y _ 11(1)
b = & (C#% — C}'?22 — C1212) = konst. (6.102)
by = —% CH1? — %F’(l) .
Die Restriktion positiver Materialparameter definiert den Wertebereich des freien Mate-
rialparameters I(1):

ay >0:  CPM'-Cp?*-CP? >0

>0 CPR-_Ccl2_ci2s) (6.103)

¢ >0: CUZ_Cc250

ap >0: I'(1) > =05 (C{' + CP** — C'#)

a;p >0: I'(1) > —05(Cp1? 4 C8%) (6.104)
c>0: TI'(1) > —-0.5(C?% + C}2'?)

by >0: I'(1) < —0.5Cp**2

by >0: TI'(1) < —0.5(CL22 4 1212 _ (2233)

Einfacher bestimmen sich jedoch die Materialparameter abhéngig von den Ingenieurkon-
stanten (Anhang A).

by =

(6.105)

6.5.3 Isotropie

Die Richtungsunabhingigkeit des Materials spiegelt sich im Ansatz (6.63) wie folgt wider:
W = T(J;) + D(J2) + T(Js) + T(Jag) + T(Jay) + T(Ji2) + T(J) + e, (6.106)
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und die Geradengleichung (6.98), dargestellt in (Abb. 6.1), lautet
1) =(A+2u)+T'(1). (6.107)

Es resultiert eine Verzerrungsenergiefunktion vom Typ des kompressiblen MOONEY-
RIvLIN Modells (4.14)

W = a(lc —3) + b(Ilc — 3) + ¢(llc — 1) — L ¢* In Mg (6.108)
mit Iy + Iy + I3 = Ic, IH2 + Hy3 + I3 = I und den Koeffizienten

a=p+3l"(1) b =—3(p+T"(1)) (6.109)

c=HT"(1)+T'(1)) ¢t =3(I"(1) - T'(1)).

Mit der Beschriankung auf positive Materialparameter 148t sich der Definitionsbereich von
I(1) festlegen:

b=-12u+20"Q1)) > 0 = (1) < —u
a=-1(b+ I'(1)) >0 = ') > —2u .

Die Forderung positiver Materialparameter ¢, ¢* > 0 ist dquivalent zu der Bedingung
(1) > Ir' @l (6.111)

und schrinkt den Definitionsbereich zusitzlich ein. Die mafigebenden Grenzen des
Definitions- und Wertebereiches sind fiir ein Wertepaar (I'(1), ['(1)):

(6.110)

(1) 4
A+2u
S At p
A2+ p
A
| =24 | - TO)

—(A+2p)  —(A2+p)
Abb. 6.1: Materialkoeflizienten fiir eine konvexe Funktion I'(J)

Die auszuschlieenden Grenzfille des Definitionsbereiches (6.112) sind weder polykonvex
noch geniigen sie der Coercivititsungleichung.
Das Wertepaar (I"(1), (1)) = (—u, A+u) liefert die Bedingung b = 0 und charakterisiert
das kompressible NEO-HOOKE Modell

W=2p(lc—3)+3A(Hc—1)-1(A+2u) Inllc. (6.113)
Fiir das Wertepaar (I'(1), (1)) = (-3 A—p, 3 A+ p) verschwindet mit ¢ = 0 der lineare
Anteil in der dritten Hauptinvarianten fc

W=0Gu+iMNUc—3)+i2(Ic—-3)- (A +2u) Inlc. (6.114)
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6.6 Zusammenstellung der vorgeschlagenen Modelle

6.6.1 Orthotropie

Fiir die folgende Verzerrungsenergiefunktion (6.67) resultieren die Materialparameter ein-
schliefllich einer Beschriankung ihres Definitionsbereiches nach (6.83 - 6.94)

W = a,l(Il - 1) + (12(12 - 1) + 03(13 - 1)
+ b1(fa3 — 1) + bo(f3y — 1) + bs(fhg — 1) + (Ml — 1)
— 3aflnl; — zajlnl; — iailnl;
— tbilnkyy — b5ndy — ibilnl, — fctnlc.
Der 2. P10LA-KIRCHHOFF Tensor folgt mit
S = 3— (2&1 711) M1 + (2@2 - 72 M2 + (2(13 73') M3
* b b*
+ (21 = ) Moy + (20 — 2) Moz + (s — 1) Mg, (G119)
+ (2Cﬂc - C*) C-1
und den Tensorgeneratoren nach (6.40, 6.41) und C~'. Der Elastizitétstensor folgt mit
C = (CA”“ + clic (g9 gkt + gik gﬁ) 2¢*g¥ gfx) in; @ia; Qiag ®la; (6.116)

Seine richtungsabhéngigen Koeffizienten Cy ¥ sind in (Tab. 6.2, 6.3) aufgefiihrt. Sie be-
ziehen sich wie in (Tab. 6.1) auf die obere Hélfte der symmetrischen Koeffizientenmatrix.

2
Cllll + 2b* sz + 26* 033
C S, 20

O = 2031y + 26559, 1 24 G,
A 2F 1_” .” )

23

3333 __ 1 « O +C?

CA —2aa—g+2b—222‘+2b—1l2-,
Cis N 2 I

2

) .C,C «C1a°
CL122 = 4p; — 2b371— +2b3~£—§2; C}22 = —8by + 4b3 F_ + 8b3 =12y

ST,
1133 __ _ * C C . 1313 _ * * 2 .
OA = 4by 2b2]3—1 + 2b2—‘%3;2]‘l 3 CA = —8by + 4b2E + 8b2f;'f-2- ;
2233 _ o 1 «CoC53 . 2323 _ _ « 1 « Ca3?
CA = 4b1 2b1E+2b1—322;23}', CA = 8b1 +4blﬂ2—3+8b1‘—”—22§7

Tab. 6.2: Richtungsabhingige Koeffizienten des Elastizitatstensors

oR = —apORGR, ope - Qe o = —an e,

12 31
0312 = _4pt Cﬂ”f’lz . oss = OB = —4py Cﬂzng’!za

|

|

&
.’SQ
G2

Tab. 6.3: Zu einer Anderung der Anisotropie fiihrende Koeffizienten
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6.6.2 Transversale Isotropie

Liegt nur eine bevorzugte Richtung im Material vor (6.99), resultiert analog
W=q ()—1)+a (I =2)+ by (I —2) +b. (I, —1) +c(flc—1)
%aﬁ In ] —%b’i Inl; —50* In Ml
S = (2a) — aj YlTl) M + 22 M + 26 Moy + (261 — b1 7-) Me.t 6117
+ (2cHllc —c*) C7L.

Die richtungsabhingigen Komponenten des Elastizititstensors (6.116) sind in (Tab. 6.4,
6.5) aufgefiihrt.

1111 « 1 . 2222 « Cag” 3333 « o’
CRlt =208 —2; C2222 — gp* 283, C3333 = op7 =22,
Cll E23 E23
011‘122 — 01133 — 4b|| . 01212 01313 —8b||
A r J_ E23 A T I23

Tab. 6.4: Richtungsabhéngige Koeffizienten des Elastizit&tstensors

OR% = _4p CEQ;’,C?Q ) 0323 — _gp CEZZClga
23

23

Tab. 6.5: Zu einer Anderung der Anisotropie fithrende Koeffizienten

6.6.3 Isotropie

Aus dem kompressiblen MOONEY-RIVLIN Modell folgt
W =a(lc—3) + b(Ic —3) + c(llc— 1) — 3c*In ¢
S =2al+20Mcg+ (2¢Hllc —¢*) C™1 (6.118)
C=4(I®I-Ig-1)+4clc(Ct®C! - !Ig—l) + 2¢* g2 (6.119)
mit folgender Komponentendarstellung hinsichtlich des Bezugssystems {ia1,ia2,ia3}
C9% = 4b (G G} — G GI) + Ac M (g5 g% — gﬁ“ gi) +2¢ g gl (6.120)

Fiir die Metrik der unverformten Konfiguration gilt: G a2 = Gay; =ia,-1a; = ;5. Der Ten-
sor 4. Stufe® I.-: berechnet sich als Gradient des inversen rechten CAUCHY-GREEN
Tensors C~1.

S Mit

oCc1 _ 6(gijG,' ® G;) and O = 662 Bg”

a_gii ik il
9C  0(guGr ® Gy) dgr. Ogu '

+ g*5f8t. folgt
ng g 3 g agk[
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Kapitel 7

3D-Schalenformulierung

Im Rahmen dieser Arbeit wird ein kontinuumsbasiertes Schalenmodell verwendet, das die
unmodifizierte Implementierung von dreidimensionalen Materialmodellen erméglicht fiir
Strukturanalysen, die grofle Verzerrungen und finite Rotationen beriicksichtigen. Die Ki-
nematik basiert auf einem linearen Verschiebungsansatz und enthilt einen zusitzlichen
Verzerrungsfreiheitsgrad zur Modellierung fehlender linearer transversaler Dehnungen. Die
numerische Umsetzung erfolgt mit einem isoparametrischen, vierknotigen finiten Element
ohne Rotationsvariablen. Auf Elementebene 148t sich der eingefiihrte Verzerrungsfreiheits-
grad herauskondensieren. Infolge der bilinearen Formfunktionen treten kiinstliche Verstei-
fungseffekte auf, welche mittels Assumed-Strain und Enhanced-Assumed-Strain Konzepten
beseitigt werden.

7.1 Approximation des Schalenkontinuums

Jeder beliebige Punkt X des unverformten Schalenraumes, der von einer einparametrigen
Schar dquidistanter Flachen durchzogen ist, wird ausgehend von der die Tragwerksdicke
H halbierenden Mittelfliche F mit einem linearen Ansatz in Dickenrichtung beschrieben
(Abb. 7.1)

0 1

X=X+63X mit —1H<©d<lpy, (7.1)
0 1

Der Ortsvektor der Schalenmittelfliche X und die Flachennormale D = X sind nur von

den flichenhaften Koordinaten {©!, ©?} abhingig.

Die kovarianten Basisvektoren des Schalenkontinuums
0 1 1
Go=X,,+03X,, und G;=X=D (7.2)
berechnen sich iiber die Basis der Schalenmittelfliche
0 1
A, =X, und D=A;=A’=—A;xA 7.3
3 74 1 2 (7.3)

mit der Determinanten des Metriktensors A = A;; A ® A7
A= (A] X AQ)'A;; = A11A22 — (A12)2 . (74)
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Fiir die kovarianten Komponenten der Metrik A;; = A;-A; gilt nur in der unverformten

Konfiguration 4,3 = 0 sowie A3z = 1. Die librigen differentialgeometrischen Elemente las-

sen sich analog zu (2.8 - 2.14) bestimmen. Uber das Membrantragverhalten der Struktur

gibt vielfach schon die GAuss Kriimmung (2.46) erste Anhaltspunkte (Abb. 2.4)

_ By By — (Bi2)?
A1 Ay — (A1)

Die verformte Konfiguration wird durch ein lineares Verschiebungsfeld approximiert

K Bog = AgsAs=—As,-Ag. (7.5)
0 31 o 9 3,1 3
u=x-X=u+0"u=(x-X)+06°(x - X) (7.6)

mit dem Ortsvektor der verformten Konfiguration x = 1(')(-{-@3 )1c, dem Verschiebungsvektor
der Schalenmittelfiiche 4 und dem Differenzenvektor u.

Abb. 7.1: Unverformte und verformte Schale

Mehrschichtenkinematik. Durch eine Unterteilung der Schalendicke H in N Schich-
ten lassen sich unterschiedliche Materialeigenschaften iiber die Schalenhthe simulieren.
Ausgehend von der Schalenmittelfldche der ersten Schicht kann jeder Punkt des unver-
formten Schalenraumes mit dem geradlinig {iber den Strukturquerschnitt verlaufenden
Ortsvektor beschrieben werden

0 1
X, =X; +0°X mit —3iH; <O < H-1H. (7.7)

Im verformten Zustand wird jede einzelne Schicht L (L =1,..., N) durch die oben be-
schriebene Einschichtenkinematik approximiert. Dabei wird die C%-Kontinuit#t des Orts-
vektors x; bzw. des Verschiebungsfeldes gefordert:

xL(@3 = IHL) = XL-l(@%_l = +%HL_1) - %HL S @% S %HL . (78)

-T2
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Hieraus entsteht eine Beziehung zur Berechnung des Ortsvektors der Mittelfiiche der
Schicht L

0 1 1
XL = Xp-1 + % [HL—I X1+ Hyp, XL]
0 , 1 1 (7.9)
=X, +35 3, [HK Xk + Hg 1 xK+1] .
K=1
Das Modell enthélt die drei Verschiebungsfreiheitsgrade des Ortsvektors der ersten Schicht

A >0c1 sowie drei Direktorfreiheitsgrade A JIcL als unabhiingige Variablen (Basar & Ding
1995}. Auf die Transformation der Referenzfliche in die Schalenmitte wird in (Schultz
1996; Liirding 1997; Eckstein 1999) detailliert eingegangen.

Die folgenden Ausfiilhrungen beziehen sich der Einfachheit halber auf ein Einschichten-
modell und lassen sich analog auf ein Mehrschichtenmodell iibertragen.

2D-Verzerrungsvariablen. Der Metriktensor und die Verzerrungen kdnnen mit dem
Shifter Z auf die Basis der Schalenmittelfliche transformiert

E=ZTEZ'=FE;A' QA mt z=%-gea (7.10)
oX
und als Polynom in der Dickenkoordinate ©@* geschrieben werden. Bei dem postulierten
linearen Verschiebungsansatz iiber die Schalenhéhe (7.6)

0 1 2 0 1
Eos+ O Eos+ (032 FE,; Eu+0%E,

E; = . (7.11)
sym. Ej33
resultieren mit
k 1 & k
By =3 (9;;—Gij) und  k=0,1,2 (7.12)

quadratische tangentiale Verzerrungen, lineare transversale Schubverzerrungen sowie kon-
stante transversale Dehnungen. Mit einer solchen polynomialen Darstellung ist bei kon-
stanter Schalendicke eine Vorabintegration iiber die Schalenh6he moglich. Die Verzer-
rungskomponenten sind in Anhang B aufgefiihrt.

Lineare transversale Dehnungen. Ein sechsparametriger Verschiebungsansatz ap-
proximiert das Verformungsverhalten bei vorhandener Querkontraktion zu steif. Der Feh-
ler liegt bei dem als POISSON-Locking bekannten Phénomen in der Gréfienordnung von
v? und wird bei feiner werdender Unterteilung der Schalendicke in mehrere Schichten
schnell kleiner. Verursacht wird der Versteifungseffekt durch fehlende lineare transversale
Dehnungen in der Kinematik. Beseitigt wird dieses Phinomen durch Einfiihrung eines
zusitzlichen Verzerrungsfreiheitsgrades iiber das Enhanced-Assumed-Strain Konzept im
Zuge der numerischen Umsetzung!.

1 Alternativ kann der Verschiebungsansatz um einen quadratischen Term erhtht werden
X = x+0° 1+ X %) x (7-Parameter)
x=x+0%x%+ (©3)2 % (9-Parameter).
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7.2 Numerische Umsetzung

Das Strukturverhalten wird iiber eine gebietsweise Approximation der Schalenebene mit
der Methode der Finiten Elemente analysiert. Dem isoparametrischen Elementkonzept ent-
sprechend werden die Geometrie und das Verschiebungsfeld durch LAGRANGE Polynome
gleicher Ordnung approximiert.

0 1, 0 1

X—'——NKX +®3NKX X:NK}CK+@3NKXK

u = Ng u¥ + @3Ny uk

Der Index K kennzeichnet die Knotenwerte und fungiert dariiberhinaus als Summations-

index iiber alle vier Knoten des finiten Elementes. Die kinematischen Variablen werden
in Abhéingigkeit der Elementkoordinaten ¢!, &2 {iber das finite Element

(7.13)

O:= (£4,¢%) € [—1,+1] x [~1,+1] (7.14)
mit bilinearen Formfunktionen interpoliert:

Ni=1(-e)1-) Np=1(1+€)(1-¢) —_

Ny =3 {(1+&)(1+¢&% Ny=;(1-8)(1+8).

Die Erfassung der Faserrichtung o erfolgt analog zu (Schultz 1996)
S 0 1
% G G = NK,1XK + @3NK’1XK mit NK,l = 86]22{ . (716)

Stabilisierungsalgorithmen

Bei finiten Weggroflenelementen mit bilinearen Formfunktionen treten kiinstliche Verstei-
fungseffekte auf, die im allgemeinen aus einem fehlenden Gleichgewicht der funktionalen
Verldufe in den Verzerrungen und ihrer energetisch konjugierten Spannungen resultieren.
Diese sogenannten Locking Phinomene zeigen sich hauptsichlich bei quasi dehnungslo-
sen Verbiegungen und nahezu inkompressiblem Materialverhalten. Sie werden durch eine
grofie Schlankheit sowie eine verzerrte Geometrie des finiten Elementes verstarkt. Zur
Effizienzsteigerung werden, abhéingig von der Art des auftretenden Phinomens, Stabili-
sierungsalgorithmen implementiert?.

Das Enhanced-Assumed-Strain Konzept

Die Anreicherung des Verzerrungsfeldes mit fehlenden, meist héherwertigen Verzerrungs-
moden ist eine Moglichkeit zur Beseitigung von Locking Effekten (Simo & Rifai 1990;

Literatur mit Rotationsvariablen: (Verhoeven 1993; Basar & Ding 1994; Bagar & Ding 1995; Basar &
Ding 1997); Literatur mit extensiblem Direktorfeld: (Sansour 1995; Liirding 1997)

?Alternativen zu den hier verwendeten Assumed-Strain und Enhanced-Assumed-Strain Verfahren sind
Assumed-Stress Ansitze oder die selektive Integration (Pian & Sumihara 1984; Andelfinger 1991; Eckstein
1999).
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Simo & Armero 1992). Uber das 3-Feld-Funktional von Hu- WASHIZU

Igw(u, E, §) = /W(E) dv — /S:Edv + /f-udV + /g-udA (7.17)
Q Q o Tt
kénnen zusitzliche Verzerrungsfreiheitsgrade E in die Variationsformulierung einflieflen.

Somit setzt sich das Verzerrungsfeld aus den kinematisch kompatiblen GREEN-LAGRANGE
Verzerrungen E* = E¥(u) und den angereicherten Verzerrungen E zusammen?®

E=E'+E. (7.18)
Mit der Orthogonalitdtsbedingung
/ S:E do=0 (7.19)
O

148t sich Igw(u, E, S) in ein 2-Feld-Funktional Iyw (u, E) iiberfiihren, so daff die Struk-
tur eines finiten WeggroBenelementes erhalten bleibt.

Bei der Diskretisierung sind Ansatzfunktionen N = N(£!,£?) fiir die Interpolation der
unabhingigen Verzerrungsfreiheitsgrade o zu wihlen

E=Na. (7.20)
Es wird gefordert, daf

e diese Interpolationsfunktionen N(£!, £2) unabhiingig von den bilinearen Formfunk-
tionen (7.15) sind, damit ein Rangabfall der Steifigkeitsmatrix ausgeschlossen wer-
den kann (Simo & Rifai 1990).

e das Spannungsfeld S mindestens stiickweise konstante Funktionen enthilt, damit
konstante Spannungszusténde simuliert werden kénnen. Im Zusammenhang mit der
Orthogonalititsbedingung (7.19) folgt dann

/ E do=0. (7.21)
O

Das schrinkt die Wahl der Ansatzfunktionen N(¢1, £?) zusitzlich ein.

Zur Vermeidung der unter Druckbeanspruchung auftretenden Instabilititen in Form von
Hourglass Moden werden in (Reese 1994; Armero 1998; Bischoff & Ramm 1998) Regula-
risierungsstrategien aufgezeigt.

Poisson-Locking. Fiir die im sechsparametrigen Verschiebungsansatz fehlenden, linea-

ren transversalen Dehnungen ]533 wird folgender Ansatz gewihlt (Biichter & Ramm 1992;
Betsch 1996; Eckstein 1999):

1
VG
3 Alternativ kann auch der Deformationsgradient mit inkompatiblen Verzerrungsanteilen angereichert

werden (Reese 1994; Betsch 1996). Ein Uberblick iiber die historische Entwicklung, unterschiedliche
Ansitze sowie Literaturverweise sind in {Eckstein 1999; Bischoff 1999; Kuhl & Ramm 2000) aufgefiihrt.

ET = @3 GT aor = NT ar (7.22)
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mit den Interpolationsfunktionen G und den Verzerrungsfreiheitsgraden ar
Gr =[1 ¢& & ¢
arl = [CET1 ary Grg Oy ]

Der Ansatz erfiillt die Orthogonalitdtsbedingung, erméglicht die Simulation konstanter
Spannungszustinde und dient der Beseitigung des P01sSON-Lockings.

(7.23)

Membran-Locking. Die Verbesserung eines unzureichenden Membranverhaltens bei

quasi dehnungslosen Verbiegungen 148t sich durch Anreicherung der Membranverzerrun-
0 .
gen E o3 mit zusétzlichen inkompatiblen Verzerrungen E s erzielen (Betsch 1996; Eckstein

1999; Bagar, Itskov & Eckstein 2000):
. 1
EMZ—\/ETGMC!MZNMC!M (7.24)

g 0 0 0 £¢ 0 0

Gy = 0 52 0 0 0 {152 0
0 0 61 62 U 0 6162 (7.25)
aMT = [aM1 Grpo Grs Oprg GME Qpg aM?]
(@)* (ad)’ a1
T=| (a?)’ (a})®  aio} af = As-Af. (7.26)

1.1 942,2 1,2 1 42,1
2a7a5 2afa; aja3+ aja;

Der Index (...); kennzeichnet auf den Elementmittelpunkt (&' = &2 =0) bezogene
Groflen; die Transformation auf die Elementmitte erfolgt mit der Transformationsma-
trix T. Durch Auswertung der inkompatiblen Verzerrungskomponenten im Elementmit-
telpunkt konnen konstante Spannungszustinde auch bei verzerrter Elementgeometrie be-
schrieben werden.

Volumen-Locking. Im inkompressiblen Grenzfall kénnen hiufig keine deviatorischen
Moden dargestellt werden, ohne von parasitdren volumetrischen Moden begleitet zu wer-
den. Die Anreicherung der Membranverzerrungen und der transversalen Dehnungen mit
inkompatiblen Verzerrungen (7.23, 7.25) fiihrt automatisch zur Beseitigung dieses Effek-
tes.

Das Assumed-Strain Konzept

Ein anderes Verfahren zur Beseitigung numerischer Schwichen ist das Assumed-Strain
Konzept. Hier werden die betreffenden Verzerrungskomponenten in denjenigen Punkten
eines finiten Elementes ausgewertet, die frei von parasitiren Einfliissen sind. Ausgehend
von diesen Kollokationspunkten werden die Verzerrungskomponenten dann mit geeigneten
Ansatzfunktionen iiber das Elementinnere interpoliert.
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Querschub-Locking. Zur Beseitigung dieses Phinomens ist es ausreichend, die
konstanten transversalen Schubverzerrungen in den Mittelpunkten der Elementkanten zu
berechnen.

4A§2

; (1+€) Bisa +} (1~ €) Busc am

0 0
s (1—-&YExs+3 1+£) Exnp.

s
—
w
Il
b=

—
Q
o7
e
&
I}
ol

Der héufig verwendete Algorithmus geht auf (MacNeal 1968; Dvorkin & Bathe 1984)
zuriick und ist variationstheoretisch von (Simo & Hughes 1986) begriindet worden.

Kriimmungs-Locking. Dickendnderungen der Struktur kénnen mit einem extensiblen
Direktorfeld % beriicksichtigt werden. Dieses unterliegt keiner Nebenbedingung, d.h. seine

1
urspriingliche Linge ||X|| = 1 variiert infolge einer Deformation ||:}:|| # 1, so da8 finite
Rotationen ohne Rotationsvariablen beschrieben werden kénnen. Eine direkte Implemen-

tierung des extensiblen Direktorfeldes x fiihrt bei einer geometrisch linearen Strukturana-
lyse gekriimmter Strukturen zum sogenannten Krimmungs-Locking. Bei einer geometrisch
nichtlinearen Untersuchung tritt dieser Effekt bereits bei ebenen Strukturen unter Biege-
beanspruchung auf. Werden die transversalen Dehnungen Es33 im Sinne eines Assumed-
Strain Konzeptes in den Knotenpunkten als Kollokationspunkte ausgewertet und mit den
bilinearen Formfunktionen (7.15) iiber das Elementinnere interpoliert (Betsch & Stein
1995; Bischoff & Ramm 1997), so verschwindet der Effekt*.

Egp=Ng E®  mit B =1(1-x-x) (7.28)

-2

Strukturanalyse

Die nichtlineare Tragwerksanalyse erfolgt mittels inkrementell-iterativer Algorithmen, wie
dem NEWTON-RAPHSON Verfahren, auf numerischem Wege. Dazu wird das Prinzip der

“Eine numerisch teure Alternative ist ein multiplikativer Split des extensiblen Direktorfeldes in einen
inextensiblen Schalendirektor d und einen skalaren Dickenfaktor A
x=xd mit |d||=1, A>0.

Das koppelt die Beschreibung finiter Rotationen an Rotationsvariablen wie die EULER Winkel (Ramm
1976}

d*l = d* + 8dF! + AddFY ), d=d(We) = d (Wa)is, 8d = di(8v,), Add = AdH(d1),)
oder den Rotationstensor (Pietraszkiewicz & Badur 1983; Simo & Fox 1989)

dk+!l = R¥+1gk; R = R{%); éd =9 xd; Add =9 x99 xd.
Die Rotationsachse wird bei glatten Schalen senkrecht zum Schalendirektor determiniert und finite Ro-
tationen werden mit zwei Rotationsparametern beschrieben (Argyris 1982; Bagar 1987). Bei biegesteif
zusammengesetzten Strukturen liegt die Rotationsachse in der Verschneidungslinie. Hier sind drei Rota-
tionsparameter erforderlich. Aufgrund fehlender Drillsteifigkeit der Schale wirkt der Drehung des Scha-
lendirektors um die eigene Achse hiufig die Biegesteifigkeit der angrenzenden Struktur entgegen (Menzel
1996). Eine Formulierung des Rotationstensors mit dem Rotationsvektor von RODRIGUEZ ¥ = J e und
|le]| = 1 liefert eine singularititenfreie Darstellung bei beliebig groBen Drehungen (Biichter 1992; Menzel
1996). Alternative Beschreibungen finiter Rotationen mit Elementarrotationen wie den EULER oder den
CARDAN Winkeln werden in diesem Zusammenhang meistens nicht verwendet.
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virtuellen Arbeit (3.30) mit den konservativen, richtungstreuen Flichen- und Volumenla-
sten (3.28, 3.26) —\

I'(u) 6u = / W )68 dv - / £.5udV — / goudd (7.29)
B 5
Q Q
linearisiert
AT'(u) Su = / {S:AE+AS:6E +S: ASE} dV (730
0

und nach der Diskretisierung durch die Methode der Finiten Elemente in eine tangentiale
Steifigkeitsbeziehung iiberfiihrt

Ky 6V, = P, — P;. (7.31)

Diese ermo6glicht das sukzessive Auffinden von Gleichgewichtszustanden abhingig von den
WeggroBeninkrementen §V,. Der dufiere Lastvektor P, = f Py wird dabei ausgehend von
einer Referenzlast Py iiber den Lastfaktor f schrittweise erhoht.

Die Gesamtsteifigkeitsbeziehung (7.31) enthilt neben den dueren Lasten noch die tan-
gentiale Steifigkeitsmatrix K sowie den Vektor der inneren Kraftgréofien P; und folgt
aus dem Einmischen der entsprechenden Gréflen kr, p; und p,, die auf Elementebene
berechnet werden. Dabei resultiert die tangentiale Elementsteifigkeitsmatrix kr aus

H/2
/ / (ASY 5, + S ASEy} \/-G; d0* do (7.32)
0 -H/2
mit ASY = CY¥ AFE,,; der Elementvektor der inneren Krifte p; aus
H/2
/ / S AEy \E- de*do. (7.33)
01 —H/2

Die Elementweggrofleninkremente éu sind die sechs Verschiebungsfreiheitsgrade

63%1, 5:(1):2, 623 und 65:1, 6:}:2, 623, Auf die Behandlung von Elementlasten p, wird in (Eckstein
1999) detailliert eingegangen.

Infolge des Enhanced-Assumed-Strain Konzeptes enthélt das Verzerrungsfeld die aus dem
Verschiebungsfeld resultierenden, kompatiblen Verzerrungen E = E(u) und die zusétzli-
chen, inkompatiblen Verzerrungsmoden E. Das fiihrt zu zwei weiteren Elementsteifigkeits-
matrizen. Davon folgt eine aus den inkompatiblen Moden allein k. und die andere aus
einer Kombination von kompatiblen und inkompatiblen Verzerrungstermen kg

Die tangentiale Elementsteifigkeitsbeziehung

IR
o 0 Pe

ki ke
ermdglicht die Kondensation der Verzerrungsfreiheitsgrade auf Elementebene
a= -k (ks 6u+p.). (7.35)
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Sie sind in der Gesamtsteifigkeitsmatrix, die sich mit
(kr — kr — AAp,) 6u = Ap, — p; + B (7.36)
kr =kIk;'k; und p;=kik;'p,, (7.37)
aufbaut, nicht mehr enthalten. Eine ausfiihrliche Herleitung findet sich in (Bischoff 1999;
Eckstein 1999)5.

Bei einer Mehrschichtenkinematik wird die Gesamtsteifigkeitsbeziehung fiir jede Schicht
separat ausgewertet. Die fiir viele Anwendungen erforderliche Transformation der Ver-
schiebungsfreiheitsgrade auf die Schalenmittelfliche wird in (Schultz 1996; Liirding 1997;
Eckstein 1999) beschrieben.

5Weitere wichtige Literaturstellen sind (Biichter & Ramm 1992; Betsch & Stein 1995; Betsch, Grutt-
mann & Stein 1996; Wriggers & Reese 1996; Bischoff & Ramm 1997; Bagar, Itskov & Eckstein 2000)




74

Kapitel 7: 3D-Schalenformulierung




Kapitel 8
Beispiele

Zur Demonstration der Leistungsstdrke des im Rahmen dieser Arbeit entwickelten Mate-
rialmodells wird das oben vorgestellte finite Schalenelement in das, am Institut fir Statik
und Dynamik der Ruhr-Universitdt Bochum vorhandene, Finite Element Programm FE-
MAS 2000 (Beem, Kénke, Montag & Zahlten 1996) implementiert.

Den Beispielen liegen folgende Materialparameter (Tab. 8.1, 8.2) zugrunde:

E1 = 17.00 Hi2 = 3.5 Vig = 0.35
E2 = 16.00 Haz = 1.7 Vg3 = 0.45
E3 = 8.00 31 = 2.5 Ny = 0.45

Tab. 8.1: Ingenieurkonstanten fiir Orthotropie

E;=16.00 =170 1y =035
E, = 800 =276 v, =045

Tab. 8.2: Ingenieurkonstanten fiir transversale Isotropie

Sie orientieren sich an den Steifigkeitsdaten der Wand einer Arterie mit Ey, Ey, 114, Va3, 113
(Weizsacker, Lambert & Pascale 1983). Zu den iibrigen Steifigkeitsdaten wurden keine An-
gaben gemacht; sie wurden sinnvoll geschétzt. Bei transversaler Isotropie sind die Steifig-
keitseigenschaft der bevorzugten Richtung hinsichtlich derjenigen orthotropen Materials
ausgerichtet. Die vorgestellten Beispiele sollen die Leistungsstirke des erstellten Mate-
rialmodells hervorheben. Sie zeigen, dafl neben einfachen Grundverformungen mit dem
erstellten Materialmodell auch komplexe Deformationszustinde simuliert werden kénnen.
Der geometrisch nichtlinearen Strukturanalyse geht dabei stets eine lineare Konvergenz-
studie zur Ermittlung eines hinreichend genauen Diskretisierungsnetztes voraus, die nicht
explizit dargestellt werden soll. Aufgrund fehlender Vergleichsméglichkeiten der mit dem
neu entwickelten Modell erzielten Ergebnisse mit entsprechenden Versuchsdaten, kann die
Leistungsfdhigkeit des Modells zur Zeit nur qualitativ durch eine Gegeniiberstellung mit
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der linearen Theorie aufgezeigt werden. Die Leistungsstirke der implementierten Schalen-
kinematik wurde bereits in (Liirding 1997; Eckstein 1999) demonstriert.

Zur Strukturanalyse kommen folgende Modelle zum Einsatz:

e Modell 1a ist das neu entwickelte physikalisch nichtlineare, orthotrope Material-
modell (6.67) mit den zusétzlichen Materialparametern ¢ = 1.0 und ¢* = 6.3.

e Modell 1b beschreibt linear elastisches Materialverhalten bei Orthotropie.

e Modell 2a ist das physikalisch nichtlineare, transversal isotrope Materialmo-
dell (6.99); ein Sonderfall von Modell 1a. Der zusdtzliche Parameter wird mit
["(1) = —2.0 festgelegt; so dafl die Restriktion positiver Materialparameter erfiillt
ist.

e Modell 2b kennzeichnet die lineare Theorie bei transversaler Isotropie.

8.1 Zugprobe bei wechselndem Faserlastwinkel

Die in (Abb. 8.1) dargestellte transversal isotrope Kragplatte unter Zugbeanspruchung
wird fiir die Faserlastwinkel oo = 0°,30°,90° bei einem Diskretisierungsnetz von 10 x 10
Elementen untersucht. Verwendet werden das transversal isotrope, physikalisch nichtli-
neare Modell 2a sowie das entsprechende lineare Modell 2b mit den Steifigkeitsdaten aus
(Tab. 8.2). Eine Einspannung als Randbedingung bedeutet die Unterdriickung von Ver-
schiebungen und Verdrehungen in einem Punkt, Dicken@inderungen werden zugelassen.

B =10.0
L =100
H= 10
p=f1.0

Abb. 8.1: Geometrie der transversal isotropen Kragplatte

Eine lineare Tragwerksanalyse liefert fiir die Modelle 2a,b abhingig vom Faserlastwinkel
folgende Langendanderungen v; in Belastungsrichtung im Punkt A mit p = 1.0:

A o a= 0°: v = 1.25
o o = 30°; v, = 2.02
o = 90°: v = 2.49.

Bei einer Beanspruchung in Faserrichtung (o = 0°) reagiert das Tragwerk deutlich steifer
als bei einer Beanspruchung quer dazu (o = 90°).

Das Last-Verschiebungs-Diagramm (Abb. 8.2) zeigt, daf Strukturantwort der Modelle
2a,b im Bereich kleiner Verzerrungen gleich ist. Bei groflen Deformationen bildet die
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physikalisch lineare Theorie 2b das Tragverhalten der Struktur deutlich zu steif ab. Der

Versteifungeffekt wird anhand der Dickendnderung des Querschnittes besonders deutlich
(Abb. 8.3). Fiir das Modell 2a seien beispielhaft folgende Werte angegeben:

a= 0°: f=6.5 v = 12.47 h=0.71
a = 30°: f=37 vy = 13.51 h = 0.80
a = 90°: f=22 vy = 8.96 h=0.71.

Lastfaktor f

10.0 ] 7 I,’ A
v Q) = 0°
8.0 AN | =300
Qg3 = 90°
6.0
4.0 —— Modell 2a
(phys. nichtlin.)
2.0 ~—— Modell 2b
(phys. lin.)

Verschiebung v,

Abb. 8.2: Verschiebung vy im Punkt A bei unterschiedlichem Faserlastwinkel

Strukturdicke A
1.0 ; ; ——
N o2 2y
0.8 \\ Sz HiE=—————=h
o3 \\\ \\\\ s A
0.6 S W o = 0°
\- \\\\ \\\\ _/_a l Qg = 30°
0.4 N \\- Q3 = 90°
\\ AY
AY
0.2 f \ —— Modell 2a
\ ——— Modell 2b

2 4 6 8 10
Lastfaktor f

Abb. 8.3: Dickeninderung im Punkt A bei unterschiedlichem Faserlastwinkel
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a=0 a=230 oa=90

Abb. 8.4: Verschiebungen im Punkt A, Modell 2a, Lastfaktor f = 2.0

f=10

(41

V2

AH

Sll

Modell 2a
Modell 2b

f=20

1.3501
1.0680

U

0.2268
0.2039

Ug

0.0450
0.0403

AH

1.7595
1.8044

Sll

Modell 2a
Modell 2b

2.9146
1.9060

0.4559
0.3769

0.0915
0.0764

3.0894
3.3522

Tab. 8.3: Verschiebungen und Spanmungen in A, Faserlastwinkel a = 0°

f=10 v Vo AH sh
Modell 2a | 2.6712 —0.2916 0.0464 | 1.6494
Modell 2b | 1.8956 —0.1811 0.0438 | 1.7390
f=20 7 Ug AH St
Modell 2a | 5.6592 0.0134 0.0899 | 2.7450
Modell 2b | 3.3030 0.1564 0.0818 | 3.1447

Tab. 8.4: Verschiebungen und Spannungen in A, Faserlastwinkel o = 30°

Die aus den Modellen 2a,b resultierenden Verschiebungen und Spannungen sind fiir un-
terschiedliche Faserlastwinkel in (Tab. 8.3 - 8.5) dargestellt. Die Dickensnderung ist
AH = H — h und die Verschiebung des Punktes A in Lastrichtung v, sowie infolge der
Querkontraktion vy. Die iiber den Querschnitt konstanten Spannungen wurden in Ele-
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f =1.0 v (2} AH Sll
Modell 2a | 3.1189 0.2472 0.1259 | 1.5219
Modell 2b | 1.9055 0.1888 0.0992 | 1.6776

f =2.0 (41 (%] AH Sll
Modell 2a | 7.7983 0.5381 0.2664 | 2.2424
Modell 2b | 3.2298 0.3441 0.1869 | 3.0171

Tab. 8.5: Verschiebungen und Spannungen in A, Faserlastwinkel a = 90°

mentmitte berechnet. Ein Vergleich der Modelle 2a,b zeigt, dal bei dem physikalisch
nichtlinearen Modell 2a eine gréBere Verschiebung v, in Belastungsrichtung zu kleineren
Spannungen S!! fiihrt als das Modell 2b. Die verformte Struktur ist fiir einen Lastfaktor
von f = 2.0 abhingig vom Faserlastwinkel in (Abb. 8.4) dargestellt.

8.2 Analyse allgemeiner Schalenstrukturen

Im Folgenden wird das Tragverhalten von Schalenstrukturen beliebiger Dicke untersucht,
das durch grole Dehnungen und finite Rotationen bzw. durch einen Zustand dehnungs-
loser Verbiegung gekennzeichnet ist. Die Tragwerksanalyse erfolgt mit den physikalisch
nichtlinearen bzw. linearen Modellen 1a,b fiir Orthotropie und 2a,b fiir transversale Iso-
tropie. Mit den Materialdaten aus (Tab. 8.1, 8.2) weisen die bevorzugten Richtungen im
Material annihernd gleiche Steifigkeitseigenschaften auf. Die Fasern sind dem priméren
Tragverhalten der Struktur entsprechend ausgerichtet.

Hyperboloid unter konzentrierten Linienlasten

Die geometrisch nichtlineare Strukturanalyse des Hyperboloiden unter konzentrierten Li-
nienlasten erfolgt mit einem gleichmé&Bigen Diskretisierungsnetz von 12 x 12 Elementen.
Aus Symmetriegriinden erfolgt die Berechnung an einem Achtel der Gesamtstruktur.
Die in ©%-Richtung weisende Belastung fiihrt zunichst zu einer Streckung des Hyperbo-
loiden. Die durch kleine Verzerrungen begleiteten finiten Rotationen kennzeichnen den
Anfangsbereich des Last-Verschiebungs-Diagramms (Abb. 8.7). Trennen sich die Last-
Verschiebungs-Kurven des physikalisch nichtlinearen und des physikalisch linearen Mo-
dells, folgen grofie Dehnungen. Bei Orthotropie sind die Verschiebungen kleiner, weil die
vorhandenen Fasern in Umfangsrichtung den Querschnitt stabilisieren. Auch bei diesem
Beispiel approximiert die Modelle 1b, 2b (lineare Theorie) das Strukturverhalten deut-
lich zu steif. Die Spannungen S$?? in Meridianrichtung werden nahe des Punktes A im
Elementmittelpunkt der Referenzfliche berechnet.
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4}X3 — @2
2 2
z P r(0?) = \/T:Q + (% - 1) (1.2 — r2)
4 Ly L; = 6.0
o — e = 0.0
H e = 3.0
o H=05

p=f10

X'¥

Abb. 8.5: Geometrie des Hyperboloiden unter konzentrierten Linienlasten

Abb. 8.6: Verformte Konfigrationen, Modell 2a
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f=10 V3 AH 522 f=1.0 V3 AH 522
Modell 1a | 0.9122 0.0373 | 1.7115 || Modell 1b | 0.8399 0.0355 | 1.733
Modell 2a | 1.4945 0.0296 | 1.4528 | Modell 2b | 1.2182 0.0081 | 1.5780
f=20 Vs AH 522 f=20 V3 AH 522
Modell 1a | 1.5351 0.0252 | 2.9765 || Modell 1b | 1.2496 0.0350 | 3.2142
Modell 2a | 2.7848 0.1740 | 2.1612 | Modell 2b | 1.8581 0.1142 | 2.8160
f =3.0 Vs AH 522 f =3.0 U3 AH 822
Modell 1a | 2.2109 0.0865 | 3.8519 || Modell 1b | 1.5835 0.0986 | 4.5380
Modell 2a | 4.1764 0.2330 | 2.3516 || Modell 2b | 2.3666 0.2157 | 3.8925

Tab. 8.6: Verschiebungen v und Spannungen S22 in Meridianrichtung im Punkt A

Lastfaktor f

5.0
bl /[2]
4.0 r I
’I
|
3.0 ¢ i,f ’II
! /lla
20 / ,
1/ ¢
f’ //
10t Ju : — phys. nichtlin. [a]
. .
——— phys. lin. (o]
2 4 6 8

Verschiebung U3

Abb. 8.7: Verschiebung v; im Punkt A bei Orthotropie (1) und transversaler Isotropie (2)

Zylinder unter harmonischer Last

Der in (Abb. 8.8) dargestellt Kreiszylinder wird durch eine senkrecht zur Mantelfliche
wirkende harmonische Flichenlast beansprucht. Die Tragwerksanalyse erfolgt mit einem
Diskretisierungsnetz von 16 Elementen in Meridian- sowie 64 Elementen in Umfangsrich-
tung. In Punkt A sind nur Verschiebungen in X3-Richtung und die Dickenénderung AH
der Struktur zugelassen. Aufgrund der Belastung und der Randbedingungen folgt bei der
durch eine verschwindende GAUss-Kriimmung charakterisierten Schale ein Zustand deh-
nungsloser Verbiegung. Zur Untersuchung des Membranverhaltens wird der Lastfaktor a
so angepafit, dafl die Verschiebungen v, bei unterschiedlichen Schlankheitsverhéltnissen
R/H von gleicher Gréflenordnung sind.

Fiir die orthotropen Materialmodelle 1a,b sowie fiir die transversal isotropen Modelle
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R/H| 10 100 1000

H 10 0.1 001 L = 200.0

a 10~% 107 107° R =100.0

p= f-acos20!

Randbedingung Punkt A:.
AZ! = AT2 = Az = Az® =0

Abb. 8.8: Geometrie des Kreiszylinders unter harmonischer Last

2a,b resultieren bei einer nichtlinearen Strukturanalyse mit f = 1.0 folgende Verschie-
bungen v; bei zunehmender Schlankheit:

R/H ~ 10 100 1000
Orthotropie 14.9427 13.8787 13.8135
Transversale Isotropie | 16.9427 15.4930 15.5632

Tab. 8.7: Verschiebungen v; in C

Der Lastabtrag erfolgt iiber die Kriimmung der Struktur in Umfangsrichtung. Dabei ist die
Verschiebung bei Orthotropie aufgrund der zusétzlichen in Umfangsrichtung verlaufenden
Fasern kleiner. Das Verschiebungsfeld verdeutlicht, daf bei einem Schlankheitsgrad von
R/H =100 bzw. R/H = 1000 ein 2D-Biegezustand vorliegt. Auch bei einem hoheren
Lastfaktor sind die Verzerrungen klein und die Modelle 1a,b liefern eine dquivalente
Strukturantwort (Abb. 8.9).
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Lastfaktor f
10.0 i

la,b
8.0 | la,b 1 (§
4\
60/ | ‘

4.0

e

30 100 150
Verschiebung v;

Abb. 8.9: Verschiebung v; im Punkt C' bei Orthotropie (1) und transversaler Isotropie (2)

8.3 Erzielte Ergebnisse

Fiir kleine Verzerrungen nahe der spannungfreien Ausgangskonfiguration bildet das im
Rahmen dieser Arbeit entwickelte physikalisch nichtlineare Materialmodell 1a fiir Or-
thotropie bzw. 2a fiir transversale Isotropie das linear elastische Materialverhalten kor-
rekt ab. Fiir groe Verzerrungen ist der physikalisch nichtlineare Aspekt des reversi-
blen Materialverhaltens anhand der Last-Verschiebungsdiagramme, den Strukturplots und
der Gegeniiberstellung mit der linearen Theorie deutlich erkennbar. Grunddeformations-
zustinde, wie eine Zugbeanspruchung in Faserrichtung, und auch sehr komplexe Defor-
mationszustinde, wie die Kombination von finiten Rotationen und groflen Dehnungen,
lassen sich mit diesem Modell physikalisch sinnvoll abbilden. Dariiberhinaus resultiert bei
dem vorgeschlagenen Materialmodell im Bereich grofler Verzerrungen auf eine gegebene
Last eine groflere Verschiebung und eine kleinere Spannungsantwort als bei der linearen
Theorie. Das ist ein weiteres Indiz fiir das physikalisch nichtlineare Materialverhalten des
Modells 2a sowie der zu steifen Approximation des Strukturverhaltens von Modell 2b.
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Kapitel 9

Zusammenfassung und Ausblick

Zusammenfassung

Die Anforderungen an ein hyperelastisches Materialmodell zur Beschreibung grofler Defor-
mationen sind von dem Material selbst und seinem Anwendungsgebiet abhingig. Einige
strukturmechanische Problemstellungen mit sehr grofien Dehnungen, wie sie beispielswei-
se infolge der Ausschiittung des Blutes von den Herzkammern in die Herzschlagader vor-
kommen, werden von klassischen Modellen, wie dem NEO-HOOKE oder MOONEY-RIVLIN
Modell, ungeachtet der Richtungsabhangigkeit des Materials, nicht adiquat abgebildet.
Die Wahl polynomialer Modelle héherer Ordnung (Rivlin & Saunders 1951; Ogden 1972b)
fiihrt jedoch nicht zwangsweise zu besseren Ergebnissen und sind mit dem Nachteil der
Betrachtung einer groflien Anzahl von Materialparametern behaftet. Spezielle Algorithmen
erleichtern die Identifizierung von polynomialen Ansitzen und der entsprechenden Mate-
rialparameter. Solche Modelle sind haufig auf solche Deformationszustdnde beschrinkt,
an denen die Parameter identifiziert wurden und liefern schon bei kleinen Abweichun-
gen der Parameter oder Rundungsfehlern unter Umstidnden keine physikalisch sinnvollen
Ergebnisse mehr (Hartmann 2000). Durch Einbeziehung der geometrischen Beschaffen-
heit einer Deformation 148t sich eine Klasse polykonvexer Verzerrungsenergiefunktionen
formulieren {Ciarlet 1988). Wird auch die Coercivitatsungleichung (Ball 1977) erfiillt, so
ist die Existenz einer Losung des strukturmechanischen Variationsproblems bei grofien
Deformationen im isotropen Fall gewiahrleistet. Zur Beschreibung sehr grofler Dehnungen
wird im Rahmen dieser Arbeit eine exponentielle Abbildung in den Hauptinvarianten vor-
geschlagen. Sie reflektiert den physikalisch motivierten Grundgedanken, dafl unendliche
Spannungen aus gegen unendlich strebenden Verzerrungen folgen, sie ist polykonvex und
erfiillt die Coercivitdtsungleichung. Thr Hauptvorteil besteht darin, daf8 die Verzerrungs-
energiefunktion mit nur wenigen Materialparametern behaftet ist. Als Sonderfall ist das
kompressible MOONEY-RIVLIN Modell enthalten.

Ein zentrales Problem bei der Behandlung anisotroper Strukturen ist die Bestimmung
einer irreduziblen Funktionalbasis als Argument der Verzerrungsenergiefunktion, welche
unter den orthogonalen Transformationen einer gegebenen Gruppe symmetrischer Trans-
formationen invariant ist. Durch die Zerlegung des orthotropen, reprisentativen Volu-
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menelementes hinsichtlich der Hauptmaterialrichtungen und seiner Symmetrieebenen las-
sen sich modifizierte Hauptinvariante formulieren, welche die geometrische Beschaffenheit
einer Deformation einbeziehen, wie die Langeninderungen der drei Hauptmaterialrich-
tungen und die flichenhaften Deformationen der drei Symmetrieebenen. Dariiberhinaus
unterstiitzen die modifizierten Hauptinvarianten die Simulation von Grenzzustinden or-
thotropen Materials, wie z.B. eine gegen unendlich strebende Dehnung in Faserrichtung,
ihre Degeneration zu einem Punkt oder das Verschmelzen zweier bevorzugter Material-
richtungen infolge Schub. Fiir den Sonderfall transversaler Isotropie formulieren sich die
modifizierten Hauptinvarianten hinsichtlich der bevorzugten Materialrichtung und der Iso-
tropieebene. Bei Isotropie ergeben sich die ersten beiden Hauptinvarianten. Unabhéngig
von den materiellen Symmetrieeigenschaften des reprisentativen Volumenelementes wer-
den volumetrische Deformationen iiber die dritte Hauptinvariante beschrieben. Mit einer
solchen irreduziblen Funktionalbasis lassen sich die fiir ein isotropes Kontinuum formu-
lierten Konzepte der Polykonvexitédt und der Coercivitiat auf eine orthotrope Verzerrungs-
energiefunktion iibertragen. Dariiberhinaus resultieren die Tensorgeneratoren als Gradient
der Invarianten dieser Funktionalbasis.

Fiir die meisten strukturmechanischen Anwendungen mit groflen Dehnungen liefert ein
linearer Ansatz in den Invarianten gute Ergebnisse. Durch die Riickfiihrung dieser Ver-
zerrungsenergiefunktion auf die klassische Theorie fiir kleine Verzerrungen nahe der span-
nungsfreien Ausgangskonfiguration konnen die Materialparameter in Abhéngigkeit der
Ingenieurkonstanten formuliert werden. Bei transversaler Isotropie und bei allgemeiner
Isotropie 1af3t sich dariiberhinaus mit der Restriktion positiver Materialparameter und die
Ausnutzung der Konvexititseigenschaft von der Verzerrungsenergiefunktion ein Material-
parameter eliminieren. Dieser Ansatz wird auf eine kontinuumsbasierte Schalenkinematik
mit linearem Verschiebungsansatz angewendet, in ein vierknotiges finites Schalenelement
mit extensiblem Direktorfeld iiberfiihrt und in das Finite-Element-Programmsystem FE-
MAS 2000 implementiert. Auftretende Versteifungseffekte in Form von Locking werden
mit speziellen Stabilisierungsalgorithmen beseitigt.

Ausblick

Insbesondere die Simulation biologisch weicher orthotroper und transversal isotroper
Strukturen ist ein sehr aktuelles Forschungsgebiet. Es bildet ein weitgeféchertes Diskus-
sionsforum fiir Biologen und Mediziner, sowie fiir Ingenieure und Mathematiker. Weil die
Ingenieurkonstanten solcher Materialien bisher nur unvollstdndig in der Literatur vorhan-
den sind, kénnen bisher nur qualitative Aussagen iiber die Leistungsstirke des erstellten
Modells gemacht werden. Seine Kalibrierung auf ein reales Material bleibt daher zukiin{-
tigen Forschungsaktivititen vorbehalten. Das Einbeziehen probabilistischer Aspekte der
MefBldaten ist in diesem Zusammenhang sicherlich sinnvoll. Durch die Beriicksichtigung
volumetrischer Deformationen und des Grenzzustandes unendlicher Stauchung ist auch
die Modellierung pordser Medien denkbar oder die Verallgemeinerung des Modells aus-
gehend von der Orthotropie auf eine beliebige Anisotropie. Die Anwendung des Modells
auf eine hoherwertige Kinematik in Form von p-Elementen bietet insbesondere bei der
Simulation von Spannungskonzentrationen ein weitgefichertes Anwendungsspektrum.
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Anhang A

Materialparameter

Auswirkungen einer bevorzugten Materialrichtung. Die Materialparameter der
Verzerrungsenergiefunktion (6.51) berechnen sich wie folgt:

1
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Entwicklung eines orthotropen Materialmodells. Unabhéngige Materialparame-
ter parallel (...); und senkrecht (...), zur Faserrichtung (X 4-Richtung) bei transversaler
Isotropie (6.99):
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A-2 Anhang A: Materialparameter

Orthotropie

(021)1111 = 2%1‘ 22 = %2 (C1 oz = ﬁ12—3
(021)2222 = 2%2 (CL 1133 = %\’:‘ (051)1313 = ﬁ11_3
(C;")3333 = 2%?; (C7V 2233 = Vﬁi‘ (CrMaz = ﬁ

E, >0, E; >0, E3 >0, poz > 0, pzy >0, py2 >0

2 E 2 E 9 FE _ E;
Vip < E‘JQ‘: Vg < Fg, Yiz < E;" Vi = VjiEJL.
2v91V3ol13 < 1 — vyoo) — Vogzg — V33 < 1

Transversale Isotropie

bevorzugte Richtung X3 -Richtung

(CZHun = Elﬁ (CiMa202 = (Cp V3333 = ElI
(Cph )22 = (20121)1133 = —ﬁ% (C; Y2033 = ﬁ
(C1 )23 = —(—E_L—VL—)‘ (C; a1z = (CpYarz = ML”

Eyz=E) >0, E;=FE3=E, >0, pmo=pm3=u >0, pog=p1 >0

Vig=Vizg =Y, Vog =V,

—l<u¥i<l, njf<l, 1-2n>v,, n=E/E

Isotropie

Ey=E=E;=FE, pou=pn=p =4 V=Vg=Un=V
(CrYnn = (CrYazee = (Cr')3s3s = 1417

(CrMmze = (Cpuss = (CpH)mm = ~%

(Cr 2323 = (Cp s = (Cp hrana = %

_ _ FE
A>0, l<v<05b, E>0, u————2(1+u)>0
_ A p{3X + 2#2 _ By
v=aor ) T ars o AT aEna=
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(021)1212 0 0
sym. (C:Mi313 0
L (C1Y)2s23 |

Tab. A.l: Nachgiebigkeit fiir Orthotropie, transversale Isotropie, Isotropie




Anhang B

Schalenkinematik

Komponenten des GREEN-LAGRANGE Verzerrungstensors

Bos = %[&,a-:"c,ﬁ—)o(,a-)oc,ﬁ] (B.1)
By = ;[&ﬁ.;,ﬁ;a.;ﬁ_%ﬂ.i,&_ia.i,ﬁ (B.2)
B, — %a"ca x (B.3)
By = %[)1( %1 (BA)

1. Variation

0 1
6Bap = 3 [:‘é ot 0Xp+ %X 5>°c,a] (B.5)
) 1
(SEaﬂ = 5 [)0{,5 (S}IC,Q + 5)0C’ﬂ . )1C,a + )0C1a . 5)1(’g + 5)%,,_-, . )Ic,g] (B 6)
0
$Ba = % [R5k + 6%, %] (B.7)
0 1 .1
5E33 = X- 5x (BS)
2. Variation
0 -
ASE,; = % AR 8%+ AX g 6K, (B.9)
1 (-
ASE., = % AR BXo+ B Ak + AR o 535+ 0K~ A g (B.10)
0 17 |
AdBay = 3 AR g+ 5% + 0% Ai] (B.11)
0 1 .1
A5E33 = AXx-d6x (B12)
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